Semantikdefinitionsstile (1)

Es gibt unterschiedliche Stile, die Semantik einer Program-
miersprache festzulegen. Sie richten sich an unterschiedliche
Adressaten und deren spezifische Sicht auf die Semantik...

Insbesondere unterscheiden wir den...
e denotationellen
e operationellen
e axiomatischen

Stil.
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Semantikdefinitionsstile (2)

e Sprachentwicklersicht

— Denotationelle Semantik

e Sprach- und Anwendungsimplementierersicht

— Operationelle Semantik

x Strukturell operationelle Semantik (small steps se-
mantics)

x= Natdirliche Semantik (big steps semantics)

e Programmierer- und Verifizierersicht

— Axiomatische Semantik
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Strukturell operationelle Semantik (1)

...noch einmal wiederholt fir das Beispiel von WHILE:

[skiPsos] (skip,o)=0

[abortsos] ot or=eror

[asssos] =ty =oIri TGy /Al

!
(m1,0)=>(my,0")
(m1;m2,0)=> (17 im2,07)

[complyg]

(r1,0)=0’
(m1,m2,0)=(m2,0")

[comp2,]
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Strukturell operationelle Semantik (2)

[Ifgtos] - [[b]]B(O'):tt

(if b then =y else mp fi,o)=>(71,0)

ff — —
[if50s] 75 then =y else wg Flo)= (rai0) [o1p(o) =1t

[whilesos]  While 5 do = 0do)=(if b then =: while b do = od else skip fi.o)
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Strukturell operationelle Semantik (3)

Der Fokus liegt auf...

e individuellen Schritten einer Berechnungsfolge, d.h. auf

der Ausfuhrung von Zuweisungen und Tests

Intuitive Bedeutung der Transitionsrelation...

(m,0)="

...mit v von der Form (r’

,a') oder ¢’ oder error beschreibt

den ersten Schritt der Berechnungsfolge von « angesetzt

auf 0. Folgende Uberginge sind méglich:

— ~ von der Form (n’,o’):

Abarbeitung von w nicht vollstandig; das Restprogramm =’ ist auf

o’ anzusetzen

— ~ von der Form o’:

Abarbeitung von =« vollstandig; = angesetzt auf o terminiert in ei-

nem Schritt in ¢’

— ~ von der Form error:
Abarbeitung von 7 terminiert irregular

Naturliche Semantik (1)

...ebenfalls flir das Beispiel von WHILE:

[skipns]

(skip,o)—0o

[abortys]

(abort,c)—error

[assns]  i=rov o T TL(e)/a]

w1,0)—0’ (7,0 ="
1, \TT2,
(m1im2,0)—0”

[compps]

Analyse und Verifikation (WS 2007/2008) / 5. Teil (05.11.2007)

Naturliche Semantik (2)

<7I'1, U> — o

. t —
[iTs] 5 then = else = Floy o’ [olp(o) =zt
fifff] {r2,0) — o’ [b]p(0) =tf

nsl A(if b then =, else m fi,o)—o’ B -

— (r,0) — o', (while b do = od,o’) — o _
[whiley;] (while b do = od,s)—0o” [o1p(o) =1t
[while}] while b do = 0d.0)=0 [01p(o)=1f
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Naturliche Semantik (3)

Der Fokus liegt auf...

e Zusammenhang von jnitialem und finalem Zustand einer

Berechnungsfolge

Intuitive Bedeutung von...

(m,0) =~

...mit v von der Form ¢’

o’ bzw. terminiert irregulir.

oder error ist: m angesetzt auf
initialen Zustand o terminiert schlieBlich im finalen Zustand
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Beispiel zur naturlichen Semantik (1)

Sei 0 € ¥ mit o(z) = 3.
Dann gilt:
(y:=1; whilez #1doy:=y*zx; z :=z—10d, o) — o[6/y][3/z]

T (xm kg oIl ) — oloh] 1]

!
(il x <> 1doy = yix x:= x-1 o 5] (14 ) ——0 651 1]

=y = x-1 o 3] 260 ) —= o (6] (16

doy =y x =1 08 M) — oloh K]
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fcomp, ]

Beispiel zur naturlichen Semantik (2)

Das gleiche Beispiel in etwas gefalligerer Darstellung:

[ass ] [ass ]
comp | {y=yx oltyl) —= o3 (x=x-1008%) — o3y 21X
- (y=yx=x-101M) — o3y 2K T
fass) —————————  [whie[]
(y=10) al1y] (white x <> 1doy = yx; x = x-1 ot [14]) —— (6] [1]
(y:=1;while x<>1doy =y x :=x-10d) — o[6/y] [1/x
lass,] fass]
" (y=yxoBuK ) — olohl 2 ( x=x-1016M[2 ) — o6 11
fcomp, ] [wm\e:s]
{y=yxx=x10BN2X ) — ol6h] 11X {while x <> 1 doy = y*x: x = x-1 odr[6/y] [/x] ) —— o [6/y] [1/x]
[while™ ]
" (while x <> 1 doy = y*x; x := x-1 ody [3ly] [2ix] ) —— o [6] (1]
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Determinismus der NS-Regeln

Lemma 2.1

VrePrg, c€x, 4,7 €l (mo) =~y ANmo)—5 = =+

Korollar 2.2

Die von den NS-Regeln fiir eine Konfiguration induzierte fi-
nale Konfiguration ist (sofern definiert) eindeutig bestimmt,
d.h. deterministisch.

Salopper, wenn auch weniger prazise:
Die (N-) Semantik von WHILE ist deterministisch!
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Das Semantikfunktional [ ],

Korollar 2.2 erlaubt uns festzulegen:

e Die natirliche Semantik von WHILE ist gegeben durch das
Funktional

[.1.:Prg—(x—x:)

welches definiert wird durch:

o falls (m,0) —» o

error falls (m,0) — error
undef sonst

/

VrePrg, ceXx. [n],s(c)=g4
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Variante induktiver Beweisfuhrung

Induktion lber die Form von Ableitungsbaumen:

e Induktionsanfang

— Beweise, dass A fiir die Axiome des Transitionssystems
gilt (und somit fir alle nichtzusammengesetzte Ablei-
tungsbdume).

e Induktionsschritt

— Beweise fiir jede echte Regel des Transitionssystems un-
ter der Annahme, dass A fiir jede Pramisse dieser Regel
gilt (Induktionshypothese!), A auch fiir die Konklusion
dieser Regel gilt, sofern die (ggf. vorhandenen) Rand-
bedingungen der Regel erfiillt sind.

Analyse und Verifikation (WS 2007/2008) / 5. Teil (05.11.2007) 13

Anwendung

e Induktive Beweisflihrung Uber die Form von Ablei-
tungsbaumen ist typisch zum Nachweis von Aussagen iiber
Eigenschaften natiirlicher Semantik.

Ein Beispiel daflir ist der Beweis von Lemma 2.1!
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Denotationelle Semantik (1)

...auch fur das Beispiel von WHILE:

[ skiply, = Id

[ abort 43 = Error

[z:=tl4s(0) =0llt]alo)/x]

[m1; m2llgs = [m2llgs © [m1llas

[if b then 71 else w5 fillys = cond([ b1, [ 71 las, [ 72 Das)
[while b do w od]4s = FIX F

where F g = cond([b]llg, g0 [ 7 145, Id)
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Denotationelle Semantik (2)

Es bezeichnen:

e Jd:>X.— 3. die identische Zustandstransformation:
Vo€ >e Id(o)=40
e Error . X.— > . die konstante Zustandstransformation mit:

Vo € > Error(o)=g error
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Denotationelle Semantik (3)

Zur Hilfsfunktion cond...

Funktionalitat...
cond . (Z—-B)x(II—=I)x(X—=Y)—=(X—=X)

Definiert durch...

g1 o fallsp o=tt

cond(p, 91,92) 0 =gf { go o falls p o = £f

Zu den Argumenten und zum Resultat von cond...

e 1. Argument: Prddikat (in unserem Szenario total definiert; siehe Vor-
lesungsteil 1)

e 2.&3. Argument: Je eine partiell definierte Zustandstransformation

e Resultat: Wieder eine partiell definierte Zustandstransformation
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Denotationelle Semantik (4)

Zur Hilfsfunktion FIX...

Funktionalitat...
FIX (Z—=Y)=(Z—-X)—=(Xx—X)

Definiert durch...
F g=-cond([bllg,goln14s Id)
Daraus ergibt sich...

e FIX ist ein Funktional (“Zustandstransformationsfunktio-
nal")

e Die denotationelle Semantik der while-Schleife ist ein Fix-
punkt des Funktionals F (und zwar der kleinste!)

Mehr Details zu FIX und Co. spater!
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Denotationelle Semantik (5)

e Operationelle Semantik
...der Fokus liegt darauf, wie ein Programm ausgefihrt
wird

e Denotationelle Semantik
...der Fokus liegt auf dem Effekt, den die Ausfihrung ei-
nes Programms hat: Fir jedes syntaktische Konstrukt gibt
es eine semantische Funktion, die ersterem ein mathema-
tisches Objekt zuweist, i.a. eine Funktion, die den Effekt
der Ausfiihrung des Konstrukts beschreibt (jedoch nicht,
wie dieser Effekt erreicht wird).
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Denotationelle Semantik (6)

Zentral fiir denotationelle Semantiken: Kompositionalitat!

Intuitiv:

e Fir jedes Element der elementaren syntaktischen Kon-
strukte/Kategorien gibt es eine zugehodrige semantische
Funktion

e Flir jedes Element eines zusammengesetzten syntaktischen
Konstrukts/Kategorie gibt es eine semantische Funktion,
die Uber die semantischen Funktionen der Komponenten
des zusammengesetzten Konstrukts definiert ist.
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Denotationelle Semantik (7)

Lemma 2.2

Fur alle m € Prg ist durch die Gleichungen von Folie “Deno-
tationelle Semantik (1)" eine (partielle) Funktion [« ], defi-
niert, die denotationelle Semantik von .
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Hauptergebnisse

Theorem

Vr € Prg. [7n]ss =071, =07 4s

Die Aquivalenz der strukturell operationellen, natiirlichen und
denotationellen Semantik von WHILE legt es nahe, den se-
mantikangebenden Index in der Folge fortzulassen und ver-
einfachend von [ ] als der Semantik der Sprache WHILE zu
sprechen:

[[]]:Prg—>(Z—>ZE)
definiert durch

I ]]:df[[ ]]sos

WHILE — Denotationelle Semantik (1)

e Prg ...bezeichne die Menge aller Programme der Sprache
WHILE
Denotationelle Semantik

[ 14 :Prg— (= — %)
Somit...

e Die denotationelle Semantik eines WHILE-Programms ist
eine (partiell definierte) Zustandstransformation, wobei die
Menge der Zustidnde gegeben ist durch

Y=y{o|o:V— D}
Beachte...
e Auch die operationelle (die strukturell operationelle wie auch die
natirliche) Semantik eines WHILE-Programms ist eine (partiell de-

finierte) Zustandstransformation auf 3, nicht aber die axiomatische
Semantik.

WHILE — Denotationelle Semantik (2)

Erinnerung:
[skiplla = Id
[abort],, = Error
[z:=1tls(o) =ollt]alo)/z]
71 mollgs = 072045 © D71 llus
[if b then m else m fi]l; = cond([ 615, [ 71 a5, [ 72 14s)
[while b do w od ], = FIX F

where F g = cond([b]g, g0 [ 714, Id)
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WHILE — Denotationelle Semantik (3)

Noch offen...

e Die Bedeutung von...
— cond und

— FIX F

Diese Bedeutung wollen wir in der Folge aufklaren...
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Zur Bedeutung von cond

Hilfsfunktion cond...

Funktionalitat...
cond . (Z—-B)x (=) x(X—=Y)—=(X—-X)

Definiert durch...

g1 o ifpo=tt

Cond(pa gla92) 0 =df { go o |fp o=ff

Zu den Argumenten und zum Resultat von cond...

e 1. Argument: Prddikat (in unserem Szenario total definiert; siehe Vor-
lesungsteil 1)

e 2.&3. Argument: Je eine partiell definierte Zustandstransformation

e Resultat: Wieder eine partiell definierte Zustandstransformation
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Damit erhalten wir

...fur die Bedeutung der Fallunterscheidung

[if b then 7 else 7 fi],, o

= cond([b], [ 71145 [m21gs) o
o’ falls ([b]g c=tt
V ([blg oc=1f
error falls ([b]lg o =tt
V ([[b]]B o=1ff
undef falls ([o]g o=tt
V ([blg o =1t

[t Jas o =0")
[ gy o =0")
[ 71 ]4s 0 =error)
[ 72 g 0 =error)
[ 71 J4s © =undef)
[ 72 4 0 =undef)

> > > > > >

Erinnerung:

e [b]y ist in unserem Szenario total definiert; [b] gz o ist daher stets von
undef verschieden.
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Zur Bedeutung von FIX F
Funktionalitdt...
FIX : (E-X)=(Z—=X) = (Z—X)
Definiert durch...
F g =cond([blp, g0 [n s Id)
Daraus ergibt sich...

e FIX ist ein Funktional (“Zustandstransformationsfunktio-
nal’")

e Die denotationelle Semantik der while-Schleife ist ein Fix-
punkt des Funktionals F' (und zwar der kleinste!)
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Schrittweise zur denotationellen Se-
mantik der while-Schleife

Dazu folgende Beobachtung...

e while b do m od muss dieselbe Bedeutung haben wie...
if b then (7; while b do 7 od) else skip fi

Daraus folgt...
e [while b do 7 od JJ;;, =cond([[b], [ while b do 7 od Jl45 0 [ 7 [ 45, Id)
Und daraus schlieBlich...

e [while b do 7 od],;, muss Fixpunkt des Funktionals F sein, dass defi-
niert ist durch

F g=cond([bllg, goln 1y, Id)

Oder anders ausgedriickt, es muss gelten:
[ while b do = od ], = F ([ while b do = od],,)

...was uns wie gewilnscht zu einer kompositionellen Definition von
[ while b do 7 od ], und damit von [ ], insgesamt fiihren wird.

Etwas formaler: Unser Arbeitsplan

Erforderlich...
e Einige Resultate aus der Fixpunkttheorie
Zu tun...

e Nachzuweisen, dass diese Resultate auf unsere Situation
anwendbar sind.

AnschlieBend bleibt nachzuholen...

e Der mathematische Hintergrund (Ordnungen, CPOs,
Stetigkeit von Funktionen) und die bendtigten Resultate
(Fixpunktsatz)
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Folgende drei Argumente...

...werden dafilir entscheidend sein
1. [~ — X] kann vollstandig partiell geordnet werden.
2. F im Anwendungskontext ist stetig

3. Fixpunktbildung im Anwendungskontext wird ausschlieB-
lich auf stetige Funktionen angewendet.

Insgesamt ergibt sich dann daraus die Wohldefiniertheit von

[D4s:Prog— (X —=c)
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Ordnung auf Zustandstransformationen

Bezeichne...

e [~ — 3] die Menge der partiell definierten Zustandstrans-
formationen.

Wir definieren...

g1 C go <= Vo € . g1 0 definiert =o' = go o definiert =o'

mit g1,92 € [X — XZe]
Lemma 1

1. ([ —X],E) ist eine partielle Ordnung.

2. Die total undefinierte (d.h. nirgends definierte) Funktion
1 X—>3> mit L o=wundef flr alle ¢ € X ist kleinstes
Element in ([ —Z],E)
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Ordnung auf Zustandstransformationen

Sogar...

Lemma 2
Das Paar ([ — X],C) ist eine vollstiandige partielle Ordnung
(CPO) mit kleinstem Element L.

Weiter gilt: Die kleinste obere Schranke LY einer Kette Y ist
gegeben durch

graph(LY) =U{graph(g)|g € Y}
Das heiBt: (LY)o=0¢' <= 3g€VY. go=0’
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Einschub: Graph einer Funktion

Der Graph einer totalen Funktion f : M — N ist definiert durch
graph(f)=gf {(m,n) € M x N| f m=n}
Es gilt:
e (m,n) € graph(f) N (m,n') € graph(f) = n=n' (rechtseindeutig)

e Vm e M. In € N. (m,n) € graph(f) (linkstotal)

Der Graph einer partiellen Funktion f : M — N mit Definitions-
bereich Mf C M ist definiert durch

graph(f)=gr {(m,n) € M x N|f m=nAm € My}

Vereinbarung...
Fir f: M — N partiell definierte Funktion auf My C M schreiben wir

e f m=n, falls (m,n) € graph(f)
o f m=undef, falls m & My
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Stetigkeitkeitsresultate (1)

Lemma 3
Sei gg € [ — X], sei p € [ —B] und sei F definiert durch

F g=cond(p, g, 90)
Dann gilt: F ist stetig.

Zur Erinnerung: Seien (C,C¢) und (D,CEp) zwei CPOs und sei f: C — D
eine Funktion von C nach D.
Dann heiBt f...

e monoton gdw. Ve¢,d € C. ¢ Ce ¢ = f(c) Cp f(¢)
(Erhalt der Ordnung der Elemente)

e stetig gdw. vC' C C. f(Uce) =p Wpfon
(Erhalt der kleinsten oberen Schranken)
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Stetigkeitkeitsresultate (2)

Lemma 4
Sei gg € [ — X] und sei F definiert durch

F g=gogo
Dann gilt: F ist stetig.
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Zusammen mit...

Lemma 5

Die Gleichungen zur Festlegung der denotationellen Semantik
von WHILE (vgl. Folie 15 von heute) definieren eine totale
Funktion

[ D4s € [Prg— (X —x0)]

...sind wir durch! Wir kdnnen beweisen:
[[ ]]ds :Prg — (Z - ZE)

ist wohldefiniert!
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Und somit wie anfangs angedeutet...

AUS...

1. Die Menge [X — X ] der partiell definierten Zustandstrans-
formationen bildet zusammen mit der Ordnung LC eine
CPO.

2. Funktional F mit “F g=cond(p, g,90)" und ‘“gogg" ist stetig

3. In der Definition von [ ], wird die Fixpunktbildung aus-
schlieBlich auf stetige Funktionen angewendet.
...ergibt sich wie gewlinscht:
[[ ]]ds :Prg — (Z - ZE)
...ist wohldefiniert!
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Nachtrage
Mathematische Grundlagen im Zusammenhang mit der...
1. Definition abstrakter Semantiken flir Programmanalysen

2. Definition der denotationellen Semantik von WHILE im
Detail
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Wichtig insbesondere...

e Mengen, Relationen, Verbdande
e Partielle und vollstandige partielle Ordnungen

e Schranken, Fixpunkte und Fixpunkttheoreme

Analyse und Verifikation (WS 2007/2008) / 5. Teil (05.11.2007) 40




Mengen und Relationen 1(2)

Sei M eine Menge und R eine Relation auf M, d.h. RC M x M.
Dann heiBt R...

o reflexiv gdw. Vm € M. m Rm
e transitiv gdw. Vm,n,pe M. mRn N nRp = mRp
e antisymmetrisch gdw.Vm,n € M. mRn AnRm = m=mn

Dariiberhinaus... (in der Folge allerdings weniger wichtig)
e symmetrisch gdw. Vm,n € M. mRn <= nRm

e total gdw. Vm,ne€ M. mRn V nRm
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Mengen und Relationen 2(2)
Eine Relation R auf M heiBt
e Quasiordnung gdw. R ist reflexiv und transitiv

e partielle Ordnung gdw. R ist reflexiv, transitiv und anti-
symmetrisch

Zur Vollstandigkeit sei erganzt...

e Aquivalenzrelation gdw. R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch

...eine partielle Ordnung ist also eine antisymmetrische Quasiordnung, eine

Aquivalenzrelation eine symmetrische Quasiordnung.
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Schranken, kleinste, groBBte Elemente
Sei (Q,C) eine Quasiordnung, sei ¢ € Q und Q' C Q.
Dann heiBt q...

e obere (untere) Schranke von @', in Zeichen: Q' C q (¢ C
Q"), wenn fir alle ¢ € Q' gilt: ¢/ Cq (¢ C ¢)

e kleinste obere (groBte untere) Schranke von @', wenn ¢
obere (untere) Schranke von Q' ist und fiir jede andere
obere (untere) Schranke g von Q' gilt: ¢C ¢ (GC q)

e groBtes (kleinstes) Element von @Q, wenn gilt: Q C q (¢ C Q)
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Eindeutigkeit von Schranken

e In partiellen Ordnungen sind kleinste obere und groBte un-
tere Schranken eindeutig bestimmt, wenn sie existieren.

e Existenz (und damit Eindeutigkeit) vorausgesetzt, wird
die kleinste obere (groBte untere) Schranke einer Menge
P’ C P der Grundmenge einer partiellen Ordnung (P,C)
mit LIP" (['1P") bezeichnet. Man spricht dann auch vom
Supremum und Infimum von P'.

e Analog fur kleinste und groBte Elemente. Existenz voraus-
gesetzt, werden sie Ublicherweise mit L und T bezeichnet.
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Verbande und vollstandige Verbande

Sei (P,C) eine partielle Ordnung.

Dann heiBt (P,C)...

e Verband, wenn jede endliche Teilmenge P’ von P eine klein-
ste obere und eine groBte untere Schranke in P besitzt

e vollstdndiger Verband, wenn jede Teilmenge P’ von P eine
kleinste obere und eine groBte untere Schranke in P besitzt

...(vollsténdige) Verbdnde sind also spezielle partielle Ordnungen.
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Vollstandige partielle Ordnungen

...ein etwas schwadcherer, aber in der Informatik oft ausreichen-
der und daher angemessenerer Begriff.

Sei (P,C) eine partielle Ordnung.
Dann heiBt (P,D)...
e vollstdndig, kurz CPO (von engl. complete partial order),

wenn jede aufsteigende Kette K C P eine kleinste obere
Schranke in P besitzt.

Es qilt:

e Eine CPO (C,C) (genauer ware: “kettenvollstandige partielle Ordnung
(engl. chain complete partial order (CCPO)") besitzt stets ein klein-
stes Element, eindeutig bestimmt als Supremum der leeren Kette und
Ublicherweise mit L bezeichnet: L=4 L10.
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Ketten

Sei (P,C) eine partielle Ordnung.

Eine Teilmenge K C P heilB3t...

e Kette in P, wenn die Elemente in K total geordnet sind.
Fur K={ko CkiCkyCC } ({ko dkqy dkp 3 }) spricht
man auch genauer von einer aufsteigenden (absteigenden)
Kette in P.

Eine Kette K heiB3t...

e endlich, wenn K endlich ist, sonst unendlich.
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Kettenendlichkeit, endliche Elemente

Eine partielle Ordnung (P,C) heiBt

e kettenendlich gdw. P enthalt keine unendlichen Ketten

Ein Element p € P heilt

e endlich gdw. die Menge Q=g {q € P|q C p} keine unendli-
che Kette enthalt

e endlich relativ zu r € P gdw. die Menge Q=4 {q € P|r C
q C p} keine unendliche Kette enthadlt
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(Standard-) CPO-Konstruktionen 1(4)

Flache CPOs...
Sei (C,C) eine CPO. Dann heiBt (C,C)...

e flach, wenn fur alle ¢, d e C gilt: cCd<c=1 V c=d

G & G ¢ G G G

N

1
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(Standard-) CPO-Konstruktionen 2(4)

Produktkonstruktionen...

Seien (P1,Cq), (P,E5),..., (P, Cy) CPOs. Dann sind auch...

e das nichtstrikte (direkte) Produkt (X P;,C) mit

- (XP“E):(P]_ X P2 X ... X PTL;E) mit v(plap27"'»pn)a
(qlaq27"'7qn) € XP’L (p17p27"'apn) E (Q17Q2a,Qn) =

Vie{l,....,n}. p;iCiq
e und das strikte (direkte) Produkt (smash Produkt) mit
- (®P,0)=(PL® PR ... P;,,C), wobei C wie oben
definiert ist, jedoch zusatzlich gesetzt wird:
CPOs.
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(Standard-) CPO-Konstruktionen 3(4)

Summenkonstruktion...

Seien (P1,C1), (P>, E5),..., (P, Cn) CPOs. Dann ist auch...

e die direkte Summe (@ P;,C) mit...

— (®P,C)= (PiUP, U ... U P,,C) disjunkte Vereini-
gung der B;, i € {1,...,n} und Vp,q € ®F;. p C q =
Ji e {1,...,n}. p,g € P, N p C; ¢ und der Identifika-
tion der kleinsten Elemente der (P;,C;), ¢ € {1,...,n},
d.h. J_:de_i, 1€{1,...,n}

eine CPO.
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(Standard-) CPO-Konstruktionen 4(4)

Funktionenraum...

Seien (C,C¢) und (D,Ep) zwei CPOs und [C — D)=
{f:C — D | f stetig} die Menge der stetigen Funktionen von
C nach D.

Dann ist auch...

e der stetige Funktionenraum ([C — D],C) eine CPO mit
—Vfg€elC— D] fCg+=VceC. f(c)Cpglc)
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Funktionen auf CPOs / Eigenschaften

Seien (C,C¢) und (D,Cp) zwei CPOs und sei f: C — D eine
Funktion von C nach D.

Dann heiBt f...

e monoton gdw. Ve, € C. cCo d = f(c) Cp f(c)
(Erhalt der Ordnung der Elemente)

e stetig gdw. VC' C C. f(LUoC) =p Upf(oh)
(Erhalt der kleinsten oberen Schranken)

Sei (C,C) eine CPO und sei f: C — C eine Funktion auf C.
Dann heiBt f...

e inflationdr (vergréBernd) gdw. Ve e C. cC f(c)
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Funktionen auf CPOs / Resultate

Mit den vorigen Bezeichnungen gilt...

Lemma
f ist monoton gdw. VC' C C. f(LUsC") O3p Lpf(Ch)

Korollar
Eine stetige Funktion ist stets monoton, d.h. f stetig = f
monoton.

Analyse und Verifikation (WS 2007/2008) / 5. Teil (05.11.2007) 54

(Kleinste und groBte) Fixpunkte 1(2)

Sei (C,C) eine CPO, f:C — C eine Funktion auf C und sei ¢
ein Element von C, also ce C.

Dann heiBt c ...
e Fixpunkt von f gdw. f(c) =c
Ein Fixpunkt ¢ von f heiBt...
e kleinster Fixpunkt von f gdw. Vde C. f(d)=d=cLCd

e gréBter Fixpunkt von f gdw. Vde C. f(d)=d=dCc
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(Kleinste und groBte) Fixpunkte 2(2)

Seien d,c; € C. Dann heiBt ¢4 ...

e bedingter kleinster Fixpunkt von f bezlglich d gdw. ¢, ist
der Kkleinste Fixpunkt von C mit d C ¢4, d.h. flr alle anderen
Fixpunkte = von f mit d C z gilt: ¢4 C x.

Bezeichnungen:
Der kleinste bzw. groBte Fixpunkt einer Funktion f wird oft
mit puf bzw. vf bezeichnet.
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Fixpunktsatz

Theorem (Knaster/Tarski, Kleene)
Sei (C,C) eine CPO und sei f: C — C eine stetige Funktion
auf C.

Dann hat f einen kleinsten Fixpunkt pf und dieser Fixpunkt
ergibt sich als kleinste obere Schranke der Kette (sog. Kleene-
Kette) {1, f(L), f2(L),...}, d.h.

pf =Uen /(L) =L, £(L), £2(L), ...}
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Beweis des Fixpunktsatzes 1(4)
Zu zeigen: uf...

1. existiert

2. ist Fixpunkt

3. ist kleinster Fixpunkt
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Beweis des Fixpunktsatzes 2(4)

1. Existenz
e Esgilt fO 1 =1 und L C ¢ fiir alle ce C.

e Durch vollstandige Induktion ldasst sich damit zeigen:
L C fic fur alle ce C.

e Somit gilt f*L C f™L fur alle n,m mit n < m. Somit ist
{f"L | n > 0} eine (nichtleere) Kette in C.

e Damit folgt die Existenz von LlieNOfi(J_) aus der CPO-
Eigenschaft von (C,C).
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Beweis des Fixpunktsatzes 3(4)

2. Fixpunkteigenschaft

FUen (L))
(f stetig) = Ly f(/"L)
= I_Iiele”L
(K Kette = UK =1UUK) = Uy /"L u L
(fP=1) = Uen,mL
= I—lieNofi(J—)
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Beweis des Fixpunktsatzes 4(4)

3. Kleinster Fixpunkt

— Sei ¢ beliebig gewahlter Fixpunkt von f. Dann gilt L C ¢
und somit auch f*1 C f"c fur alle n > 0.

— Folglich gilt f*1L C ¢ wg. der Wahl von ¢ als Fixpunkt
von f.

— Somit gilt auch, dass c¢ eine obere Schranke von
{fH(L) | i € Ng} ist.

— Da Ly, f'(L) nach Definition die kleinste obe-

re Schranke dieser Kette ist, gilt wie gewiinscht
Wieng fi(L) E e,
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Bedingte Fixpunkte

Theorem (Endliche Fixpunkte)
Sei (C,C) eine CPO, sei f: C — C eine stetige, inflationare
Funktion auf C und sei d € C.

Dann hat f einen kleinsten bedingten Fixpunkt wpf; und die-
ser Fixpunkt ergibt sich als kleinste obere Schranke der Kette

{d, f(d), f2(d),...}, d.h.
pufa=Uen, fi(d) =I{d, f(d), f2(d), ...}
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Endliche Fixpunkte

Theorem (Endliche Fixpunkte)
Sei (C,C) eine CPO und sei f: C — C eine stetige Funktion
auf C.

Dann gilt: Sind in der Kleene-Kette von f zwei aufeinanderfol-
gende Glieder gleich, etwa fi(L) = fit1(L1), so gilt uf = fi(L).
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Existenz endlicher Fixpunkte

Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz endlicher Fixpunkte
sind...

e Endlichkeit von Definitions- und Wertebereich von f

e f ist von der Form f(c) =cU g(c) fir monotones g Uber
kettenendlichem Wertebereich
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In der Folge

Von Verifikation zu Analyse...

e Worst-Case Execution Time-Analyse als erstes Beispiel

...nach

e Hanne Riis Nielson, Flemming Nielson. Semantics with Ap-
plications — A Formal Introduction, Wiley, 1992.
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Worst-Case Execution Time (WCET)-
Analyse

Motivation:

e In vielen Anwendungsbereichen sind Aussagen iiber die
Ausflihrungszeit erforderlich.

e Der Nachweis totaler Korrektheit garantiert zwar Termi-
nierung, sagt aber nichts lber den Ressourcen-, speziell
den Zeitbedarf aus.

In der Folge:

e Erweiterung und Adaptierung des Beweissystems fiir totale
Korrektheit, um solche Aussagen zu ermadglichen.
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Die grundlegende Idee (1)

...zur Zuordnung von Ausflihrungszeiten:

e [ eere Anweisung
...Ausflihrungszeit in O(1), d.h. Ausfiihrungszeit ist be-
schrankt durch eine Konstante.

e Zuweisung
...Ausflihrungszeit in O(1).

e (Sequentielle) Komposition
...Ausflihrungszeit entspricht, bis auf einen konstanten
Faktor, der Summe der Ausfliihrungszeiten der Komponen-
ten.
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Die grundlegende Idee (2)

e Fallunterscheidung
...Ausfiihrungszeit entspricht, bis auf einen konstan-
ten Faktor, der goBeren der Ausfliihrungszeiten der beiden
Zweige.

e (while)-Schleife
...Ausfuhrungszeit der Schleife entspricht, bis auf
einen konstanten Faktor, der Summe der wiederholten
Ausflihrungszeiten des Rumpfes der Schleife.

Bemerkung: Verfeinerungen sind offenbar maoglich.
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Formalisierung

...dieser grundlegenden Idee in 3 Schritten:

1. Angabe einer Semantik, die die Auswertungszeit arithme-
tischer und Boolescher Ausdriicke beschreibt.

2. Erweiterung und Adaption der natirlichen Semantik von
WHILE zur Bestimmung der Ausfiihrungszeit eines Pro-
gramms.

3. Erweiterung und Adaption des Beweissystems flir totale
Korrektheit zum Nachweis Uber die GroBenordnung der
Ausflihrungszeit von Programmen.
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Erster Schritt

Festlegung von Semantikfunktionen
o [.]74: Aexpr—Z und
o [.17p: Bexpr—Z

zur Beschreibung der Auswertungszeit arithmetischer und Boo-
lescher Ausdriicke (in Zeiteinheiten einer abstrakten Maschi-
ne).
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Semantik zur Ausfuhrungszeit der Aus-
wertung arithmetischer Ausdrucke

[.174: Aexpr— Z induktiv definiert durch
o [nllpa=gq1
o [z]ra=a1

lair +axlpa=arlarlra+Taxlra+1

lar*aplpa=arlarlpa+La2lpa+1

lai1 —a2lra=grlarlra+MTa2llra+1

[ai/azlra=arla1lra+ Tazlra+1

... (andere Operatoren analog, ggf. auch mit operations-
spezifischen Kosten)
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Anmerkungen zu [.Jl;74 und [ .75
Die Semantikfunktionen

o [.l7aund [.17p

...beschreiben intuitiv die Anzahl der Zeiteinheiten, die eine
(hier nicht spezifizierte) abstrakte Maschine zur Auswertung
arithmetischer und Boolescher Ausdriicke bendtigt.
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Semantik zur Ausfuhrungszeit der Aus-
wertung Boolescher Ausdrucke

[.175: Bexpr— Z induktiv definiert durch
o [truelpp=q 1
° [[false]]TBIdf 1
o [a1=axllpp=glarlra+lazxllpa+1
o [ay <axllrp=g¢rlarlra+Taxllra+1

e ... (andere Relatoren (z.B. <, ...) analog)

o [-blrp=gqlblrp+1
o [b1 Ab2 lrp=gqr (b1 lrp + (b2l +1

o [b1Vvballrp=ar[b1lrp+[b2lrp+1

Zweiter Schritt
Erweiterung und Adaption der

e natirlichen Semantik von WHILE

zur Bestimmung der Ausfiihrungszeit von Programmen.

Analyse und Verifikation (WS 2007/2008) / 5. Teil (05.11.2007) 74

Idee

Ubergang zu Transitionen der Form

(m,0) —t o

mit der Bedeutung, dass m angesetzt auf o nach ¢t Zeiteinheiten
in ¢ terminiert.
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Naturliche Semantik erweitert um den
Ausfuhrungszeitaspekt (1)

...fur das Beispiel von WHILE:

[skiptns) Tokipo) =T o
[abortyy,s] {(abort,o) —1 error
ass —
[asStns] (@:=to) —LITATL o[[¢]4(0)/a]
(m1,0) =1 o' (m0,0") =12 o”
[COmptnS] <7T]_;7T2,0'> —>t1+t2 ol
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Naturliche Semantik erweitert um den
Ausfuhrungszeitaspekt (2)

t -/
'ftt <7T1,J> — o b —tt
[fins (if b then m else m; fio) —I0lrB+itt o 615
t -/
fff <7T27U> — 0 — ff
[ifins] (if b then =, else m, fio) —LPlrp+it+l & [615(o)
/!
" (r,0) =t a' (while b do 7 od,o/) —t o .
[whilel While b do = 0d.e) —TPIrpHATT2 57 [blp(oc)=tt
hilef/ — =ff
[whilegy,] (while b do = od,s) —[tIrs+3 4 [615(e)
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Beispiel zur nat. “Zeit”-Semantik (1)

Sei 0 € ¥ mit o(z) = 3.
Dann gilt:

(y:=1; whilez # 1 doy = yxz; = z—10d, o) — o[6/y][3/]

Loy = yx= -1 omlo (0] ) ——a8H] 10

=y x= x-ow (1M —= g foi] W]

o Tdoy =k e xtod) — olonI
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[comp, ]

Beispiel zur nat. “Zeit”-Semantik (2)

Das gleiche Beispiel in etwas gefalligerer Darstellung:

{y=yx olib)

ass ] fass, ]
* = 513m] * (x=x-100301) —> (3] 2]

[comp, ] 19
(y=yxx=x-10M) — ol3y 2K T

|\
[while" ]

asg,]

(ym10) —% ol (white x <> 1doy =y x:= x-1 oas 1] ) —2 g [si] (1A

(y:=1iwhile x <> 1doy =y x:=x-1od) —2 g6yl [1/x]
[ass ] fass ]
ns (y=yxoBmin Y —= oloh] 12 " (x=x-10061214 ) —2 olenl
feomp ] - [wnuexsl
{y=yxix=x-1p1126 ) —2= ol6h] 16 Cwhile x <> 1doy i= y'x; x = x-1 odt [6] [1/] ) ——~ o [6/¥] [11x]
[whlle:s]

22 o 6] (1)

while x <> 1doy = yx; x = x-1 ods [3] [2] )
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Dritter Schritt

Erweiterung und Adaption der
e des Beweiskalkils fluir totale Korrektheit

um den Ausfihrungszeitaspekt von Programmen.
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Idee (1)
Ubergang zu Korrektheitsformeln der Form
{p} = {e{ q}
wobei
e p und g Pradikate (wie bisher!) und

e ¢ € Aexp ein arithmetischer Ausdruck ist.
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Idee (2)
Die Korrektheitsformel
{p} 7 {el q}

ist gliltig gdw. fir jeden Anfangszustand o gilt: ist die Vorbe-
dingung p in o erflllt, dann terminiert die zugehorige Berech-
nung von w angesetzt auf o reguldr mit einem Endzustand ¢’
und die Nachbedingung ¢ ist in ¢’ erflllt, und die bendtigte
Ausfiihrungszeit ist in O(e).
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Axiomatische Semantik zum Ausfuh-
rungszeitaspekt (1)

[Skipe] oy srip {1007
[asse] e} ==t {10p}

{pAer=u} m {erlr Aea<u}, {r} m2 {ealq}
{p} m1im2 {e1tenla}
wobei u frische logische Variable ist

[itee] {pAb} 71 {elq}, {pA—b} 7 {elq}
el {py if b then =, else =y i {elq}

[compe]

'} 7 {'lq'}
[consel Gy {eta) )
wobei (fiir eine natiirliche Zahl k) p=p' Ae' < k=xe

und ¢ = q
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Axiomatische Semantik zum Ausfuh-
rungszeitaspekt (2)

{p(z+1) Ae'=u} 7 {e1lp(z) Ae<Lu}

[whilec] {3z. p(2)} while b do = od {elp(0)}
wobei p(z+1) =bAe>e; + €, p(0)=-bAl<e
u eine frische logische Variable ist und
z Werte aus den natiirlichen Zahlen annimmt (d.h. z > 0)
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Beispiele (1)

Die Korrektheitsformel

I
{x=3} y:=1; while x/=1 do y:=y*x; x:=x-1 od {1 \/ True}

beschreibt, dass die Ausfiihrungszeit des Fakultatsprogramms
angesetzt auf einen Zustand, in dem z den Wert 3 hat, von
der Grossenordnung von 1 ist, also durch eine Konstante be-
schrankt ist.
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Beispiele (2)

Die Korrektheitsformel

Il
{x>0} y:=1; while x/=1 do y:=y*x; x:=x-1 od {x \/ True}

beschreibt, dass die Ausflihrungszeit des Fakultatsprogramms
angesetzt auf einen Zustand, in dem x einen Wert groBer als O
hat, von der Grossenordnung von zx ist, also linear beschrankt
ist.
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VVorschau auf die nachsten Vorlesungs-
termine...

e Mo, 12.11.2007: Keine Vorlesung!

e Mo, 19.11.2007: Vorlesung von 16:15 Uhr bis 17:45 Uhr
im Horsaal 14, TU-Hauptgebdude

e Mo, 26.11.2007: Vorlesung von 16:15 Uhr bis 17:45 Uhr
im Horsaal 14, TU-Hauptgebaude

e Mo, 03.12.2007: Vorlesung von 16:15 Uhr bis 17:45 Uhr
im Horsaal 14, TU-Hauptgebaude

e Mo, 10.12.2007: Vorlesung von 16:15 Uhr bis 17:45 Uhr
im Horsaal 14, TU-Hauptgebadude

e Mo, 17.12./24.12./31.12.2007: Keine Vorlesung(en)!
(Ferialzeit)
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