Axiomatische Semantik von WHILE

Insbesondere: ...Korrektheit und Vollstandigkeit der axioma-
tischen Semantik

Erinnerung:

e Hoare-Tripel (syntaktische Sicht) bzw. Korrektheitsfor-
meln (semantische Sicht) der Form

{p} 7 {q} bzw. [p] 7 [q]

e Glltigkeit einer Korrektheitsformel im Sinne

Definition partieller Korrektheit
Sei m € Prg ein WHILE-Programm:

Ein Hoaresche Zusicherung {p} = {q} heiBt

e giiltig (im Sinne der partiellen Korrektheit) oder kurz
(partiell) korrekt gdw. fiir jeden Anfangszustand o gilt:
ist die Vorbedingung p in o erfillt und terminiert die zu-
gehorige Berechnung von w angesetzt auf o regular in ei-
nem Endzustand ¢/, dann ist auch die Nachbedingung ¢ in

— partieller Korrektheit o erfillt.
— totaler Korrektheit
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Definition totaler Korrektheit
Sei w € Prg ein WHILE-Programm:
Ein Hoaresche Zusicherung [p] = [¢] heiBt Intuitiv

e gliltig (im Sinne der totalen Korrektheit) oder kurz (total)
korrekt gdw. fur jeden Anfangszustand o gilt: ist die Vor-
bedingung p in o erflllt, dann terminiert die zugehorige
Berechnung von « angesetzt auf o regular mit einem End-
zustand ¢’ und die Nachbedingung q ist in ¢’ erfillt.
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“Totale Korrektheit = Partielle Korrektheit + Terminierung”
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Partielle und totale Korrektheit

e Die Zustandsmenge

Ch(p)=gr{oc € Z|[plplo) =tt}
heiBt Charakterisierung von p € Bexp.

e Semantik von Korrektheitsformeln:
Eine Korrektheitsformel {p} = {q} heiBt

— partiell korrekt (in Zeichen: =, {p} ™ {q}), falls
[~ 1(Ch(p)) € Ch(q)

— total korrekt (in Zeichen: |=4. {p} = {q}), falls
{p} m {q} partiell korrekt ist und Def([ 7 ]) D Ch(p) gilt.

Dabei bezeichnet Def([[n]) die Menge aller Zustande,
flr die « regular terminiert.

Konvention: [« 1(Ch(p))=g {[ 7 1(c) | € Ch(p)}
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Erinnerung

...an einige Sprechweisen:

Ein (deterministisches) Programm =

e angesetzt auf einen Anfangszustand o terminiert regular
gdw. 7w nach endlich vielen Schritten in einem Zustand ¢’ €
3~ endet.

e angesetzt auf einen Anfangszustand o terminiert irregular
gdw. m nach endlich vielen Schritten zur Konfiguration
undef fuhrt.

e Ein Programm x heiBt divergent gdw. « terminiert flur kei-
nen Anfangszustand regular.
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Veranschaulichung (1)

...der Charakterisierung Ch(p) einer logischen Formel p:

Menge aller Zustande

Charakterisierung ;/on gh(p) = =
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Veranschaulichung (2)

...der Giiltigkeit eine Hoareschen Zusicherung {p} = {q} im
Sinne partieller Korrektheit:

Menge aller Zustandg

Charakterisierung von gh(p) < X

Definitionsbereich vonr : mnl) < x>

Bild von [ TUL far Tt

S ) Bild von [L UL fiir Tt) ~n Ch(p)




Veranschaulichung (3)

...der Gliltigkeit eine Hoareschen Zusicherung [p] 7 [¢] im Sinne
totaler Korrektheit:

Menge aller Zustande

Charakterisierung ;/on gh(p) = Z

Definitionsbereich voni : ) = X

Bild von L TU far Tt

Bild von [L TUL fiir Tt ) ~ Ch(p)

Hoare-Kalkul HKpj fur partielle Kor-
rektheit

[skip] {r} sk_ip {r}

[abort]

{p} abort {q}

[ass] ey w=t o7

0} ™1 (. {r} ™ {a)
[comp] T} 7o Ta)

lite] pAbEm {a}, {pA—b} mp {a}
{p} if b then =, else =, fi {q}

{IAb} = {I}

[while] - —White 5 do = od (A=}
p=p1, {p1} ™ {1}, a1 =¢
cons
[cons] OEEN:
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Hoare-Kalkill HIKyy fur totale Korrekt-
€l

...identisch mit HKpg, wobei aber Regel [while] ersetzt ist
durch:

: INb=ult/v], {INbAt=w} 7 {I At<w}
[whiler] {17 while b do = od {IA-b}

wobei
e u Boolescher Ausdruck uber der Variablen v,
e t Term,
e w Variable, die in I, b, w und t nicht frei vorkommt,

o M=y {o(v)|o € = A [u]p(c) =tt} noethersch geordnete
Menge (sog. noethersche Halbordnung).
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Korrektheit und Volilstandigkeit von
HKPK und HKTK

Sei K ein Kalkil fur partielle bzw. totale Korrektheit
Zentral sind dann die Fragen der...

e Korrektheit: ...ist jede mithilfe von K ableitbare Korrekt-
heitsformel partiell bzw. total korrekt?

e \VolIstidndigkeit: ...ist jede partiell bzw. total korrekte Kor-
rektheitsformel mithilfe von K ableitbar?

Speziell:

e Sind HKpi und HKpg korrekt und vollstandig?
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Hauptresultate

Zur Korrektheit:
Theorem [Korrektheit von HKpy und HKrpg]

1. HKpy ist korrekt, d.h. jede mit HK pg ableitbare Korrekt-
heitsformel ist glltig im Sinne partieller Korrektheit.

2. HKr ist korrekt, d.h. jede mit HK g ableitbare Korrekt-
heitsformel ist glltig im Sinne totaler Korrektheit.

Beweis ...durch Induktion Uber die Anzahl der Regelanwen-
dungen im Beweisbaum zur Ableitung der Korrektheitsformel.

Zur Volistandigkeit:

Flur Korrektheitskalklle ist i.a. nur sog. relative Vollstandigkeit
beweisbar. Das gilt auch fur HKpg und HKpp. Details dazu
spater.

Beispiele 1(2)

...Beweis partieller Korrektheit von Hoareschen Zusicherungen
anhand zweier Programme zur Berechnung

e der Fakultat und

e der ganzzahligen Division mit Rest
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Beispiele 2(2)
Im Detail:

Beweise, dass die beiden Hoareschen Zusicherungen

{a > 0}
r:=a; y:=1, whilex>1doy =y*xz,;z:=x—1 od
{y=al}
und
{x>0Ay >0}
q:=0;r:=zx;whiler>ydoqg:=q+1;r:=r—y od
{z=qxy+rAn0<r<y}

gliltig sind im Sinne partieller Korrektheit.

In der Folge geben wir die Beweise dafiir in baumartiger No-
tation an...
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (1)

Erster Bewei
Ass Ass
{y®*(x-1)1=al & (x-1)>0} y:=y*x {y*(x-1)!=al & (x-1)>0} {y*(x-1)!=al & (x-1)>0} x:=x-1 {y*x!=al & x>0}
Comp
y*xi=al & x>0 & x>1 ==> (y*x)*(x-1)!=a! & (x-1)>0 {y»)*(x-1)!=al & (x-1)>0} y:=y*x; x:=x-1 {y*x!=a! & x>0}
Cons
{y'xi=al & x>0 & x>1} y:=y*x; xi=x-1 {y*x!=al & x>0}
While
T {y*xi=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*; x:= x-1 OD {y*xi=al & x>0 & ~(x>1)} y*xi=al & x>0 & ~(x>1) ==> y=al
Cons Cons
{a>0} x:=a; y:=1 {y*xi=al & x>0} {y"xi=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*; x:= x-1 OD {y=al}
Comp
{a>0} x:=a; y:=1; WHILE x>1 DO y:=y*x; x:=x-1 OD {y=al}
wobei
Ass Ass
{1*al=al & a>0 & a=a} x:=a {1*x!=al & a>0 & x=a} {1*x1=al & a>0 & x=a} y:=1 {y*x!=a! & a>0 & x=a}
T = Comp
a>0==>1'al=al&a>0&a=a  {l'al=al & a>0 & a=a} x:=a; y:=1 {y’xl=al & a>0 & x=a} y*xl=al & a>0 & x=a ==>y*xI=al & x>0
Cons
{a>0} x:=a; y:=1 {y*x!=al & x>0}
&: Logisches und
~  Logisches nicht
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (2)

Ass Ass

{y)*(x-1)'=al & (x-1)>0} y:=y*x {y*(x-1)!=a! & (x-1)>0} (x-1)t=al & (-1)>0} x:=x-1 {y*x!=a! & x>0}

y*xi=al & x>0 & x>1 ==> (y*x)*(x-1)!=a! & (x-1)>0 {y*(x-1)i=al & (x-1)>0} y:=y*x; x:=x-1 {y*x!=al & x>0}

Cons
{y*xi=al & x>0 & x>1} y:=y*x; x:=x-1 {y*x!=al & x>0}
| While
T {y*x!=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*x; x:= x-1 OD {y*x!=al & x>0 & ~(x>1)} y*xl=al & x>0 & ~(x>1) ==> y=al
Cons Cons
{a>0} x:=a; y:=1 {y*x!=al & x>0} {y*x!=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*x; x:= x-1 OD {y=al}
Comp
{a>0} x:=a; y:=1; WHILE x>1 DO y:=y*x; x:=x-1 OD {y=al}
wobei
Ass Ass
| {1*al=al & a>0} x:=a {1*x=al & x>0} {I*xI=al & x>0} y:=1 {y*x!=a! & x>0}
T = Comp
a>0 ==> 1*al=al & a>0 {1*al=al & a>0} x:=a; y:=1 {y*x!=a! & x>0}
Cons

{a>0) x:=a; y:=1 {y*x=al & x>0}

&: Logisches und
~ ¢ Logisches nicht
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Bew. partieller Korrektheit: Division

Ass Ass
{(x=(a+1)*y+r-y & r-y>=0} q:=q+1 {x=q*y+1-y & r-y>=0} ~ {x=Q*y+1-y & r-y>=0} r:=r-y {x=q*y+r & r>=0}

Comp
(X=QPy+ & 1520 & 1>2y) => (x=(q+L)YH-y & 1y>=0) {x=(q+1)*y+-y & 1-y>=0} G:=q+1; r:=ry {x=q*y+T & r>=0}
Cons
{XEQHY+ & 1>=0 & 1>=y} q:i=q+1; ri=r-y {x=g*y+r & r>=0}
While

{x=g*y+r & r>=0} WHILE r>=y DO q:=q+1; r:=r-y OD {x=q*y+r & r>=0 & ~(r>=y)} (X=q*y+r & r>=0 & ~(r>=y)) => (x=q*y+r & r>=0 & r<y)

Cons

Ass
{x=0*y+x & x>=0} q:=0 {x=q*y+x & x>=0} {x=q*y+x & x>=0} r:=x {x=q*y+r & r>=0}

Comp
(x>=0 & y>0) => (x=0"y+x & x>=0) {x=0"y+X & x>=0} q:=0; :=X {X=qPy+r & r>=0}

Cons

{x>=0 & y>0} q:=0; r:=x {x=q*y+r & r>=0} {x=q*y+r & r>=0} WHILE r>=y DO q:=q+1; r:=r-y OD {x=q*y+r & r>=0 & r<y}

Comp
{x>=0 & y>0} q:=0; r:=x; WHILE r>=y DO q:=q+1; r:=r-y OD {x=qy+r & r>=0 & r<y}

&: Logisches und
~ : Logisches nicht
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (1)

e Die unmittelbare baumartige Notation von Hoareschen
Korrektheitsbeweisen ist i.a. unhandlich.

e Alternativ hat sich deshalb eine Notationsvariante ein-
gebiirgert, bei der in den Programmtext Zusicherungen als
Annotationen eingestreut werden.

e In der Folge demonstrieren wir diesen Notationsstil am
Beispiel des Nachweises der partiellen Korrektheit unseres
Fakultatsprogramms beziiglich der angegebenen Vor- und
Nachbedingung. Man spricht auch von einem sog. linearen
Beweis bzw. linearen Beweisskizze.
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (2)

Beweise, dass das Hoare-Tripel

{a > 0}
z:=a; y:=1;, whilez>1doy:=yx*xz,z:=z—1 od
{y =al}

giiltig ist im Sinne partieller Korrektheit.

Wir entwickeln den Beweis in der Folge Schritt fiir Schritt!
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (3)

Schritt 1

“Trdumen’” der Invariante...
o {yxzx!l=al Az >0}

...um die [while]-Regel anwenden zu kdénnen.

21
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (4)

Schritt 2

Behandlung des Rumpfs der
Der Nachweis der Giltigkeit von

while-Schleife...

ANx>0Az>1}

{yxz! = a!
Y i=y*x,;
r =z —1;

{y*z! =a! ANz >0}

erlaubte mithilfe der [while]-Regel den Ubergang zu:
{y*z!=al Az >0}
while z > 1 do
{y*a!=al Nz >0A2>1}

Y I=y*x,;
r.=x—1;
{y*xz!'=a! Az >0}
od [while]

{yxz!=al Az >0A—(z>1)}

22
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (5)

Behandlung des Rumpfs der while-Schleife im Detail:

{yxz!l=alANx>0A2>1}

Y = y*,
r.:=x—1;

{y*xx! =a! A x>0}

23
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (6)

Wegen Riickwdéartszuweisungsregel wird der Rumpf der while-

Schleife von hinten nach vorne bearbeitet:

{ysz!=a'Nz>0Az>1}

Yy =y*zx,
{yx(z—1)'=al Az —1>0}
r =z — 1; [ass]

{y*z! =a! Az >0}

24
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (7)

Nach abermaliger Anwendung der [ass]-Regel erhalten wir...

{yxx!l=alAx>0A2>1}

{yxx)*(z—1)!'=a' ANxz—1>0}
y:=y*x, [ass]
{yx(z—1)'=al Az —1>0}
x :=x — 1; [ass]

{y*xax!l =a! AN x>0}

...wobei noch eine “Beweisllicke” verbleibt!
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (8)

Schluss der “Beweislicke” in der zugrundeliegenden Theorie:

{yxz!l=al ANz >0A2>1}
| [cons]
{yxx)*(z—1)!=a'ANxz—1>0}
y:=y=*x, [ass]
{yx*(z—1)!'=al' Az—1>0}
r:=x — 1; [ass]
{y*xz! =a!' Az >0}
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (9)

Anwendung der [while]-Regel liefert nun wie gewiinscht:

{y*xx! =a! Az >0}
while z > 1 do
{yxz!=alANz>0A2>1}
| [cons]
{yxx)*(z—1)!=a' ANxz—1>0}
y = y=*x; [ass]
{yx(z—1)'=al Az —1>0}
x:=x — 1; [ass]
{y*xxz!'=a!' Az >0}
od [while]
{yxzl=a' Az >0A =(z>1)}
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (10)

Schritt 3

Zur gewiinschten Nachbedingung verbleibt offenbar ebenfalls
eine Beweisllcke:

{y*xx! =a! ANz >0}
while = > 1 do
{yxzx!l=alANx>0A2x>1}
| [cons]
{yxzx)*(z—1)!=a'ANxz—1>0}
y = y=*x; [ass]
{yx(z—1)!'=al' Az—1>0}
r = x — 1; [ass]

{y*xx! =a! ANz >0}
od [while]
{yxxl=a'Ax>0A—(z>1)}

{y =al}




Bew. part. Korrektheit: Fakultat (11)

Schluss der Beweisllcke in der zugrundeliegenden T heorie:
{y*z!l=al Az >0}
while x > 1 do
{ysz!l=al Az >0Az>1}
| [cons]
{(yxx)*(x— 1) =a' Az—1>0}
y = y*x; [ass]
{yx(z—1)!=alAz—-1>0}
z:=ux—1; [ass]
{y*z!l=al Az >0}

od [while]
{ysz!=al Axz>0A=(z>1)}
| [cons]
{y*a!=al ANz >0A2<1}
| [cons]
{y*z! =al Az =1}
U [cons]
{y=al}
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (12)

Aus Platzgriinden etwas verklirzt dargestellt:

{y*xz!'=a!' Az >0}
while z > 1 do
{yxz!l=al ANz >0A2>1}
| [cons]
{yxx)*(z—1)!=a'ANxz—1>0}
y = yx*x; [ass]
{yx(x—1)'=al Az —1>0}
r .=z — 1; [ass]

{y*xz! =a! Az >0}
od [while]
{yxxl=a' ANz >0A=(z>1)}
| [cons]

{y=a'}
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (13)

Schritt 4

Es verbleibt, die Beweisliicke zur gewinschten Vorbedingung
zu schlieBen:

{a > 0}
z = a;
yi=1;

{y*a! =al Az >0}
while z > 1 do
{y*a!=al ANz >0A2>1}
U [cons]
{yxz)*x(z—1)'=al Az—1>0}
y .= y=xx, [ass]
{ys(z—1)!=a'Az—1>0}
.=z —1; [ass]

{yxz! =a!' Az >0}
od [while]
{y*xz!=al Az>0A-(z>1)}
| [cons]

{y=al}

Bew. part. Korrektheit: Fakultat (14)

Einmalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:
{a >0}

z=a;
{lxz!=a! Az >0}
y:=1; [ass]
{y*xz! =al Az >0}
while x > 1 do
{y*sz!=al ANz >0Az>1}

U [cons]
{lyxz)x(z—1)!'=a' Az —1>0}
y = y*x, [ass]
{yx(z—1)!=aANz—-1>0}
z:=x—1; [ass]
{y*xz! =al Az >0}
od [while]
{yxz!l=a' Az >0A—(z>1)}
U [cons]

{y =a!}
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (15)

Abermalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:
{a > 0}

{lxa!'=a! A a >0}
x = a; [ass]
{lxzl=al Az >0}
y = 1; [ass]

{y*xz! =al Az >0}
while x > 1 do
{ysz!=al Az >0Az>1}
| [cons]
{(yxz)*(z—1)!=al Az—1>0}
y =y *x; [ass]
{ys(z—1)!=a'Az—-1>0}
r:=x—1; [ass]

{y*xz! =al Az >0}
od [while]
{y*a!=al Az >0A-(z>1)}
| [cons]

{y=al}

Bew. part. Korrektheit: Fakultat (16)

Schluss der letzten Beweislicke in der zugrundeliegenden

Theorie: {a >0}

| [cons]
{1xa'=al Aa>0}
z = a; [ass]
{lxz!'=a! Az >0}

y = 1; [ass]
{y*a! =al Az >0}
while z > 1 do
{yxz!=al ANz >0Az>1}
U [cons]
{lyxz)*x(z—1)'=a' Az—1>0}
y :=y*x, [ass]
{yx(z—1)!=a'Az—1>0}
z:=x—1; [ass]
{y*a! =al Az >0}
od [while]
{y*xz!=al Az >0A-(z>1)}
U [cons]

{y =a!}

Uberblick (17) {a>0

| [cons]
{l*xa!'=2a! A a>0}

T = a; [ass]
{lxzl=a! Az>0}
y:=1; [ass]

{y*a! =al Az >0}
while z > 1 do
{ysz!=alANz>0Az>1}
U [cons]
{lyxz)*x(z—1)'=a' Az —1>0}
y :=y*x; [ass]
{ys(z—1)!=a'ANz—1>0}
.=z —1; [ass]
{y*a! =al Az >0}

od [while]
{y*xz!=al Az >0A~(z>1)}
U [cons]
{ysz!l=alANz>0A2<1}
| [cons]
{yxax!l=al ANz=1}
| [cons]

{y = al}

Bew. part. Korrektheit: Fakultat (18)
Damit haben wir insgesamt wie gewiinscht gezeigt:

Das Hoaresche Tripel
{a > 0}
rz.:=a, y:=1, whilex>1doy:=yx*xx,z:=x—1 od
{y =al}

ist glltig im Sinne partieller Korrektheit.
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Linearer vs. baumartiger Beweisstil
Vorteil linearen gegentber baumartigen Beweisnotationsstils:
e wenig Redundanz

e daher insgesamt knappere Beweise
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Sprechweisen im Zshg. mit Hoare-
Tripeln (1)

Hoaresche Zusicherungen sind von einer der zwei Formen
e {p} m {q} und
e [p] 7 [q]

wobei

e p, q logische Formeln sind (meist pradikatenlogische For-
meln 1. Stufe) und

e 71 ein Programm ist.
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Sprechweisen im Zshg. mit Hoare-
Tripeln (2)

In einer Hoareschen Zusicherung von einer der Formen
e {p} m {q} und
e [p] 7 [q]

heiBen

e p und g Vor- bzw. Nachbedingung.
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Sprechweisen im Zshg. mit Hoare-
Tripeln (3)

In einer Hoareschen Zusicherung werden ublicherweise

e geschweifte Klammern wie in

{p} 7 {q}

fur Tripel im Sinne partieller Korrektheit und

e eckige Klammern wie in

[p] = [q]

fur Tripel im Sinne totaler Korrektheit

benutzt.
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_I_prechwelsen im Zshg. mit Hoare-
ripeln (

Zwei Beispiele Hoarescher Zusicherungen:

{a > 0}
z:=a; y:=1;, whilez>1doy:=yx*xz,z:=2—1 od
{y =al}
...Zzum Ausdruck partieller Korrektheit von = bzgl. der Vorbe-
dingung a > 0 und der Nachbedingung y = a!

[a > 0]
r:=a; y:=1, whilex>1doy =y*xz,;z:=x—1 od
[y = a!]
...zum Ausdruck totaler Korrektheit von = bzgl. der Vorbedin-
gung a > 0 und der Nachbedingung y = a!
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_I_prechwelsen im Zshg. mit Hoare-
ripeln (

Die Wortwahl

e Hoaresches Tripel oder kurz Hoare-Tripel bzw.

e Hoaresche Zusicherung oder kurz Korrektsheitsformel
betont jeweils die

e syntaktische bzw.

e semantische Sicht

auf

o {p} 7 {q} bzw. [p] 7 [q]
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