Semantikdefinitionsstile (1) Semantikdefinitionsstile (2)

Es gibt unterschiedliche Stile, die Semantik einer Program- e Sprachentwicklersicht
miersprache festzulegen. Sie richten sich an unterschiedliche — Denotationelle Semantik

Adressaten und deren spezifische Sicht auf die Semantik...
e Sprach- und Anwendungsimplementierersicht
Insbesondere unterscheiden wir den...
— Operationelle Semantik

e denotationellen * Strukturell operationelle Semantik (small steps se-

mantics)
e operationellen . . . )
* Naturliche Semantik (big steps semantics)

e axiomatischen ) o )
e Programmierer- und Verifizierersicht

Stil. — Axiomatische Semantik
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Strukturell operationelle Semantik (1)
...noch einmal wiederholt fiir das Beispiel von WHILE:

[skiPsos]  1oppor=a Strukturell operationelle Semantik (2)

P iftt — —
[abortsos] (abort,o)= error [Ifgosl (if b then = else mp fi,o)=(r1,0) [b]p(o) =1t
_ -y — =
[asSsos] (z:=t,0)=0c[[tTa(c)/z] [ifsos (if b then =y else m; fi,o)=(m2,0) [[b]]B(U) =ff
/ A . JR—
[compl ] —{muo=(mah [whilesos]  hile 5 do = 6d.0)=(iF b then =, While b do = od &lse skip i)
sos . . 7
(m1;m2,0)=> (1 m2,07)
2 m1,0)=>0’
[ComPios]  Trim )= (m
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Strukturell operationelle Semantik (3)
Naturliche Semantik (1)

Der Fokus liegt auf...

e individuellen Schritten einer Berechnungsfolge, d.h. auf -..ebenfalls fir das Beispiel von WHILE:

der Ausfihrung von Zuweisungen und Tests

[skipps] (skip,0)—c
Intuitive Bedeutung der Transitionsrelation... b _
[abortns]  aporte) —eror
(m o)=v
...mit v von der Form (n/, o’y oder ¢’ oder error beschreibt assye] o —
den ersten Schritt der Berechnungsfolge von = angesetzt [assns] (z:=t,0)—=0ol[t]4(0)/2]
auf o. Folgende Ubergdnge sind moglich:
[compns] (m1,0)—0’ (m2,0") 0"
— ~ von der Form (r',o'): Pns (m1;m0,0)—a”
Abarbeitung von = nicht vollstdndig; das Restprogramm =’ ist auf
¢’ anzusetzen
— v von der Form o':
Abarbeitung von = vollstandig; = angesetzt auf o terminiert in ei-
L VO
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— v von der Form error:
Abarbeitung von w terminiert irreguldr

Naturliche Semantik (3)
Naturliche Semantik (2)

Der Fokus liegt auf...

/
N T1,0) — O _ . . .
[iftf,] o the§1 71r1 e>lse 7 fl.o) =0’ [blp(c)=tt e Zusammenhang von initialem und finalem Zustand einer

Berechnungsfolge

) (m2,0) = o’ —
[ifris] (it o then =, else =, fio)—o’ [o1p(o) =££f

Intuitive Bedeutung von...
[whileff,] {mo)= o, (while b do  0d, ') — o” [b]p(o)=tt

(while b do = od,o)—o” (m,0) =~
i _ ...mit v von der Form o' oder error ist: m angesetzt auf
Whlleff b =ff
{ is] (while b do = od,o)—o [b15() initialen Zustand o terminiert schlieBlich im finalen Zustand

o/ bzw. terminiert irregulir.
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Determinismus der NS-Regeln

Lemma 2.1

VrEPrg, o €%, v, €l (mo) =~ Ama) =~ = ~=+

Korollar 2.2

Die von den NS-Regeln fir eine Konfiguration induzierte fi-
nale Konfiguration ist (sofern definiert) eindeutig bestimmt,
d.h. deterministisch.

Salopper, wenn auch weniger prazise:
Die (N-) Semantik von WHILE ist deterministisch!
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Variante induktiver Beweisfuhrung
Induktion lber die Form von Ableitungsbaumen:

e Induktionsanfang

— Beweise, dass A fiir die Axiome des Transitionssystems
gilt (und somit fir alle nichtzusammengesetzte Ablei-
tungsbaume).

e Induktionsschritt

— Beweise fiir jede echte Regel des Transitionssystems un-
ter der Annahme, dass A fiir jede Pramisse dieser Regel
gilt (Induktionshypothese!), A auch fur die Konklusion
dieser Regel gilt, sofern die (ggf. vorhandenen) Rand-
bedingungen der Regel erfiillt sind.
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Denotationelle Semantik (1)

...auch fiir das Beispiel von WHILE:

[ skiplqs = Id

Labort 14y = Error

[z = tT4s(o) = ol[t1a(e)/a]

(71 m2las = [m2las o [malas

[if b then 71 else mo fi]lys = cond([ b1, [ 71 Dass [ 72 1as)
[while b do w od ]y = FIX F

where F g = cond([b]g,g0 [ 714 Id)
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Das Semantikfunktional [ ],
Korollar 2.2 erlaubt uns festzulegen:

e Die natiirliche Semantik von WHILE ist gegeben durch das
Funktional

[.-1.s:Prg—(x—x:)

welches definiert wird durch:

o’ falls (r,0) — o’

vrePrg, o € . [n],s(c)=g4 { error falls (x,0) — error
undef sonst
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Anwendung
e Induktive Beweisfiihrung Uber die Form von Ablei-
tungsbdaumen ist typisch zum Nachweis von Aussagen Uber

Eigenschaften natirlicher Semantik.

Ein Beispiel dafiir ist der Beweis von Lemma 2.1!
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Denotationelle Semantik (2)
Es bezeichnen:
e Id:>.— 3. die identische Zustandstransformation:
Vo € Xe Id(o)=g4 0
e Error: X.— 3. die konstante Zustandstransformation mit:

Vo € Zc. Error(a)=g error
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Denotationelle Semantik (3)

Zur Hilfsfunktion cond...
Funktionalitat...
cond : (ZHB) X (Zﬂ):) X (Z*)):)*?(Zﬂz)

Definiert durch...

g1 o fallspo=tt

cond(p,91,92) o =qf { g2 0 falls p o = £f

Zu den Argumenten und zum Resultat von cond...

e 1. Argument: Pradikat (in unserem Szenario total definiert; siehe Vor-
lesungsteil 1)

e 2.&3. Argument: Je eine partiell definierte Zustandstransformation

e Resultat: Wieder eine partiell definierte Zustandstransformation
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Denotationelle Semantik (4)

Zur Hilfsfunktion FIX...
Funktionalitat...
FIX : (Z—-Y)—»(Z—-Y)—>(Z—-X)
Definiert durch...
F g=cond([b]p, g0 [7]as1d)
Daraus ergibt sich...

e FIX ist ein Funktional (“Zustandstransformationsfunktio-
nal”)

e Die denotationelle Semantik der while-Schleife ist ein Fix-
punkt des Funktionals F' (und zwar der kleinste!)

Mehr Details zu FIX und Co. spdater!
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Denotationelle Semantik (5)

e Operationelle Semantik
...der Fokus liegt darauf, wie ein Programm ausgefiihrt
wird

Denotationelle Semantik

...der Fokus liegt auf dem Effekt, den die Ausfiihrung ei-
nes Programms hat: Fiir jedes syntaktische Konstrukt gibt
es eine semantische Funktion, die ersterem ein mathema-
tisches Objekt zuweist, i.a. eine Funktion, die den Effekt
der Ausfiihrung des Konstrukts beschreibt (jedoch nicht,
wie dieser Effekt erreicht wird).
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Denotationelle Semantik (7)

Lemma 2.2

Fir alle = € Prg ist durch die Gleichungen von Folie “Deno-
tationelle Semantik (1)" eine (partielle) Funktion [ ]l4, defi-
niert, die denotationelle Semantik von .
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WHILE — Denotationelle Semantik (1)

e Prg ...bezeichne die Menge aller Programme der Sprache
WHILE
Denotationelle Semantik
[ 14 :Prog— (= —=x)

Somit...

e Die denotationelle Semantik eines WHILE-Programms ist
eine (partiell definierte) Zustandstransformation, wobei die
Menge der Zustande gegeben ist durch

Z:df{a | o VHD}
Beachte...
e Auch die operationelle (die strukturell operationelle wie auch die
natiirliche) Semantik eines WHILE-Programms ist eine (partiell de-

finierte) Zustandstransformation auf X, nicht aber die axiomatische
Semantik.

Denotationelle Semantik (6)

Zentral fur denotationelle Semantiken: Kompositionalitat!

Intuitiv:

e Fir jedes Element der elementaren syntaktischen Kon-
strukte/Kategorien gibt es eine zugehoérige semantische
Funktion

e Fiir jedes Element eines zusammengesetzten syntaktischen
Konstrukts/Kategorie gibt es eine semantische Funktion,
die Uber die semantischen Funktionen der Komponenten
des zusammengesetzten Konstrukts definiert ist.
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Hauptergebnisse

Theorem

vrm € Prg. [[77]]50,5: [[Tr]]Tlﬁ:[[Tr]]dS

Die Aquivalenz der strukturell operationellen, natiirlichen und
denotationellen Semantik von WHILE legt es nahe, den se-
mantikangebenden Index in der Folge fortzulassen und ver-
einfachend von [ ] als der Semantik der Sprache WHILE zu
sprechen:

[l:Prg— (= — )
definiert durch

[ ]]:deI Dsos

WHILE — Denotationelle Semantik (2)

Erinnerung:
[ skip 4y = Id

[ abort ], = Error

[ :=t14(0) = ollt]1(e)/a)

[m1; w2l =Dm2las © [l

[if b then 7 else m2 fi]l;, = cond([ b3, [ 71 D4s: [ 72 D 4s)
[ while b do 7 od]l;, = FIX F

where F g = cond([b]s,g0 [ 714, Id)
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WHILE — Denotationelle Semantik (3)

Noch offen...

e Die Bedeutung von...
— cond und

— FIX F

Diese Bedeutung wollen wir in der Folge aufklaren...
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Zur Bedeutung von cond

Hilfsfunktion cond...
Funktionalitat...
cond : (Z*)B) X (ZHZ) X (ZHZ)H(ZﬂZ)

Definiert durch...

gro ifpo=tt

cond(p, 91,92) 0 =gf { g2 o ifpo=1=f

Zu den Argumenten und zum Resultat von cond...

e 1. Argument: Pradikat (in unserem Szenario total definiert; siehe Vor-
lesungsteil 1)

e 2.&3. Argument: Je eine partiell definierte Zustandstransformation

e Resultat: Wieder eine partiell definierte Zustandstransformation
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Damit erhalten wir

...fur die Bedeutung der Fallunterscheidung
[if b then m else 7y fillys o

= Cond(l.[b]]Bvﬂ:Trl ]](lsl [[772 ]]ds) o
o' falls ([b]g o=tt A [m1]gs o=0")
V ([bg o=t A [malas o=0")
error falls ([b]lz o=tt A [m]lgs o =error)
V ([bllg o=1£f A [mp]lqs o =error)
undef falls ([b]g o=ttt A [m1]l4s 0 =undef)
V ([b]g o=£f A [m]lqs 0 =undef)

Erinnerung:

e [b]3ist in unserem Szenario total definiert; [ b] 3 o ist daher stets von
undef verschieden.
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Schrittweise zur denotationellen Se-
mantik der while-Schleife

Dazu folgende Beobachtung...

e while b do m od muss dieselbe Bedeutung haben wie...
if b then (m; while b do 7 od) else skip fi

Daraus folgt...
e [while b do m od ], =cond([b]lg, [ while b do 7 od ]l 0 [ 7 ]l45, Id)
Und daraus schlieBlich...

e [ while b do m od ];, muss Fixpunkt des Funktionals F sein, dass defi-
niert ist durch

F g = cond([b]pg0 [ 7]y Id)

Oder anders ausgedriickt, es muss gelten:
[ while b do 7 od ]l;; = F([[ while b do 7 od ]| ;,)

...was uns wie gewiinscht zu einer kompositionellen Definition von
[ while b do 7 od ];; und damit von [ ], insgesamt fiihren wird.

Folgende drei Argumente...

...werden daflir entscheidend sein

1. [X — X] kann vollsténdig partiell geordnet werden.
2. F im Anwendungskontext ist stetig

3. Fixpunktbildung im Anwendungskontext wird ausschlieB-
lich auf stetige Funktionen angewendet.

Insgesamt ergibt sich dann daraus die Wohldefiniertheit von

[ 14s:Prg — (= — xe)

Analyse und Verifikation (WS 2006/2007) / 5. Teil (07.11.2006) 29

Zur Bedeutung von FIX F
Funktionalitat...
FIX . ((Z=E)—=(Z—=%)—=(Z—X)
Definiert durch...
F g = cond([b]g,g0 [ 14 1d)
Daraus ergibt sich...

e FIX ist ein Funktional (“Zustandstransformationsfunktio-
nal”)

e Die denotationelle Semantik der while-Schleife ist ein Fix-
punkt des Funktionals F' (und zwar der kleinste!)
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Etwas formaler: Unser Arbeitsplan
Erforderlich...

e Einige Resultate aus der Fixpunkttheorie
Beim nachsten Mal wird nachgeholt...

e Der mathematische Hintergrund (Ordnungen, CPOs, Ste-
tigkeit von Funktionen) und die ben6tigten Resultate (Fix-
punktsatz)
~» ...siehe Vorlesungsteil 6 vom 28.11.2006

Somit bleibt an dieser Stelle zu tun...

e Nachzuweisen, dass diese Resultate auf unsere Situation
anwendbar sind.
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Ordnung auf Zustandstransformationen

Bezeichne...

e [~ — 3] die Menge der partiell definierten Zustandstrans-
formationen.

Wir definieren...
g1 C go <= Vo € X. g1 o definiert =o' = go o definiert =o'
mit g1,92 € [X — Xe]

Lemma 1
1. ([ —x],E) ist eine partielle Ordnung.
2. Die total undefinierte (d.h. nirgends definierte) Funktion

1 : X=X mit L o=undef fur alle ¢ € X ist kleinstes
Element in ([ — X],C)
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Ordnung auf Zustandstransformationen

Sogar...

Lemma 2
Das Paar ([~ —X],C) ist eine vollstandige partielle Ordnung
(CPO) mit kleinstem Element L.

Weiter gilt: Die kleinste obere Schranke LIY einer Kette Y ist
gegeben durch

graph(LIY) =U{graph(g)|g € Y}
Das heiBt: (LY)o=0¢' <= Jg€Y. go=0’
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Einschub: Graph einer Funktion

Der Graph einer totalen Funktion f : M — N ist definiert durch
graph(f)=q {(m,n) € M x N| f m=n}
Es gilt:
o (m,n) € graph(f) A (m,n’) € graph(f) = n=mn' (rechtseindeutig)
e Vme M. 3neN. (m,n) € graph(f) (linkstotal)

Der Graph einer partiellen Funktion f : M — N mit Definitions-
bereich My C M ist definiert durch

graph(f)=q {(m,n) € M x N|f m=nAm € My}
Vereinbarung...
Fir f: M — N partiell definierte Funktion auf M; C M schreiben wir
e f m=n, falls (m,n) € graph(f)
o [ m=undef, falls m ¢ My
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Stetigkeitkeitsresultate (1)

Lemma 3

Sei gg € [ — X], sei p € [ — B] und sei F definiert durch
F g=cond(p, 9,90)

Dann gilt: F ist stetig.

Zur Erinnerung: Seien (C,C¢) und (D,Cp) zwei CPOs und sei f: C — D
eine Funktion von C nach D.
Dann heiBt f...

e monoton gdw. Ve, € C. ¢Ce ¢ = f(e) Cp ()
(Erhalt der Ordnung der Elemente)

o stetig gdw. v C . f(Ldccny =p Lpfen
(Erhalt der kleinsten oberen Schranken)
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Zusammen mit...

Lemma 5

Die Gleichungen zur Festlegung der denotationellen Semantik
von WHILE (vgl. Folie 13 von heute) definieren eine totale
Funktion

[ 14s € [Prg— (= — )]

...sind wir durch! Wir kdnnen beweisen:
[ ]]ds 1Prg — (X — X¢)

ist wohldefiniert!
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Vorschau auf die nachsten Vorlesungs-
termine...

e Di, 28.11.2006, Vorlesung von 17:45 Uhr bis 19:15 Uhr,
Bibliothek E185/1

e Di, 05.12.2006, Vorlesung von 17:45 Uhr bis 19:15 Uhr,
Bibliothek E185/1

e Di, 12.12.2006, Vorlesung von 17:45 Uhr bis 19:15 Uhr,
Bibliothek E185/1

e Di, 19.12.2006: Keine Vorlesung! (Ferialzeit)

e Di, 26.12.2006: Keine Vorlesung! (Ferialzeit)
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Stetigkeitkeitsresultate (2)

Lemma 4
Sei gg € [Z — X] und sei F definiert durch

F g=gogo
Dann gilt: F' ist stetig.
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Und somit wie anfangs angedeutet...

Aus...

1. Die Menge [~ — %] der partiell definierten Zustandstrans-
formationen bildet zusammen mit der Ordnung C eine
CPO.

2. Funktional F mit “F g= cond(p, g,g0)" und “gogqg" ist stetig

3. In der Definition von [ ], wird die Fixpunktbildung aus-
schlieBlich auf stetige Funktionen angewendet.
...ergibt sich wie gewlinscht:
[ 14:Pra— (= —xc)
...ist wohldefiniert!
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Vorschau auf die weiteren Vorlesungs-
termine...

e Di, 02.01.2007: Keine Vorlesung! (Ferialzeit)

e Di, 09.01.2007, Vorlesung von 17:45 Uhr bis 19:15 Uhr,
Bibliothek E185/1

e Di, 16.01.2007, Vorlesung von 17:45 Uhr bis 19:15 Uhr,
Bibliothek E185/1

e Di, 23.01.2007, Vorlesung von 17:45 Uhr bis 19:15 Uhr,
Bibliothek E185/1

e Di, 30.01.2007, Vorlesung von 17:45 Uhr bis 19:15 Uhr,
Bibliothek E185/1
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