Hinweise in eigener Sache...

e Dje Anmeldung zur LVA erfolgt iiber TUWISH!
...,.Anmeldungen sind ab sofort bis zum 20.10.2006
maoglich

(Abmeldungen sind bis zum 31.10.2006 moglich, ebenfalls {iber
TUWIS++.)
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Grundlage und Ausgangspunkt fur die
Vorlesung

e Die Programmiersprache WHILE
— Syntax
— Semantik

e Semantikdefinitionsstile
— Operationelle Semantik
+* Naturliche Semantik
x Strukturell operationelle Semantik
— Denotationelle Semantik
— Axiomatische Semantik

* Beweiskalklle: Partielle Korrektheit, Totale Korrekt-
heit

* Korrektheit, Vollstandigkeit

Literaturhinweise

Als Textbuch...

e Hanne R. Nielson, Flemming Nielson. Semantics with App-
lications: A Formal Introduction, Wiley Professional Com-
puting, Wiley, 1992.

(Siehe http://www.daimi.au.dk/~bra8130/Wiley book/wiley.html fiir ei-
ne frei verfiigbare (liberarbeitete) Version.)

Erganzend und weiterfihrend...

e Krzysztof R. Apt, Ernst-Ruidiger Olderog. Programmveri-
fikation — Sequentielle, parallele und verteilte Programme.
Springer, 1994.

e Ernst-Rudiger Olderog, Bernhard Steffen. Forma-
le Semantik und Programmverifikation. In Informatik-
Handbuch, P. Rechenberg, G. Pomberger (Hrsg.), Carl
Hanser Verlag, 129 - 148, 1997.

Die Programmiersprache WHILE

...die Sprache WHILE, der sog. “while”-Kern imperativer Pro-
grammiersprachen, besitzt

e Zuweisungen (einschlieBlich der leeren Anweisung und der
Fehleranweisung)

e Fallunterscheidungen
e while-Schleifen

e Sequentielle Komposition

Beachte: WHILE ist ‘“schlank”, nichtsdestotrotz Turing-
machtig!
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Uberblick uber Syntax & Semantik (1)

e Syntax
...Programme der Form:
™ = x:=a | skip | abort |
if b then w1 else 75 fi |
while b do 7, od |

T, T

e Semantik
...in Form von Zustandstransformationen:

[]:Prg— (X —X)
tuber

— Z=y{o | o : Var — D} Menge aller Zustdnde lber der
Variablenmenge Var und geeignetem Datenbereich D.

(In der Folge werden wir fur D oft die Menge der ganzen Zahlen
Z betrachten.)

Uberblick iiber Syntax & Semantik (2)

Zahldarstellungen
z = 0|12 ...19
n = z|nz
Arithmetische Ausdriicke
a = n|xzlay +ap|ay*apr|a; —az|ai/as| ...
Boolesche Ausdriicke

b = true] false|
a1 =azlay #Faz|a1 <azlay <az...|
b1 Abp| by Vby| by
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Uberblick uber Syntax & Semantik (3)
In der Folge bezeichnen wir mit...
e Num die Menge der Zahldarstellungen, n € Num

Var die Menge der Variablen, x € Var

Aexpr die Menge arithmetischer Ausdriicke, a € Aexpr

Bexpr die Menge Boolescher Ausdriicke, b € Bexpr

Prg die Menge aller WHILE-Programme, = € Prg
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Uberblick uber Syntax & Semantik (4)

In der Folge werden wir im Detail betrachten...

e Operationelle Semantik
— Natirliche Semantik: [ ],,c : Prg — (X — X)
— Strukturell operationelle Semantik:
[ Dsos:Prg —(x—5x)
e Denotationelle Semantik: [ 4 : Prg — (X — X)

e Axiomatische Semantik: ...abweichender Fokus

...und deren Beziehungen zueinander, d.h. die Beziehungen
zwischen

[ ]]5057 I ]]ns und [[W]]ds
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Semantik arithmetischer & Boolescher
Ausdrucke

Die Semantik von WHILE stutzt sich ab auf die...

Semantik
e arithmetischer Ausdriicke: [.] 4 : Aexpr — (X — Z)

e Boolescher Ausdriicke: [.] g : Bexpr — (X — B)
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Semantik arithmetischer Ausdriicke (1)
[.014: Aexpr— (X — Z) induktiv definiert durch

e [n]a(o)=g[nln

o [z]alo)=go(x)

o [a1+ax]a(o)=gr plus([ a1 [ 4(0o), [az]a(o))

e [a1*xaz]4(0)=gr mal([ a1 [a(o),[az2]4(0))

e [ay —ax ] a(o)=g4 minus([a1]a(o),[az] (o))

e [a1/az Jalo)=gf durch([ a1 ]4(c), [az]a(o))

e ... (andere Operatoren analog)

wobei

e plus, mal, minus, durch :Z x Z — Z die Ubliche Addition, Multiplikati-
on, Subtraktion und (ganzzahlige) Division auf den ganzen Zahlen Z
bezeichnen.

Semantik arithmetischer Ausdrucke (2)
[.15 : Num — Z induktiv definiert durch

e [0lx=g0, ..., [9]n=gq 9

o [nilly=g plus(mal(10,[n]4), [ilx), i €{0,...,9}

o [ —nly=q minus([nln)

Beachte: 0,1,2,... bezeichnen syntaktische Entitaten,
0,1, 2,... bezeichnen semantische Entitaten, in diesem Fal-
le ganze Zahlen.
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Semantik Boolescher Ausdrucke (1)
[.15: Bexpr— (X — B) induktiv definiert durch

o [true]p(o)=gtt

o [ falsep(o)=gs ££

e a1 = az]p(0)=g { e falls equal (a1 1a(0). 02 14(2))

e ... (andere Relatoren (z.B. <, <, ...) analog)

o [-01p(0)=qr neg([b]p(a))
o [b1nb2]p(0)=4f conj([b115(0),[b215(s))

o [b1Vbo]p(o)=4 disj([ b1 15(0), [b215(0))
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Semantik Boolescher Ausdrucke (2)
...wobeij

e tt und ff die Wahrheitswertkonstanten “wahr” und
“falsch’ sowie

e conj, disj : BxB — B und neg : B — B die ubliche zweistel-
lige logische Konjunktion und Disjunktion und einstellige
Negation auf der Menge der Wahrheitswerte und

e cqual : Z x Z — B die Ubliche Gleichheitsrelation auf der
Menge der ganzen Zahlen

bezeichnen.

Beachte auch hier den Unterschied zwischen den syntaktischen
Entitaten true und false und ihren semantischen Gegensticken
tt und ff.
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Freie Variablen

...arithmetischer Ausdricke:

FVv(n) = 0

FV(z) = {a}
FV(a; +a3) = FV(a1)UFV(a2)
FV(ai *as) = FV(a1)UFV(an)

...Boolescher Ausdriicke:

FV(true) = 0
FV(false) = 0
FV(a1 = CLQ) = FV(al) UFV(CLQ)
FV(a1 <ap) = FV(a1)UFV(az)
FV(bl /\b2) = FV(bl) UFV(bQ)
FV(byVby) = FV(b1)UFV(by)
FV(=b1) = FV(b1)

Eigenschaften von [ 4 und [ 5

Lemma 1.1
Seien a € AEXpr und o,0' € £ mit o(z) = o/(z) fiir alle z €
FV(a). Dann gilt:

[alalo) =Talals)

Lemma 1.2
Seien b € BEXxpr und o,0’ € ¥ mit o(x) = o/(z) fiur alle z €
FV(b). Dann gilt:

[o1p(e) =Mb1p(c")
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Syntaktische/Semantische Substitution

Von zentraler Bedeutung...

e Substitutionen
— Syntaktische Substitution
— Semantische Substitution

— Substitutionslemma
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Syntaktische Substitution

Definition 1.3

Die syntaktische Substitution fiur arithmetische Terme ist eine
dreistellige Abbildung

-[-/-] : Aexpr x Aexpr x Var — Aexpr

die induktiv definiert ist durch

nlt/z] =g n  fur n € Num
t fallsy==«

Semantische Substitution

Definition 1.4
Die semantische Substitution ist eine dreistellige Abbildung
/] XX ZxVar - ¥

die definiert ist durch

ols/al (=g { 2 falls y =z

= sonst

ylt/z] =g { 4 sonst o(y)

(t1 op t2)[t/x] =g (t1lt/x] op to[t/x])  flr op € {4+, —, ..}
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Substitutionslemma

Wichtig:

Lemma 1.5 (Substitutionslemma)

Lelt/x]1alo) =Telalollt]alo)/z])
wobei
e [t/z] die syntaktische Substitution und
e [[t]4(o)/x] die semantische Substitution

bezeichnen.

Analog gilt ein entsprechendes Substitutionslemma fiir [ ] g.
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Exkurs: Induktive Beweisprinzipien (1)
Zentral:

e Vollstandige Induktion

e Verallgemeinerte Induktion

e Strukturelle Induktion

...zum Beweis einer Aussage A.
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Exkurs: Induktive Beweisprinzipien (2)
Zur Erinnerung hier wiederholt:
Die Prinzipien der...

e Vvollstandigen Induktion
(A(DHYAN(WneIN.A(n) = A(n+1))) = VnelIN.A(n)

e verallgemeinerten Induktion

(Vne IN. (Vm<n.A(m)) = A(n)) > VneIN.A(n)

e strukturellen Induktion

(Vs e S Vs € Komp(s). A(s")) = A(s)) = VseS. A(s)

Beachte: > bezeichnet hier die logische Implikation.
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.1 (1)

...durch strukturelle Induktion

Seien a €¢ AEXpr und o,0’ €¢ ¥ mit o(z) = o/(z) fiur alle z ¢

FV(a).
Induktionsanfang:

Fall 1: Sei a =n, n € Num.

Mit den Definitionen von [ ] 4 und [ ] erhalten wir unmittel-

bar wie gewilinscht:

[ala(@)=0nla(e)=[nly=0nlalc)=[alalc")
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.1 (2)

Fall 2: Sei a =z, x € Var.

Mit der Definition von [ ]4 erhalten wir auch hier wie
gewliinscht:

[ala(e)=[z1a(0) =0(x)=0'(x) =[x ]a(c) =[alals)
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.1 (3)

Induktionsschluss:

Fall 3: Sei a = a1 + ap, a1,ar € Aexpr

Dann erhalten wir:

(Induktionshypothese fiir ay, as)

Ubrige Falle: Analog.

[allalo)

[a1+az2]4(0)

plus([ a1 [ 4(o),[a2]a(o))
plus([ a1 1 4(c"), [ a2 1a(c"))
[a1+ azla(c)

[ala(o)

g.e.d.
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Zuruck zur Semantik von WHILE

Vereinbarung:
Seien in der Folge die

e Semantik arithmetischer Ausdriicke:
[.-14:Aexpr—(X—2Z)

e Semantik Boolescher Ausdriicke:
[.15:Bexpr— (X —B)

wie zuvor und die Menge der (Speicher-) Zustiande wie folgt
festgelegt:

e (Speicher-) Zustdnde: Y=y {o|oc:Var—1Z}
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Strukturell operationelle Semantik

...i.S.v. Gordon Plotkin.

e Die SO-Semantik von WHILE ist gegeben durch ein Funk-
tional:

[[']]sos : Prg_)(z_)zzf)

welches in der Folge zu definieren ist...

Dabei qilt:

e S.=y3> U {error}, wobei error einen speziellen Fehlerzu-
stand bezeichnet, error € 3.
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Strukturell operationelle Semantik

Intuitiv:

e Die SO-Semantik beschreibt den Berechnungsvorgang von
Programmen © € Prg als Folge elementarer Speicherzu-
standsiibergange.

Zentral:

e ...der Begriff der Konfiguration!
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Konfigurationen

e Wir unterscheiden:

— Nichtterminale bzw. (Zwischen-) Konfigurationen ~
der Form (m,o):
...(Rest-) Programm = ist auf den (Zwischen-) Zu-
stand ¢ anzuwenden.

— Terminale bzw. finale Konfigurationen ~ der Formen o
oder error
...beschreiben das Resultat nach Ende der Be-
rechnung, wobei Ende nach...

% reguldrer Terminierung: angezeigt durch gewodhnliche
Zustande o

* irreguldrer Terminierung: angezeigt durch error-
behaftete Konfiguration

e [ bezeichne die Menge aller Konfigurationen, v €™
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SOS-Regeln von WHILE (1)

[SkiPsos] (skip,oc)y=>0

[abortses]  porior=seror

[aSSSOS] (m;:t70'>:>0'[[[t]]14(0')/x]

!
<7T1 ,O’>:><71'1 ,O’l>
(m1im0,0)=> (] im2,07)

[compi,]

(m1,0)=>0’
<7Tl ;7’I'2,0'>:><7T2,0'/>

[comp2,]
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SOS-Regeln von WHILE (2)

. t — —_—

[ifs0s (it b then =1 else m fi,0)=(r1,0) [olp(o) =zt

ff — _

[ifs0] (if b then =1 else m fl,0)=(m2,0) [o1p(o) =1t
[whilegos] —

(while b do = od,s)=(if b then =; while b do = od else skip fi,o)
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Sprechweisen (1)
Wir unterscheiden

e Pramissenlose Axiome der Form

Konklusion

e Pramissenbehaftete Regeln der Form

Pramisse
Konklusion

ggf. mit Randbedingungen (Seitenbedingungen) wie z.B. in
Form von [b]g(c) =£ff in der Regel [ifﬂs )
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Sprechweisen (2)
Im Fall der SO-Semantik von WHILE haben wir demnach

e 6 Axiome
...fur die leere Anweisung, Fehleranweisung, Zuweisung,
Fallunterscheidung und while-Schleife.

e 2 Regeln
...fur die sequentielle Komposition.
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Berechnungsschritt, Berechnungsfolge

e Ein Berechnungsschritt ... ist von der Form
(m,o)=>y mit ye(Prgx X, )UX. =TI
e Eine Berechnungsfolge zu einem Programm w angesetzt
auf einen (Start-) Zustand o € X ist

— eine endliche Folge ~q,...,v von Konfigurationen mit
Y0 = (m,0) und v;=~;41 fir alle i € {0,...,k -1},

— eine unendliche Folge von Konfigurationen mit g =
(m,0) und v;=;41 fur alle s € IN.

Analyse und Verifikation (WS 2006/2007) / 1.&2. Teil (10.&17.10.2006) 33

Terminierende vs. divergierende Be-
rechnungsfolgen

e Eine maximale (d.h. nicht mehr verlangerbare) Berech-
nungsfolge heiBt

— reguladr terminierend, wenn sie endlich ist und die letzte
Konfiguration aus X ist,

— irregular terminierend, wenn sie endlich ist und die letzte
Konfiguration error-behaftet ist,

— divergierend, falls sie unendlich ist.
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Beispiel (1)
Sei
e 0 X mit o(z) =3
e m € Prg mit
n=y:=1;, whilez<>1doy:=yxz, z:=z—1 od

Betrachte

e die von w angesetzt auf o, d.h. die von der Anfangskonfi-
guration

(y:=1;, whilexz<>1ldoy:=yx*xz;, x:=x—1 0d,o)
induzierte Berechnungsfolge
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Beispiel (2)

(y:=1; whilez<>1doy:=yx*xx; x:=xz—1 0d,0)
(Whilez<>1doy:=yx*z;, z:=x—1 od,o[1/y])
(ifz<>1
then y :=yx*xx; z :=a — 1,
while x <>1doy:=yx*x, x.=x—1 od
else skip fi,o[1/y])
= (yi=yx*z;, z:=x—1;
while x <>1doy :=yx*z;, x: =z —1 od,o[1/y])
= (z:=z-1,
while z <>1doy:=yx*z; z:=z—1 od,(a[1/y])[3/y])

44

~
1k

(r =z —1;
while z <>1doy:=yx*z; z:=z—1 od,o[3/y])) )

= (whilez<>1doy:=yx*z z:=z-1 od,(c[3/y])[2/z])




Beispiel (3)

= (ifz<>1
then y ' =yxz, z:=z—1,
while x <>1doy:=yx*xx, x . =xz—1 od
else skip fi, (a[3/y])[2/x])
= (y:=yx*xzx; z:=z—1;
while z <>1doy:=yxz;, x:=z—1 od, (c[3/y])[2/x])
= (r:=x-—1,
while z <>1do y:=yx*z; z:=z—1 od,(c[6/y])[2/z])
= (whilez<>1doy:=yx*z;, z:=z—1 od,(c[6/y])[1/z])
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Beispiel (4)

= (fz<>1
then y i =yxa;, x ' =z —1;
while x <>1doy:=yx*xx, x .=z —1 od
else skip fi, (c[6/y])[1/z])
= (skip, (¢[6/y])[1/x])
= (o[6/yD[1/z]
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Beispiel (Detailbetrachtung) (5)

(y:=1; whilez<>1doy:=yxz;, z:=z—1o0d,0)
([asssos], [comp2]) = (whilexz<>1doy:=yxx; z:=x—1 od,o[1/y])

steht vereinfachend fiir...

[ass

]

sos
, {y =1, G) => 0 [1/y]
[comp ]
sos
<y :=1; while x <> 1 do y := y*x; x := x-1 od, 0‘> :>
<while x <> 1 do vy := y*x; x := x-1 od, O [1/y] >
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Beispiel (Detailbetrachtung) (6)

(while z <>1doy:=yxz;, z:=z—1 o0d,o[1/y])
[whilesos] = (ifz<>1
then y :=yx*xz, z:=2—1,
while x <>1doy =yxx; x:=z—1 od
else skip fi,o[1/y])

steht vereinfachend fiir...

[while 1

sos
<while x <> 1 do vy := y*x; x := x-1 od, O [1/y] >7>

<if x <> 1 then y:= y*x; x := x-1;
while x <> 1 do y := y*x; x := x-1 od
else skip fi, O [1/y]>
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Beispiel (Detailbetrachtung) (7)

((y =y*z;, z:=2—1);

while z <>1doy:=yxz; z:=z—1 od,o[1/y])
([asssos], [comp2,,], [compl, ) = (z:=2z2-1;

while x <>1doy:=yx*xzx; x =z —1 od,

(e[1/yDI3/y])

steht vereinfachend fur...

[ass ]

) Sy =y, O /v = O (/v (3/v] )
[compsos]

{y = yoxi % 5= x-1, 0 11/v1) = (x = x-1, (O (1/y]) [3/y])

feomp 1
{y = y*x; x := x-1); while x <> 1 do y := y*x; x := x-1 od, O [1/y] ) ==>
%x := x-1; while x <> 1 do y := y*x; x := x-1 od, ( O [1/y])I[3/y] >
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Determinismus der SOS-Regeln

Lemma 1.6

VrePrg, c € X, v, €. (m,0) =5 A{m, o) =~ = =4
Erinnerung: = bezeichnet hier die logische Implikation.

Korollar 1.7
Die von den SOS-Regeln flir eine Konfiguration induzierte Be-
rechnungsfolge ist eindeutig bestimmt, d.h. deterministisch.

Salopper, wenn auch weniger prazise:
Die (SO-) Semantik von WHILE ist deterministisch!
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Das Semantikfunktional [ [,

Korollar 1.7 erlaubt uns jetzt festzulegen:

e Die strukturell operationelle Semantik von WHILE ist ge-
geben durch das Funktional

[-Tsps:Prg—(—3)

welches definiert wird durch:

o falls (m,0) =* o’

error falls (m, o) =* error oder
(m, o) =* (n', error)

undef sonst

VrePrg, o € . [7]s,5(0) =g
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Variante induktiver Beweisfuhrung

Induktion uber die Lange von Berechnungsfolgen:

e Induktionsanfang

— Beweise, dass A fiir Berechnungsfolgen der Lange 0 gilt.

e Induktionsschritt

— Beweise unter der Annahme, dass A fiir Berechnungsfol-
gen der Lange kleiner oder gleich k gilt (Induktionshypo-
these!), dass A auch fir Berechnungsfolgen der Lange
k+ 1 gilt.
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Anwendung

e Induktive Beweisfiihrung iliber die Lange von Berechnungs-
folgen ist typisch zum Nachweis von Aussagen Uber Eigen-
schaften strukturell operationeller Semantik.

Ein Beispiel daflr ist der Beweis von...

Lemma 1.8

vr, 7' € Prg, 0,0 € X, k€ IN. ({n1;m0,0) =k ) =

Jo' € X, k1, ko € IN. (ki+ko = kA (m1,0) =F1 o/ A (mp, 0) =F2 o)
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Einladung zu Kolloquiumsvortrag

Der Arbeitsbereich “Programmiersprachen und Ubersetzer”
am Institut fur Computersprachen ladt ein zum Vortrag von

e Herrn Prof. Dr. Helmut Veith Uber
Proving Ptolemy Right: Environment Abstraction for Con-
current Systems

am

Mittwoch, den 18.10.2006, um 16:00 Uhr s.t.,
in den Hochenegg-HoOrsaal EI 5, Stiege 1, 2. Stock,
GuBhausstr. 25-29

Alle Interessenten sind herzlich willkommen!
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Nachste Vorlesungstermine...

Achtung: Ab 17.10.2006 neue Zeit!

e Di, 17.10.2006, Vorlesung von 17:45 Uhr bis 19:15 Uhr im
Knoller-Horsaal, Getreidemarkt 4, 2. Stock

e Di, 24.10.2006, Vorlesung von 17:45 Uhr bis 19:15 Uhr,
Bibliothek E185/1, Argentinierstr. 8, 4. Stock

Analyse und Verifikation (WS 2006/2007) / 1.&2. Teil (10.&17.10.2006) a7




