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Grundlagen

Kap. 1

Syntax und Semantik von Programmiersprachen:

» Syntax: Regelwerk zur prazisen Beschreibung wohlge-
formter Programme

» Semantik: Regelwerk zur prazisen Beschreibung der Be-
deutung oder des Verhaltens wohlgeformter Programme
oder Programmteile (aber auch von Hardware beispiels-
weise)
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Literaturhinweise (1)

Als Textbtucher:

» Hanne R. Nielson, Flemming Nielson. Semantics with
Applications: An Appetizer. Springer-V., 2007.

» Hanne R. Nielson, Flemming Nielson. Semantics with
Applications: A Formal Introduction. Wiley Professional
Computing, Wiley, 1992.

Bem.: Eine (iiberarbeitete) Version ist frei erhaltlich auf
www.daimi.au.dk/~bra8130/Wiley_book/wiley.html
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Literaturhinweise (2)

Erganzend, weiterfihrend und vertiefend: Kap. 1

» Krzysztof R. Apt, Frank S. de Boer, Ernst-Riidiger Olde-
rog. Verification of Sequential and Concurrent Programs.
3. Auflage, Springer-V., 2009.

» Ernst-Ridiger Olderog, Bernhard Steffen. Formale
Semantik und Programmuverifikation. In Informatik-Hand-
buch, Peter Rechenberg, Gustav Pomberger (Hrsg.), Carl
Hanser Verlag, 4. Auflage, 145-166, 2006.

» Krzysztof R. Apt, Ernst-Rudiger Olderog. Programmuveri-
fikation — Sequentielle, parallele und verteilte Programme.
Springer-V., 1994.
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Literaturhinweise (3)

Kap. 1

» Jacques Loeckx, Kurt Sieber. The Foundations of Pro-
gram Verification. Wiley, 1984.

» Krzysztof R. Apt. Ten Years of Hoare's Logic: A Survey —
Part 1. ACM Transactions on Programming Languages
and Systems 3(4):431-483, 1981.

» Krzysztof R. Apt. Ten Years of Hoare's Logic: A Survey —
Part Il: Nondeterminism. Theoretical Computer Science
28(1-2):83-109, 1984.
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Unser Beispielszenario

» Modell(programmier)sprache WHILE
» Syntax und Semantik

» Semantikdefinitionsstile
1. Operationelle Semantik
1.1 GroBschritt-Semantik: Natiirliche Semantik
1.2 Kleinschritt-Semantik: Strukturell operationelle
Semantik
2. Denotationelle Semantik
3. Axiomatische Semantik

Kap. 1
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Intuitiv

» Operationelle Semantik _
ap.

Die Bedeutung eines (programmiersprachlichen) Konstrukts
ist durch die Berechnung beschrieben, die es bei seiner Aus-
fihrung auf der Maschine induziert. Wichtig ist insbesondere,
wie der Effekt der Berechnung erzeugt wird.

» Denotationelle Semantik
Die Bedeutung eines Konstrukts wird durch mathematische
Objekte modelliert, die den Effekt der Ausfiihrung der Kon-
strukte reprasentieren. Wichtig ist einzig der Effekt, nicht wie
er bewirkt wird.

» Axiomatische Semantik
Bestimmte Eigenschaften des Effekts der Ausfiihrung eines
Konstrukts werden als Zusicherungen ausgedriickt.
Bestimmte andere Aspekte der Ausfiihrung werden dabei
i.a. ignoriert.
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Kapitel 1.1

Motivation
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Motivation

...formale Semantik von Programmiersprachen einzufiihren:

Die (mathematische) Rigorositat formaler Semantik

» erlaubt Mehrdeutigkeiten, Uber- und Unterspezifikationen
naturlichsprachlicher Beschreibungen aufzudecken und
aufzulosen

» bietet die Grundlage fiir vertrauenswirdige Implementie-
rungen der Programmiersprache, fiir die Analyse, Verifi-
kation und Transformation von Programmen
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Unsere Modellsprache

» Die (Programmier-) Sprache WHILE
» Syntax
» Semantik

R e e e e

» Semantikdefinitionsstile

...woflr sie besonders geeignet sind und wie sie in
Beziehung zueinander stehen:

» Operationelle Semantik (~ Sprachimplementierung)
» Natiirliche Semantik
» Strukturell operationelle Semantik
» Denotationelle Semantik (~ Sprachdesign)
» Axiomatische Semantik (~» Anwend'gsprogrammierung)

» Beweiskalkiile fiir partielle und totale Korrektheit
» Korrektheit, Vollstandigkeit
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Kapitel 1.2
Modellsprache WHILE
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Modellsprache WHILE

WHILE, der sog. “while”-Kern imperativer Programmier-
sprachen, besitzt:

v

Zuweisungen (einschlieBlich der leeren Anweisung)

v

Fallunterscheidungen

while-Schleifen

v

v

Sequentielle Komposition

Bemerkung: WHILE ist “schlank”, doch Turing-machtig!
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Syntax und Semantik von WHILE im Uberblick

» Syntax: Programme der Form:
m = x:=a| skip |
if b then 7y else m; fi |
while b do 7 od |
T, T2
» Semantik: Zustandstransformationen der Form:
[7] X=X

mit X=4r {0 | 0 : Var — ID} Menge aller Zustande iiber
der Variablenmenge Var und geeignetem Datenbereich ID.

(In der Folge werden wir fiir ID meist die Menge der ganzen
Zahlen Z betrachten. Notationelle Konventionen: Der Pfeil
— bezeichnet totale Funktionen, der Pfeil < partielle Funk-

tionen; das Zeichen =4 steht fiir “definitionsgemaB gleich”.) Gp, 14



Syntax von Zahlwortern und Ausdriicken

Zahlworter (Numerale)

z == 0]1]2|...]9 ©

n = z|nz

Arithmetische Ausdriicke

a o= n|x|a+a|axa|a—ala/al...

Wahrheitswertausdriicke (Boolesche Ausdriicke)

b = true]|false|
31232|317é32|31<32|31§32|...|
by A by | by V by | by
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Vereinbarungen

In der Folge bezeichnen wir mit:

v

Var die Menge der Variablen, x € Var

v

Num die Menge der Zahlworter, n € Num

v

Aexpr die Menge arithmetischer Ausdriicke, a € Aexpr

v

Bexpr die Menge Boolescher Ausdriicke, b € Bexpr

v

Prg die Menge aller WHILE-Programme, 7™ € Prg
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Ausblick

In der Folge betrachten wir im Detail:

» Operationelle Semantik

» Natiirliche Semantik: [ ], : Prg = (X — X)
» Strukturell operationelle Semantik:
[los:Prg—=(X—=1X)

» Denotationelle Semantik: [ ] : Prg = (X — X)

» Axiomatische Semantik: ...hat abweichenden Fokus!

...und deren Beziehungen zueinander, d.h. die Beziehungen

zwischen
|[ ]]sos7 |I ]]ns und |I ]]ds
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Kapitel 1.3

Semantik von Ausdriicken
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Motivation

Die Semantik von WHILE stutzt sich ab auf die Semantiken s
von

» Zahlwortern
» arithmetischen Ausdriicken

» Wahrheitswertausdriicken

und den Begriff der

» Speicherzustande

Diese sind daher zunachst festzulegen.
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Speicherzustande

Die Menge der (Speicher-) Zustande ist gegeben durch
» Y=y {o|lo:Var—2Z}

wobei
> Z:df {...,—1, —2,0, ].7 2, .. }

die Menge der ganzen Zahlen bezeichnet.
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Semantik von Zahlwortern

[-1y: Num— Z ist induktiv definiert durch

> IIO]]N:dfO' . [[9]]N:dfg
» [nily=ar plus(mal(10,[ n],),[i1y) i € {0,...,9}

> [ — nly=ar minus([ n]y)

Bemerkungen:

» 0, 1, 2,... bezeichnen syntaktische Entitaten, Darstel-
lungen von Zahlen; 0, 1, 2, ... bezeichnen semantische
Entitaten, hier ganze Zahlen: Z=4 {...,0, 1,2, ...}

» plus,mal : ZZ x Z — Z, minus : Z — Z bezeichnen se-
mantische Operationen, hier die tbliche Addition, Multi-
plikation und Vorzeichenwechsel auf Z.

» Die Semantik von Zahlwortern ist zustandsunabhangig.
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Semantik arithmetischer und Wahrheitswert-
ausdrucke

Semantik
» arithmetischer Ausdriicke: [.], : Aexpr — (X — Z)
» Wahrheitswertausdriicke: [.]5 : Bexpr — (X — IB)

wobei
» Z=4r {...,0, 1,2 ...} die Menge ganzer Zahlen
» IB=, {wahr, falsch} die Menge der Wahrheitswerte

bezeichnen.
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Semantik arithmetischer Ausdriicke
[.14: Aexpr— (X — Z) ist induktiv definiert durch

> [n]alo)=ar[n]n
> [x]a(0)=ar o(x) 5
> [a1 + a2 ] 4(0)=ar plus([ a1 ] 4(0), [ a2 1 4())
> [a1* a2 ] 4(0)=ar mal([ a1 ] 4(0). [ 22 ]a(0))
» [a1 — a2 ] s(0)=ar minus([ a1 ] 4(0), [ a2 14(0))
» ... (andere Operatoren analog)
wobei

» plus, mal, minus : Z x Z — Z die ubliche Addition,
Multiplikation und Subtraktion auf Z bezeichnen.

Bemerkung:
» +, %, — bezeichnen syntaktische Entitaten (kurz: Opera-
toren); plus, mal, minus bezeichnen semantische Entita-

ten (kurz: Operationen)
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Semantik Boolescher Ausdriicke (1)

[.1s: Bexpr— (X — IB) ist induktiv definiert durch

> [ true ] g(0)=a4r wahr
» [ false | g(o)=ar falsch
> [a1 = a2 ]g(0)=ar

{ wahr  falls gleich([ a1 ] 4(0), [ a2 ]4(0))
falsch sonst

» ... (andere Relatoren (z.B. <, <, ...) analog)

> [-bls(0)=ar neg([ b15(0))
> [ b1/ by ] g(0)=ar und([ b1 Jg(0), [ b2 15(0))
> [ b1V by [ g(0)=ar oder([ b1 ]5(0), [ b2]5())
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Semantik Boolescher Ausdriicke (2)

Dabei bezeichnen

» wahr und falsch die Wahrheitswertkonstanten “wahr”
und “falsch”

» und, oder :IB xIB — IB und neg :IB — IB die lbliche
zweistellige logische Konjunktion und Disjunktion und
einstellige Negation auf IB

» gleich : Z x Z — IB die ubliche Gleichheitsrelation auf Z
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Semantik Boolescher Ausdriicke (3)

Bemerkung: 13

» Beachte auch hier den Unterschied zwischen den syntak-
tischen Entitaten true und false und ihren semantischen
Gegenstiicken wahr und falsch

» Beachte ebenso den Unterschied zwischen den

» Relatoren =, >, < (syntaktische Entitaten) und den Re-
lationen gleich, gréBer, kleiner (semantische Entitédten)

» Operatoren =, A, V (syntaktische Entitaten) und den
Operationen neg, und, oder (semantische Entitaten)
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Kapitel 1.4

Syntaktische und semantische Substitution
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Freie Variablen

» arithmetischer Ausdriicke:

FV(n) = 0
FV(x) = {x} 14
FV(a]_ + 32) = FV(al) U FV(az)

» Boolescher Ausdrucke:

FV(true) = 0

FV(false) = 0
FV(31 = 82) = FV(al) U FV(az)
FV(by A by) : FV(by) U FV(b,)
FV(biV b)) = FV(b)UFV(b)

FV(=b) = FV(b)
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Eigenschaften von [ ], und [ |5

Lemma 1.4.1
Seien a € AExpr und 0,0’ € ¥ mit o(x) = o’(x) fiir alle
x € FV(a). Dann gilt:

[ala(o) = [ala(o")

1.4

Lemma 1.4.2
Seien b € BExpr und 0,0’ € ¥ mit o(x) = o’(x) fir alle
x € FV(b). Dann gilt:

[bﬂs(a) = [[b]]B(UI)
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Syntaktische und semantische Substitution

Von zentraler Bedeutung:

» Der Substitutionsbegriff!

Substitution tritt in zwei Spielarten in Erscheinung:
» Syntaktische Substitution

» Semantische Substitution

Der Zusammenhang von syntaktischer und semantischer
Substitution wird beschrieben durch:

» Das Substitutionslemma 1.4.5
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Syntaktische Substitution

Definition 1.4.3 (Syntaktische Substitution)

Die syntaktische Substitution fiir arithmetische Terme ist eine
dreistellige Abbildung

1.4

|[-/-] - Aexpr x Aexpr x Var — Aexpr
die induktiv definiert ist durch:

n[t/x] =g n fir n € Num

_ t fallsy =x
ylt/x] =ar {y sonst

(t1 op &)[t/x] =ar (t[t/x] op ta[t/x]) fiir op € {+,%,—,...}
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Semantische Substitution

1.4

Definition 1.4.4 (Semantische Substitution)

Die semantische Substitution ist eine dreistellige Abbildung
|/]:£XxZ xVar — ¥

die definiert ist durch:

z falls y = x
o(y) sonst

T2/ =r {
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Substitutionslemma

Zusammenhang von syntaktischer und semantischer
Substitution:

Lemma 1.4.5 (Substitutionslemma)

[elt/x]1a(0) =T elaloll t]alo)/x])

wobei
» [t/x] die syntaktische Substitution und
» [[t]4(0)/x] die semantische Substitution

bezeichnen.

Analog gilt ein entsprechendes Substitutionslemma fiir [ ] .

44/1029



Kapitel 1.5

Induktive Beweisprinzipien

45/1029



Induktive Beweisprinzipien (1)

Grundlegend: L5

» Vollstandige Induktion
» Verallgemeinerte Induktion
» Strukturelle Induktion

...zum Beweis einer Aussage (insbesondere der drei Lemmata
in Kapitel 1.4).
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Induktive Beweisprinzipien (2)

Sei A eine Aussage, S eine (induktiv definierte) Struktur und
bezeichne Komp(s) die Menge der Komponenten von s € S.

Die Prinzipien der 15

» vollstandigen Induktion

(A(1) A (Vne IN.A(n)=A(n+1))) = VnelN. A(n)
» verallgemeinerten Induktion

(Vn€IN. (Vm < n.A(m))=A(n)) = VnelIN.A(n)
» strukturellen Induktion

(Vs e S.Vs' € Komp(s). A(s'))=A(s)) = VseS. A(s)
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Induktive Beweisprinzipien (3)

Bemerkungen:

» Vollstandige, verallgemeinerte und strukturelle Induktion
sind gleich machtig.

» Abhangig vom Anwendungsfall ist oft eines der Indukti-
onsprinzipien zweckmaBiger, d.h. einfacher anzuwenden.

Zum Beweis von Aussagen Ulber induktiv definierte Daten-
strukturen ist i.a. das Prinzip der strukturellen Induktion
am zweckmaBigsten.
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.4.1 (1)

...durch strukturelle Induktion (iiber den induktiven Aufbau
arithmetischer Ausdriicke)

Seien a € AExpr und 0,0’ € ¥ mit o(x) = o'(x) fiir alle
x € FV(a).
Induktionsanfang:

Fall 1: Sei a= n, n € Num.

Mit den Definitionen von [ ], und [ ], erhalten wir unmit-
telbar wie gewiinscht:

[ala(0)=Dnlalo) =[]y =0nlale") =[2a]ale)
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.4.1 (2)

Fall 2: Sei a = x, x € Var.

Mit der Definition von [ ], erhalten wir auch hier wie ge-
wiunscht:

[ala(0) =[x1a(0) =0(x) =0 (x) =[x 1a(0) =[ 2] a(o")
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.4.1 (3)

Induktionsschluss:

Fall 3: Sei a = a; + a», a1, a» € Aexpr

Wir erhalten wie gewiinscht: 15
[21a(0)
(Wahlvon a) = [ai+ax],(o

(o)
(Def.von [14) = plus([ a1 1a(0), [ 22 ]a(0))
(Induktionshypothese fiir a1, a) = plus([ a1 ]4(c"), [ a214(c"))
(

(Def.von [ ]4) = [ai+a], ')

)
a2)
)
(Wahlvon a) = [a],(o)

Ubrige Falle: Analog. g.e.d.
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Kapitel 1.6

Semantikdefinitionsstile
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Motivation

Die Semantik einer Programmiersprache kann auf verschiedene
Weise festgelegt werden. Wir sprechen hier von unterschied-

lichen Definitionsstilen. Sie gewahren eine unterschiedliche 16
Sicht auf die Bedeutung der Sprache und richten sich daher

implizit an andere Adressaten.

Besonders grundlegend und wichtig sind der

» operationelle
» denotationelle

» axiomatische

Definitionsstil.
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Intuition und Ausblick

» Sprach- und Anwendungsimplementierersicht
» Operationelle Semantik 16

» Strukturell operationelle Semantik (small-step
semantics)
» Natiirliche Semantik (big-step semantics)

» Sprachentwicklersicht
» Denotationelle Semantik

» (Anwendungs-) Programmierer- und Verifizierersicht
» Axiomatische Semantik
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Kapitel 1.7

Literaturverzeichnis, Leseempfehlungen
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 1 (1)

[§ Mordechai Ben-Ari. Mathematical Logic for Computer ]

Science. 2. Auflage, Springer-V., 2001. (Chapter 9.2, 17
Semantics of Programming Languages)
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 1 (2)
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Static Analysis by Abstract Interpretation of Embedded
Critical Software. ACM Software Engineering Notes
36(1):1-8, 2011.

@ Al Bessey, Ken Block, Ben Chelf, Andy Chou, Bryan
Fulton, Seth Hallem, Charles Henri-Gros, Asya Kamsky,
Scott McPeak, Dawson Engler. A Few Billion Lines of
Code Later: Using Static Analysis to Find Bugs in the Real
World. Communications of the ACM 53(2):66-75, 2010.
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 1 (3)

[d Gilles Dowek. Principles of Programming Languages. -
Springer-V, 2009. (Chapter 1, Imperative Core; Chapter i
1.1, Five Constructs) 7

[d Gerhard Goos, Wolf Zimmermann. Programmiersprachen.
In Informatik-Handbuch, Peter Rechenberg, Gustav
Pomberger (Hrsg.), Carl Hanser Verlag, 4. Auflage,
515-562, 2006. (Kapitel 2.2, Elemente von Programmier-
sprachen: Syntax, Semantik und Pragmatik, Syntaktische
Eigenschaften, Semantische Eigenschaften)

[ Steve P. Miller, Michael W. Whalen, Darren D. Cofer.
Software Model Checking Takes Off. Communications of
the ACM 53(2):58-64, 2010.
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 1 (4)

11

18

[§ Hanne Riis Nielson, Flemming Nielson. Semantics with -
Applications: A Formal Introduction. Wiley, 1992.
(Chapter 1, Introduction)

[@ Hanne Riis Nielson, Flemming Nielson. Semantics with
Applications: An Appetizer. Springer-V., 2007. (Chapter
1, Introduction)

8 Glynn Winskel. The Formal Semantics of Programming
Languages: An Introduction. MIT Press, 1993.
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Kapitel 2
Operationelle Semantik von WHILE
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Operationelle Semantik von WHILE

Kap. 2

...die Bedeutung eines (programmiersprachlichen) Konstrukts ist
durch die Berechnung beschrieben, die es bei seiner Ausfiihrung
auf der Maschine induziert. Wichtig ist, wie der Effekt der Berech-
nung erzeugt wird.
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21

Kapitel 2.1

Strukturell operationelle Semantik
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Strukturell operationelle Semantik (small-step
semantics)

21

...beschreibt den Ablauf der einzelnen Berechnungsschritte, die
stattfinden; daher auch die Bezeichnung Kleinschritt-Semantik.
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Literaturhinweise
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Strukturell operationelle Semantik (1)

Die strukturell operationelle Semantik (SO-Semantik) von
WHILE (im Sinne von Gordon D. Plotkin)

» ordnet jedem Programm 7 als Bedeutung eine partiell
definierte Zustandstransformation

PEEED
ZU.

Das zugehorige

» Zustandstransformationsfunktional [ . ], der strukturell
operationellen Semantik

[-].:Prg—(X—X)

definieren wir in der Folge im Detail.

21

65/1029



Strukturell operationelle Semantik (2)

21

Intuitiv:

» Die SO-Semantik beschreibt den Berechnungsvorgang
von Programmen 7 € Prg als Folge elementarer
Speicherzustandsiibergange.

Zentral dafur:
» Der Begriff der Konfiguration!
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Konfigurationen

Wir unterscheiden:

» Nichtterminale bzw. (Zwischen-) Konfigurationen ~y der
Form (m, 0):
...das (Rest-) Programm 7 ist auf den (Zwischen-)
Zustand o anzuwenden.

» Terminale bzw. finale Konfigurationen v der Form o
...der Zustand o ist der Resultatzustand nach Ende der
(reguldren) Berechnung.

Vereinbarung:

» =4 (Prg x ¥) U X bezeichne die Menge aller Konfigu-
rationen, v € I'.

21
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SOS-Regeln von WHILE — Axiome (1)

[skiPsos]  HrmoT=S4 21

[asssos]  =to=0e a0/

. tt — —
e (if b then =, else =, fi,0)=>(r1,0) [615(c) = wahr

. ff - —
[ifsos] (if b then =, else m, fil.o)=>(m,0) [615(c) =falsch

while b do = od,s)=>(if b then =; while » do = od else skip fi,0)

[whilesos] <
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SOS-Regeln von WHILE — Regeln (2)

21

(m1,0)=> (771,0")

(my;ma,0)=> <7T1;7T2,CT/>

[comp,]

2 (m1,0) =>o’
[compsos] (m1;m2,0)=>>(m2,07)
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Sprechweisen

Wir unterscheiden:

» Pramissenlose Regeln, sog. Axiome, der Form

Konklusion [Randbedingung(en)]

» Pramissenbehaftete Regeln, sog. (echte) Regeln, der Form

Pramisse(n .
—Konklusign) [Randbedingung(en)]
mit optionalen Randbedingungen (Seitenbedingungen) wie

z.B. im Axiom [ifff ] in Form von [ b] (o) = falsch.

21
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Beobachtung

21

Im Fall der SO-Semantik von WHILE haben wir also:

» 5 Axiome
...fur die leere Anweisung, Zuweisung, Fallunterscheidung
und while-Schleife.

» 2 Regeln
...fur die sequentielle Komposition.
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Berechnungsschritt, Berechnungsfolge

» Ein Berechnungsschritt ist von der Form y

(myo) =~ mit yel=4¢(PrgxX)UL
» Eine Berechnungsfolge eines Programms 7 angesetzt auf

einen (Start-) Zustand o € ¥ ist

» eine endliche Folge 7o, ..., v« von Konfigurationen mit
Yo = (m,0) und v; => ~;41 firalle i € {0,..., k — 1},
» eine unendliche Folge von Konfigurationen mit
Yo = (m,0) und v; => ~;41 fiir alle i € IN.
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Eigenschaften von Berechnungsfolgen

21

Definition 2.1.1 (Terminierung und Divergenz)

Eine maximale (d.h. nicht mehr verldngerbare) Berechnungs-
folge heiBt

» regular terminierend, wenn sie endlich ist und die letzte
Konfiguration aus ¥ ist

» divergierend, falls sie unendlich ist

» irregular terminierend sonst (z.B. Division durch 0)
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Beispiel 1(4)

Sei
» 0 € X mito(x) =3
» 7 € Prg mit
m=y:=1; whilex<>1doy:=yx*xx; x:=x—1od
(Bemerkung: = steht fiir ‘syntaktisch identisch’)

Bestimme

» die von der Anfangskonfiguration ‘7w angesetzt auf o’
(y =1, whilex<>1doy:=yxx; x:=x—1o0d,0)

induzierte Berechnungsfolge.

21
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Beispiel 2(4)

(y =1, whilex <>1doy:=yxx; x:=x—1o0d,0)
=> (whilex<>1ldoy:=yxx; x:=x—1o0d,0[1/y])
= (fx<>1

21

then y ==y xx; x:=x—1,
while x <>1doy:=yx*x; x:=x—1od
else skip fi,o[1/y])
= (y=yx*xx; x:=x—1,
while x <>1doy:=y*x; x:=x—1o0d,0[1/y])
= (x :=x—1;
while x <>1doy :=yxx; x:=x—1o0d,(c[1/y])[3/y])

(£ (x:=x-1,
while x <>1doy:=yx*x; x:=x—10d,0[3/y])) )

75/1029



Beispiel 3(4)

= (fx<>1 21
theny .=y *xx; x:=x—1;
while x <>1doy:=yxx; x:=x—1od
else skip fi, (c[3/y])[2/x])
= (yi=yx*xx; x:=x—1,
while x <> 1doy :=yxx; x:=x—1o0d,(c[3/y])[2/x])
= (x:=x-1,
while x <>1doy :=yxx; x :=x—1o0d,(c[6/y])[2/x])
=> (while x <>1doy:=y=x*x; x:=x—1o0d,(c[6/y])[1/x])
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Beispiel 4(4)

= (ifx<>1
then y ;= y xx; x = x —1;
while x <>1doy :=yx*x; x:=x—1od
else skip fi, (o[6/y])[1/x])
=> (skip,(a[6/y])[1/x])
= (o[6/y]I1/x
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Detailbetrachtung zum Beispiel 1(3)

(y :=1; whilex<>1doy:=yx*x; x:=x—10d,0)
2

([35550517

Ll

[comp2,]) => (while x <>1doy:=yx*x; x:=x—10d,0[1/y])

steht vereinfachend fir:

[ass

]
T (v =1, 6 =) o (Vy

[comp2 ]
sos
<y :=1; while x <> 1 do y := y*x; x := x-1 od,

c) EEEE§;>

<while x <> 1 doy := y*x; x := x-1 od, O [1/y] >
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Detailbetrachtung zum Beispiel 2(3)

(while x <>1doy :=yxx; x:=x—1o0d,0[1/y])
[whilesos] = (if x <>1 21
then y ;= y x x; x :=x —1;
while x <>1doy:=yx*x; x:=x—1od
else skip fi,o[1/y])

steht vereinfachend fir:

[while ]

sos

<while x <> 1 doy := y*x)x; x := x-1 od, O [1/y] > :>
<if x <> 1 then y:= y*x; x := x-1;
while x <> 1 do y := y*x; x := x-1 od

else skip fi, O [l/y]>
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Detailbetrachtung zum Beispiel 3(3)

(y:=yxx; x:=x—1);
while x <>1doy:=yxx; x:=x—1o0d,0[1/y])2
([asssos],
[compZ,].
[compl,]) = (x:=x-—1;
while x <>1doy:=yxx; x:=x—1od,

(e[1/yDI3/¥1)

steht vereinfachend fur:

lass ;o4
. (v = vo%, 6 (Uy1 Y= (G [ Vy]) (3/9] )
[CompSOS]
{y = yox; % 1= %1, 6 (Uy1) 7—> (x = %1, (@ (V¥ B/y1 )
1
[comp ]
sos
{ty := y*x; x := x-1); while x <> 1 do y := y*x; x := x-1 od, G [1/y]) :>
x := x-1; while x <> 1 do y := y*x; x := x-1 od, ( G [1/y])[3/y] >
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Determinismus der SOS-Regeln

Lemma 2.1.2 21
VrePrg, ok, v,v €erl.
(m,0)=>y N(m,0)=>+ = v=+

Korollar 2.1.3

Die von den SOS-Regeln fiir eine Konfiguration induzierte
Berechnungsfolge ist eindeutig bestimmt, d.h. deterministisch.

Salopper, wenn auch weniger prazise:
Die SO-Semantik von WHILE ist deterministisch!
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Das Semantikfunktional [ ]

Dank Korollar 2.1.3 ist es sinnvoll festzulegen:

SOS

21

Definition 2.1.4 (SO-Semantik)

Die strukturell operationelle Semantik von WHILE ist gegeben
durch das Funktional

[-].:Prg—=(X—1X)

das definiert ist durch:

o falls (7, 0)=>*0’

VrePrg oecX [n],.(0)=ar { undef  sonst

Bemerkung: =>* bezeichnet die reflexiv-transitive Hille

von =>.
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Variante induktiver Beweisfiihrung

Induktion Uber die Lange von Berechnungsfolgen: 2
» Induktionsanfang
» Beweise, dass A fiir Berechnungsfolgen der Lange 0 gilt.

» Induktionsschritt
» Beweise unter der Annahme, dass A fiir Berechnungs-
folgen der Lange kleiner oder gleich k gilt (Induktions-
hypothese!), dass A auch fiir Berechnungsfolgen der
Lange k + 1 gilt.
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Anwendung

Induktive Beweisfiihrung tiber die Lange von Berechnungsfol- 21
gen ist typisch zum Nachweis von Aussagen uiber Eigenschaf-
ten strukturell operationeller Semantik.

Ein Beispiel hierfur ist der Beweis des folgenden Lemmas:

Lemma 2.1.5
Vr, 7' € Prg, 0,0 € ¥, k € IN. ((mry; w2, 0)=%0") =

o' €L, ki, ko € IN. (kyt+ky = k A (1, 0)=>R0" A (1, 0" Y =>"20")
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Kapitel 2.2

Naturliche Semantik
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Natiirliche Semantik (big-step semantics)

22

...beschreibt wie sich das Gesamtergebnis der Programmausfiihrung
ergibt; daher auch die Bezeichnung GroBschritt-Semantik.
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Natiirliche Semantik (1)

Die natirliche Semantik (N-Semantik) von WHILE

» ordnet jedem Programm 7 als Bedeutung eine partiell
definierte Zustandstransformation

Y=Y
ZU.

Das zugehorige

» Zustandstransformationsfunktional [ . ], der natiirlichen
Semantik
[.],.:Prg—(X—=X)

definieren wir in der Folge im Detail.
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Natiirliche Semantik (2)

Intuitiv: 22

» Die N-Semantik ist am Zusammenhang zwischen initialem
und finalem Speicherzustand einer Berechnung eines
Programms 7 € Prg interessiert.

Zentral auch hier:

» Der von der SO-Semantik bekannte Begriff der Konfigu-
ration.
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NS-Regeln von WHILE (1)

[Skipns] (skip,o)—c

(x=t,o)=a[[ t]alo)/x]

[assps]

(m1,0)—=0’ (m2,0") =0
(m1;m2,0)—0

[compps]
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NS-Regeln von WHILE (2)

- (m1,0) = o’ B
[ifns (if b then =, else =, fi,o)—0o [615(c) = wahr
[(fff] o \12:0) =0 [ b]4(c) = falsch
nsl - if b then =, else =, fi,o)—o’ B
. w,0) — o', (while b do 7 od, 0’) — o”
[whilep o) (whi<|e b do = od,o)—a” : [6]5(c)=wahr
[while] — [ b]g(c)="falsch

(while » do = od,s)—0o
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Beispiel 1(2)
Sei 0 € ¥ mit o(x) = 3. 22
Dann gilt:

(y:=1 whilex#1ldoy:=yxx; x:=x—1o0d, o)
— 0[6/y][3/x]

01/1029



Beispiel 2(2)

22

Das gleiche Beispiel in “etwas” gefalligerer Darstellung:

lass ]
o131 " (= xe1o M)

fass )

o [3y) (2]

{y=ys oliy)

feomp, |
(y=yrix=x-1allyl) o [3y] (2] T
fass, 1 while! ]
fcomp,_1 ) ol Cwhile x> 1doy = yxix = x1 oo [151) —— o 16ly] 1151
{yi=tiwhilex <> 1doy = y*xi x = x-1 0d6) —— o161 [1x]

ximxlo 611251 ) —— ol6y] [Ux]

[while!” |

.0 169) (18] ) L6yl [1x]

X x = x-10 (301 (2] ) —— o (6] (U] while x < 1 doy = y*x: x = x

{while x < 1doy = y#x; x = x-1 od.0 331 [25x] ) —— o631 [1/x]
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Determinismus der NS-Regeln

Lemma 2.2.1 21
VrePrg, ceX, v,y el (mo) > yANmo)—=~+ = y=+

Korollar 2.2.2

Die von den NS-Regeln fiir eine Konfiguration induzierte finale
Konfiguration ist (sofern definiert) eindeutig bestimmt, d.h.
deterministisch.

Salopper, wenn auch weniger prazise:
Die N-Semantik von WHILE ist deterministisch!
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Das Semantikfunktional | ],

Dank Korollar 2.2.2 ist es sinnvoll festzulegen:

22

Definition 2.2.3 (N-Semantik)

Die naturliche Semantik von WHILE ist gegeben durch das
Funktional

[.],.:Prg—(X—=1X)
das definiert ist durch:

o' falls (7,0) — o’

Ve Prg7 oS I |[7T]]ns(a):df { undef sonst
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Variante induktiver Beweisfiihrung

Induktion tiber die Form von Ableitungsbaumen:

» Induktionsanfang
» Beweise, dass A fiir die Axiome des Transitionssystems
gilt (und somit fiir alle nichtzusammengesetzten Ablei-
tungsbaume).

» Induktionsschritt
» Beweise fiir jede echte Regel des Transitionssystems
unter der Annahme, dass A fiir jede Pramisse dieser
Regel gilt (Induktionshypothese!), dass A auch fiir die
Konklusion dieser Regel gilt, sofern die (optional vor-
handenen) Randbedingungen der Regel erfiillt sind.

22
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Anwendung

22

Induktive Beweisfiihrung tber die Form von Ableitungsbaumen
ist typisch zum Nachweis von Aussagen tiber Eigenschaften
naturlicher Semantik.

Ein Beispiel hierfiir ist der Beweis von Lemma 2.2.1!
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Kapitel 2.3

Strukturell operationelle und natiirliche
Semantik im Vergleich
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Strukturell operationelle Semantik
Der Fokus liegt auf

» individuellen Schritten einer Berechnungsfolge, d.h. auf
der Ausfuhrung von Zuweisungen und Tests

23
Intuitive Bedeutung der Transitionsrelation (7, o)=>7 mit
7 von der Form (7’, ') oder ¢’: Die Transition beschreibt
den ersten Schritt d. Berechnungsf. v. m angesetzt auf o.

Dabei sind folgende Ubergange moglich:

» 7 ist von der Form (7, o’):
Die Abarbeitung von 7 ist nicht vollstandig; das Restpro-
gramm 7’ ist auf o’ anzusetzen. Ist von (7, 0’} kein
Transitionsiibergang moglich (z.B. Division durch 0), so
terminiert die Abarbeitung von 7 in {7/, o’) irregular.

» ~ ist von der Form o:
Die Abarbeitung von 7 ist vollstandig; 7 angesetzt auf o

terminiert in einem Schritt in ¢’ regular.
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Naturliche Semantik

Der Fokus liegt auf

» Zusammenhang von initialem und finalem Zustand einer >
Berechnungsfolge

Intuitive Bedeutung von
(m,0) =~

mit ~ von der Form ¢’ ist: m angesetzt auf initialen
Zustand o terminiert schlieBlich im finalen Zustand o”.
Existiert ein solches ¢’ nicht, so ist die N-Semantik
undefiniert fur den initialen Zustand o.
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Zusammenhang von [ |

S0Ss und |[ ]Ins

Lemma 2.3.1
V7 € PrgVo,0 €X. (1,0) = = (1,0)="0 23

Beweis durch Induktion tiber den Aufbau des Ableitungsbaums
fir (m,0) — o’

Lemma 2.3.2
Vr € Prg,Vo,0' € LYk cIN. (1,0)=*0¢" = (r,0) = o

Beweis durch Induktion tiber die Lange der Ableitungsfolge
(m,0)=>ko', d.h. durch Induktion iiber k.
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Aquivalenz von SO- und N-Semantik

28

Aus Lemma 2.3.1 und Lemma 2.3.2 folgt:

Theorem 2.3.3 (Aquivalenz von [ ], und [ ]..)

V7 € Prg [ﬂ]]sos:ﬂﬁ]]ns
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Kapitel 2.4
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
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Kapitel 3
Denotationelle Semantik von WHILE
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Denotationelle Semantik von WHILE

Kap. 3

...die Bedeutung eines Konstrukts wird durch mathematische
Objekte modelliert, die den Effekt der Ausfiihrung der Konstrukte
reprasentieren. Wichtig ist einzig der Effekt, nicht wie er bewirkt
wird.
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Denotationelle Semantik
Die denotationelle Semantik (D-Semantik) von WHILE

» ordnet jedem Programm 7 als Bedeutung eine partiell
definierte Zustandstransformation Ko &

> >
ZU.

Das zugehorige

» Zustandstransformationsfunktional [ . ] . der
denotationellen Semantik

[.-1,:Prg—(X—=X)

definieren wir in der Folge im Detail.
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Vergleich operationeller und denotationeller
Semantik

. . Kap. 3
» Operationelle Semantik ’

...der Fokus liegt darauf, wie ein Programm ausgefiihrt
wird.

» Denotationelle Semantik
...der Fokus liegt auf dem Effekt, den die Ausfuihrung
eines Programms hat: Fur jedes syntaktische Konstrukt
gibt es eine semantische Funktion, die ersterem ein
mathematisches Objekt zuweist, d.h. eine Funktion, die
den Effekt der Ausfiihrung des Konstrukts beschreibt
(jedoch nicht, wie dieser Effekt erreicht wird).
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Kompositionalitat

Zentral fir denotationelle Semantiken: Kompositionalitat! o
ap.

Intuitiv:

» Fir jedes Element der elementaren syntaktischen Kon-
strukte/Kategorien gibt es eine zugehdrige semantische
Funktion.

» Fir jedes Element eines zusammengesetzten syntaktischen
Konstrukts/Kategorie gibt es eine semantische Funktion,
die lber die semantischen Funktionen der Komponenten
des zusammengesetzten Konstrukts definiert ist.
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Kapitel 3.1

Denotationelle Semantik
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Def. Gleichungen der denotationellen Semantik

[ skip],, = Id

[x = t]a(o) = all t]a(0)/A]

II,/Tl; 71—2]]ds: [[Wz]]ds © |[7T1]]ds
[if b then 7y else m, fi] . = cond([ b]g, [ 71 14 [ 72 1)
[ while b do wod ], = FIX F

mit F g = cond([ b15.8 © [ ] 5. i)

Dabei bezeichnen FIX das sog. Zustandstransformationsfunk-
tional und Id : ¥ — ¥ die identische Zustandstransformation
definiert durch: Vo € . Id(0)=4r 0
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Das Hilfsfunktional cond: Fallunterscheidung
Funktionalitat:

cond: (L =>B)Xx (=) Xx(XE=X)—=(X—=1X)
definiert durch

g1 o falls p o = wahr

cond(p,g1,82) 0 =4r { & o falls p o = falsch
undef sonst

Bemerkung zu den Argumenten und zum Resultat von cond:
» 1. Argument: Pradikat (in unserem Kontext partiell defi-
niert; sieche Kapitel 1.3)
» 2. und 3. Argument: Je eine partiell definierte Zustands-
transformation
» Resultat: Ebenfalls eine partiell definierte Zustandstrans-
formation

&l
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Daraus ergibt sich

...fur die Bedeutung der Fallunterscheidung:

[if b then 7 else 7, fi ], o

= Cond(ﬂb]]B7|[7T1 ]]ds7[[7r2 ]]ds) o 2

o falls ([b]g o =wahr A [7m1], o=0")

(
V ([b]g o=falsch A [m2], o=0")
= undef falls ([ b]g o= undef)
V ([b]g o=wahr A [m], o= undef)
V ([b]g o=falsch A [m], o= undef)

Erinnerung:

» In unserem Szenario sind [.], und [. ]z partiell definiert
(z.B. Division durch 0).
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Das Hilfsfunktional FIX

Funktionalitat:
FIX: (E—=X)=» (X —=XY)—=(X—=X)
Im Zshg. mit [ ], wird FIX angewendet auf das Funktional
F:(Z—=Y)=>(X—=Y)
das definiert ist durch:
Fg=cond([blg.g0o[7], Id)
mit b und 7 aus dem Kontext
[ while b do 7 od ],

Beachte:
» FIX ist ein Funktional, das

sog. Zustandstransformationsfunktional.
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Zustandstransformationsfunktional FIX

1. Offenbar miissen if b then (; while b do 7 od) else skip fi
und while b do 7 od denselben Effekt haben.

2. Somit gilt: [while bdo7od], =
cond([ b]g, [while bdo mod ], o[ 7], ld) 3

3. Anwenden von F auf [ while b do 7 od ], liefert gleich-
falls: F [ while b do 7 od ] .=ar

cond([ b]g, [ while bdo mod] o[ 7], Id)
4. Aus 2.) und 3.) folgt damit:
F [ while b do 7 od ], = [ while b do 7 od ],

Das heiBt: Die denotationelle Semantik der while-Schleife
ist ein Fixpunkt des Funktionals F.

In der Folge werden wir sehen: Der kleinste Fixpunkt!
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‘Verniinftigkeit” der definierenden Gleichungen
der denotationellen Semantik

&l

Lemma 3.1.1

Fir alle 7 € Prg ist durch die “Definierenden Gleichungen der
denotationellen Semantik” von der gleichnamigen Folie in
eindeutiger Weise eine (partielle) Funktion definiert.
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Das Semantikfunktional [ ]

Dank Lemma 3.1.1 ist es sinnvoll festzulegen:

&l

Definition 3.1.2 (D-Semantik)

Die denotationelle Semantik von WHILE ist gegeben durch
das Funktional

[.],:Prg—(X—1X)

wobei fiir alle 7 € Prg die Funktion [ 7 ], diejenige gemaB
Lemma 3.1.1 gegebene (partielle) Funktion ist.
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Zusammenhang von [ ], und [ ],

Lemma 3.1.2
Vo e Prg. [n],C[7]

Sos 31

Beweis durch strukturelle Induktion tiber den induktiven
Aufbau von 7.

Lemma 3.1.3
\V/ IS Pl’g ﬂﬂ-]]sos E |[7T]]ds
Beweis Zeige, dass fiir alle 0,0’ € L gilt:

(m,0)="0" = [n](0c)=0".
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Aquivalenz von [ 1 und[ ..

3.1
3.2

43S

Korollar 3.1.4 (Aquivalenz von [ ], und [ ]

SOS)

Vrm e Pl’g |[7T]]d5: |I7T]]sos
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Aquivalenz von [ 7] [7]eps und [ 7],

SOS

&l
32

Aus Theorem 3.1.4 und Theorem 2.3.3 folgt:

Theorem 3.1.5

Vr € Prg. [n], =17l =171,
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Fazit

Die Aquivalenz der strukturell operationellen, natiirlichen und
denotationellen Semantik von WHILE legt es nahe, den se-
mantikangebenden Index in der Folge fortzulassen und verein-
fachend von [ ] als der Semantik der Sprache WHILE zu

sprechen:

&l

[]1:Prg—(X—=X)
definiert durch (z.B.)

[ 1=or [ Lo
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Kapitel 3.2

Fixpunktfunktional
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Zur Bedeutung von FIX F

In der Folge wollen wir die Bedeutung von
» FIX F

genauer untersuchen und aufklaren.
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Zur Bedeutung von FIX F
Erinnerung:
Hilfsfunktional FIX mit Funktionalitat:
FIX:(E=>XY)=»(X=X)—> (X=X
Im Zshg. mit [ ], wird FIX angewendet auf das Funktional
F:(E—=Y)= (X=X

32

das definiert ist durch:
F g=cond([b]g,go 7] Id)
mit b und 7 aus dem Kontext

[ while b do 7 od ] 4

Wir wollen zeigen:
» Die denotationelle Semantik der while-Schleife ist der
kleinste Fixpunkt des Funktionals F.
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Dazu folgende Erinnerung
Aus der Beobachtung, dass

» while b do 7 od dieselbe Bedeutung haben muss wie
if b then (7; while b do 7 od) else skip fi

folgt die Gleichheit von:

» [while b do 7 od ], =cond([ b]g, [ while b domod], o
|I7r]]ds7ld)

Zusammen mit der Definition von F folgt damit:

» [while b do m od ], muss Fixpunkt des Funktionals F sein,
das definiert ist durch

F g=cond([blg,go[m]4Id)
Das heiBt, es muss gelten:

F([ while b do 7 od ], ) = [while bdo 7 od],

Dies fiihrt uns zu einer kompositionellen Definition von
[ while b do 7 od ] ;. und damit insgesamt von [ ]...

32
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Unser Arbeitsplan

Wir benotigen:

» Einige Resultate aus der Fixpunkttheorie.

32

Diese erlauben uns:

» Nachzuweisen, dass diese Resultate auf unsere Situation
anwendbar sind.

Dabei wird vorausgesetzt:

» Mathematische Grundlagen tiber Ordnungen, CPOs,
Stetigkeit von Funktionen und benotigte Resultate
dartiber, insbesondere das Fixpunkttheorem.

Diese Grundlagen sind im Anhang zusammengefasst.
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Folgende drei Eigenschaften

...werdend entscheidend sein:

1. [X < X] kann vollstandig partiell geordnet werden.

2. F ist im Anwendungskontext stetig.
3. Fixpunktbildung wird im Anwendungskontext ausschlieB-
lich auf stetige Funktionen angewendet.

Insgesamt folgt aus diesen Eigenschaften die Wohldefiniertheit

von
[1,:Prg—(X—=X)

32
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Ordnung auf Zustandstransformationen

Bezeichne

» [ — X] die Menge der partiell definierten Zustands-
transformationen.

32

Wir definieren folgende Ordnung(srelation) auf [ — XJ:
g C g < Vo € X. g odeiniert =0 = g o definiert =o'

mit £1,8 € [Z — Z]

Lemma 3.2.1
L. ([X — X],C) ist eine partielle Ordnung.

2. Die total undefinierte (d.h. nirgends definierte) Funktion
L :X =% mit L o=undef fir alle 0 € ¥ ist kleinstes
Element in ([X — X],C).
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Ordnung auf Zustandstransformationen

Es gilt sogar:

Lemma 3.2.2

Das Paar ([X — X],C) ist eine vollstandige partielle Ordnung
(CPO) mit kleinstem Element L.

82

Weiters gilt:

Die kleinste obere Schranke | | Y einer Kette Y ist gegeben

durch
graph(| | Y)=U/{eraph(g) g € Y}
Das heiBt: (| |Y)o=0 < JgecVY.go=0o
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Graph einer totalen Funktion

Definition 3.2.3 (Graph einer totalen Funktion)
Der Graph einer totalen Funktion f : M — N ist definiert durch

graph(f)=ar {(m,n) € M x N|f m=n}
Fur totale Funktionen gilt:
» (m,n) € graph(f) N (m,n") € graph(f) = n=n'

(rechtseindeutig)
» Vme M. 3 ne N. (m,n) € graph(f) (linkstotal)
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Graph einer partiellen Funktion

Definition 3.2.4 (Graph einer partiellen Funktion)

Der Graph einer partiellen Funktion f : M — N mit 32
Definitionsbereich My C M ist definiert durch

graph(f)=g {(m,n) e M x N|f m=nAm e M}

Vereinbarung: Fur f : M < N partiell definierte Funktion auf
Mg C M schreiben wir

» f m=n, falls (m, n) € graph(f)
» f m=undef, falls m & M;

131/102



Stetigkeitsresultate (1)

Lemma 3.2.5
Sei go € [X < X], sei p € [£ < IB] und sei F definiert durch

F gzcond(p,g,go) 32

Dann gilt: F ist stetig.

Vorgriff auf Anhang A:

Seien (C,C¢) und (D,Cp) zwei CPOs und sei f : C — D eine
Funktion von C nach D.

Dann heiBt f

» monoton gdw. V¢,c’ € C. ¢ C¢ !=f(c) Cp f(c')
(Erhalt der Ordnung der Elemente)

» stetig gdw. f monoton und
VO CC f(UeC) =p Upf(C)

(Erhalt der kleinsten oberen Schranken) Sy



Stetigkeitsresultate (2)

Lemma 3.2.6
Sei go € [X < X] und sei F definiert durch

Fg=gogo

Dann gilt: F ist stetig.

82
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Insgesamt

Zusammen mit

Lemma 3.2.7

Die Gleichungen zur Festlegung der denotationellen Semantik
von WHILE definieren eine totale Funktion 32

[ 1, €[Prg—(X— )]
sind wir durch!
Wir konnen beweisen:

Theorem 3.2.8 (Wohldefiniertheit von [ ] )

[1,:Prg—(X—=1X)

ist wohldefiniert!
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Somit wie anfangs angedeutet

Aus

1. Die Menge [X < X] der partiell definierten Zustands-
transformationen bildet zusammen mit der Ordnung C
eine CPO.

2. Funktional F mit "F g=cond(p,g,&)" und “gog"
sind stetig

3. In der Definition von [ ], wird die Fixpunktbildung
ausschlieBlich auf stetige Funktionen angewendet.

32

...ergibt sich wie gewtinscht die Wohldefiniertheit von:

[1,:Prg—=(X—=1X)
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3.3

Kapitel 3.3

Literaturverzeichnis, Leseempfehlungen
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fir Kapitel 3

[

[

Michael J.C. Gordon. The Denotational Description of
Programming Languages. Springer-V., 1979.

Hanne Riis Nielson, Flemming Nielson. Semantics with
Applications: A Formal Introduction. Wiley, 1992.
(Chapter 4, Denotational Semantics)

Hanne Riis Nielson, Flemming Nielson. Semantics with
Applications: An Appetizer. Springer-V., 2007. (Chapter
5, Denotational Semantics; Chapter 6, More on Denota-
tional Semantics)

Joseph E. Stoy. Denotational Semantics: The Scott-
Strachey Approach to Programming Language Theory.
MIT Press, 1981.

Sl

3.3
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Kapitel 4
Axiomatische Semantik von WHILE
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Axiomatische Semantik von WHILE

Kap. 4

...bestimmte Eigenschaften des Effekts der Ausfiihrung eines
Konstrukts werden als Zusicherungen ausgedriickt. Bestimmte
andere Aspekte der Ausfiihrung werden dabei i.a. ignoriert.
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Axiomatische Semantik

Wir betrachten insbesondere: Korrektheit und Vollstandigkeit
der axiomatischen Semantik

Kap. 4

Erinnerung:

» Hoare-Tripel (syntaktische Sicht) bzw.
Korrektheitsformeln (semantische Sicht) der Form

{p} m{q} bzw. [p] 7 [q]

» Gultigkeit einer Korrektheitsformel im Sinne

» partieller Korrektheit
» totaler Korrektheit

140/102



Zwei wegbereitende klassische Arbeiten

Kap. 4

» Robert W. Floyd. Assigning Meaning to Programs.
Proceedings of Symposium on Applied Mathematics,
Mathematical Aspects of Computer Science, American
Mathematical Society, New York, Vol. 19, 19-32, 1967.

» Charles A.R. Hoare. An Axiomatic Basis for Computer
Programming. Communications of the ACM 12:576-580,
583, 1969.
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4.1

Kapitel 4.1

Partielle und totale Korrektheit
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Partielle Korrektheit

Sei m € Prg ein WHILE-Programm und seien p und q zwei
logische Formeln:

Definition 4.1.1 (Partielle Korrektheit) i
Eine Hoaresche Zusicherung {p} 7 {q} heiBt

» giiltig (im Sinne der partiellen Korrektheit) oder kurz
(partiell) korrekt (in Zeichen: =y {p} 7 {q}) gdw fiir
jeden Anfangszustand o gilt:

Ist die Vorbedingung p in o erfiillt und terminiert die zu-
gehorige Berechnung von 7 angesetzt auf o regular in ei-

nem Endzustand ¢’, dann ist auch die Nachbedingung ¢
in o’ erfullt.
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Totale Korrektheit

Sei m € Prg ein WHILE-Programm und seien p und q zwei
logische Formeln:

4.1

Definition 4.1.2 (Totale Korrektheit)

Eine Hoaresche Zusicherung [p] 7 [g] heiBt

» giiltig (im Sinne der totalen Korrektheit) oder kurz (total)
korrekt (in Zeichen: =4 [p] 7 [q]) gdw fiir jeden
Anfangszustand o gilt:

Ist die Vorbedingung p in o erfillt, dann terminiert die
zugehorige Berechnung von 7 angesetzt auf o regular mit
einem Endzustand ¢’ und die Nachbedingung g ist in o’
erfullt.
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Informell

4.1

“Totale Korrektheit = Partielle Korrektheit + Terminierung”
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Eigenschaften von Korrektheitsformeln (1)

Definition 4.1.3 (Charakterisierung) i

Die Zustandsmenge

Ch(p)=ar {0 € 2 |[ p]g(c) = wahr}

heiBt Charakterisierung von p € Bexp.
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Eigenschaften von Korrektheitsformeln (2)

Lemma 4.1.4 (Eigenschaften von
Korrektheitsformeln)
Eine Korrektheitsformel {p} 7 {q} ist

» partiell korrekt (in Zeichen: =, {p} 7 {q}), falls
[71(Ch(p)) < Ch(q)

» total korrekt (in Zeichen: =4 [p] 7 [q]), falls
{p} 7 {q} partiell korrekt ist und Def ([ 7 ]) 2 Ch(p) gilt.

Dabei bezeichnet Def ([ 7 ]) die Menge aller Zustande,
fur die 7 regular terminiert.

4.1

Vereinbarung: [ 7 (Ch(p))=ar {[ 7 ](0) | o € Ch(p)}
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Erinnerung

...an einige Sprechweisen:

Ein (deterministisches) Programm 7

4.1

» angesetzt auf einen Anfangszustand o terminiert regular
gdw. 7 nach endlich vielen Schritten in einem Zustand
o' € ¥ endet.

» angesetzt auf einen Anfangszustand o terminiert irregular
gdw. 7 nach endlich vielen Schritten zu einer
Konfiguration (7', ¢’) fiihrt, fir die es keine
Folgekonfiguration gibt (z.B. wg. Division durch 0).

» Ein Programm 7 heiBt divergent gdw. 7 terminiert fir
keinen Anfangszustand (weder reguldr noch irregular).

148/102



Veranschaulichung (1)

...der Charakterisierung Ch(p) einer logischen Formel p:

4.1

Menge aller Zustinde X

Charakterisierung von p: Ch(p) = X
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Veranschaulichung (2)

...der Giiltigkeit eine Hoareschen Zusicherung {p} m {q} im
Sinne partieller Korrektheit:

Menge aller Zustinde X

Charakterisierung von p: Ch(p) <= X

Definitionsbereich von 7t @ Def([TT1) < ¥,

‘\\ Bild von [ T 1/ fiir Def([L 7T 1)

~_/

0 Bildvon L1 fir Def(I 1) A Ch(p)
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Veranschaulichung (3)

...der Giiltigkeit eine Hoareschen Zusicherung [p] 7 [q] im
Sinne totaler Korrektheit:

Menge aller Zusténde ¥

7777) N ) 41

Def(im)) [

Y 4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

Charakterisierung von p: Ch(p) < X -

Definitionsbereich von 1t : Def([ 1) < ¥

Bild von [ T 1 fiir Def(ITTT)

Bild von (LTI fiir Def([L7T 1) ~ Ch(p)
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Starkste Nachbedingungen, schwachste
Vorbedingungen

4.1

In der Folge:

Prazisierung der Begriffe

» Starkste Nachbedingung
» Schwachste (liberale) Vorbedingung
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Starkste Nach- und schwachste Vorbedingun-
gen (1)

In der Situation der vorigen Abbildungen gilt:

» [ 7 ](Ch(p)) heiBt starkste Nachbedingung von 7
beziiglich p.

» [7] (Ch(q)) heiBt schwichste Vorbedingung von 7 be-
ziiglich g, wobei [7 ] 1(X)=ar {oc € Z|[7](0) € ¥'}

» [7] " (Ch(q)) U C(Def ([ 7 ])) heiBt schwichste liberale
Vorbedingung von 7 bezliglich g, wobei C den Mengen-

komplementoperator (bzgl. der Grundmenge ¥) bezeich-
net.

4.1
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Starkste Nach- und schwachste Vorbedingun-
gen (2)

4.1

Lemma 4.1.5
Ist [ 7 ] total definiert, d.h. gilt Def ([ 7 ]) = ¥, dann gilt fiir
alle Formeln p und g:

[71(Ch(p)) € Ch(q) <= [7] *(Ch(q)) 2 Ch(p)

Beweis: Ubungsaufgabe
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Zusammenhang von partieller und totaler
Korrektheit

Lemma 4.1.6

Fur deterministische Programme 7 gilt:

Fu [Pl 7 [a] = e {p} 7 {q}

d.h. fir deterministische Programme impliziert totale Korrekt-
heit bzgl. eines Paars aus Vor- und Nachbedingung auch
partielle Korrektheit bzgl. dieses Paars aus Vor- und Nach-
bedingung.

4.1
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Schwachste Vor- & starkste Nachbedingungen

...aus logischer Perspektive:

Definition 4.1.7 (schwacher als)

Seien A, B, A1, Ay, ... (logische) Formeln
» A heiBt schwacher als B, wenn gilt: B= A

4.1

» A; heiBt schwachste Formel in {A;, Ay, ...}, wenn gilt:
Aj=A; fur alle j.

Defintion 4.1.8 (starker als)

Seien A, B, A1, Ay, ... (logische) Formeln

» A heiBt starker als B, wenn gilt: B ist schwacher als A,
d.h. wenn gilt: A= B

» A; heiBt starkste Formel in {Ay, A,, ...}, wenn gilt:
A= A; fiir alle j.
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Schwachste Vorbedingungen

Definition 4.1.9 (Schwachste Vorbedingung)
Sei 7 ein Programm und q eine Formel. Dann heiBt

» wp(m, q) schwichste Vorbedingung fiir totale Korrektheit
von 7 beziiglich (der Nachbedingung) g, wenn

[wp(m, q)] 7 [q]

total korrekt ist und wp(r, q) die schwachste Formel mit
dieser Eigenschaft ist.

4.1
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Schwachste liberale Vorbedingungen

Definition 4.1.10 (Schwachste liberale Vorbeding'g)

Sei 7 ein Programm und q eine Formel. Dann heiBt

4.1

» wip(7, q) schwichste liberale Vorbedingung fiir partielle
Korrektheit von 7 beziiglich (der Nachbedingung) g, wenn

{wip(, q)} 7 {q}

partiell korrekt ist und wip(m, q) die schwachste Formel
mit dieser Eigenschaft ist.
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Zusammenfassung von Sprechweisen (1)

Hoaresche Zusicherungen sind von einer der zwei Formen

> {p} ™ {q} und
> [p] 7 [q]

4.1

wobei

» p, q logische Formeln sind (meist pradikatenlogische
Formeln 1. Stufe)

» 7 ein Programm ist

» p und g Vor- bzw. Nachbedingung heiBen.
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Zusammenfassung von Sprechweisen (2)

In einer Hoareschen Zusicherung werden ublicherweise

4.1

» geschweifte Klammern wie in

{p} 7 {q}

fur Tripel im Sinne partieller Korrektheit und

» eckige Klammern wie in

[p] 7 [d]
fur Tripel im Sinne totaler Korrektheit

benutzt.
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Zwei Beispiele Hoarescher Zusicherungen

{a> 0}
x:=a, y:=1, whilex>1doy:=y*xx;x:=x—1od

{y=al}

...zum Ausdruck partieller Korrektheit von 7 bzgl. der Vorbe-
dingung a > 0 und der Nachbedingung y = a!

[a > 0]
x:=a, y:=1, whilex>1doy:=y*xx;x:=x—1od
[y = al]

...zum Ausdruck totaler Korrektheit von 7 bzgl. der Vorbe-
dingung a > 0 und der Nachbedingung y = a!

4.1
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Kapitel 4.2

Beweiskalkiil fiir partielle Korrektheit
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Hoare-Kalkil HKpk fiir partielle Korrektheit

[skip]

[ass]
[comp]
[ite]
[while]

[cons]

{p} skip {p}

Tle/xTy =t {p}

{p} m {r}, {r} 7 {q}

{p} mim2 {q}

{pAb} m {aq}, {pA—b} m {q}

{p} If bthen = else =, fi {g}

{IAb} = {I}

{1}y while b do = od {IA-b}

p=p1, {1} 7 {q1}, 1 =g¢q

{p} = {q}

4.2
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Diskussion von Vorwartszuweisungsregel(n)

» Eine Vorwartsregel fir die Zuweisung wie

[assfiva] 1T x=t {3z plz/xIA x=tlz/x]]

mag naturlich erscheinen, ist aber beweistechnisch 42
unangenehm durch das Mitschleppen quantifizierter
Formeln.

» Beachte: Folgende scheinbar naheliegende quantorfreie
Realisierung der Vorwartszuweisungsregel ist nicht
korrekt:

[asSnaive] T =

Beweis: Ubungsaufgabe

164/102



Kapitel 4.3

Beweiskalkul fur totale Korrektheit
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Hoare-Kalkiile: Partielle/totale Korrektheit (1)

Fur die Sprache WHILE sind

» die Hoare-Kalkiile fur partielle und totale Korrektheit 43
i.w. identisch.

Sie unterscheiden sich

» einzig in der Regel zur Behandlung der while-Schleife.
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Hoare-Kalkiile: Partielle/totale Korrektheit (2)

Im Kern muss die Regel [while] von HKpx ersetzt werden
durch eine

» terminationsordnungssensitive Regel.

43

Hierfiir gibt es unterschiedliche Moglichkeiten, wobei eine
Abwagung zu treffen ist zwischen

» Einfachheit der Regel

» Einfachheit der Regelanwendung.

In der Folge werden wir

» zwei Varianten mit unterschiedlicher Abwagung vorstellen.
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Hoare-Kalkul HKrx fur totale Korrektheit

Variante 1: Regeleinfachheit vor Regelanwendungseinfachheit

...ersetze die Regel [while] aus HKpyx durch:

| = t>0, {INbAt=w} 7 {IANt<w}
{1} while b do = od {1A-b}

[whiles, ]

wobei
» t arithmetischer Term uber ganzen Zahlen,

» w ganzzahlige Variable, die in /, b, w und t nicht frei
vorkommt.

~> (IN, <) als Terminationsordnung!

43
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Hoare-Kalkul HK1k fur totale Korrektheit

Variante 2: Regelanwendungseinfachheit vor Regeleinfachheit

INb=>u[t/v], {INbAt=w} 7 {I At<w}
{1y while » do = od {IA-b}

[Wh”eTK]

43

wobei

v

u Boolescher Ausdruck uber der Variablen v,

v

t Term (sog. Terminierungsterm),

v

w Variable, die in /, b, ™ und t nicht frei vorkommt,

M=g4s {o(v) | o € Ch(u)} bzgl. _ Noethersch geordnete
Menge (sog. noethersche Halbordnung).

v

~» (M, C) als Terminationsordnung!

169/102



Vergleich von [whilerx]| und [while k]

Beachte:

» [whilerx]: beliebige Noethersche Ordnung als Termina-
tionsordnung zulassig: (M, C)
» [while’r]: statt beliebiger Noetherscher Terminations-

ordnung Festlegung auf eine spezielle Noethersche Ord- 2
nung als Terminationsordnung, namlich: (IN, <).

Oft erfordert die Ruckspiegelung einer sich ‘natiirlich’ anbie-
tenden Noetherschen Terminationsordnung auf die spezielle
Noethersche Ordnung (IN, <) zusatzlichen Modellierungs-
aufwand.

In diesen Fallen hat [whilerx] pragmatische Vorteile gegeniiber
Regel [whiler,].
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Zur Vollstandigkeit

...seien die ubrigen Regeln des Hoare-Kalkul HKtk fiir totale
Korrektheit hier ebenfalls angegeben:

[skip]

[ass]
[comp]
[ite]

[cons]

{p} skip {p} 43

{plt/x]} x:=t {p}

ip} m {r}, {r} m {q}

{P} 1,72 {Q}

{pAb} m {q}, {pA—b} m {q}

{p} If b then =, else =, fi {q}

p=p1, {p1} 7 {@1}, 1 =g

{p} 7 {q}
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Bemerkung

In den vorigen Regeln verwenden wir (auch) fir totale
Korrektheit geschweifte statt eckiger Klammern fiir
zugesicherte Eigenschaften, um einen Bezeichnungskonflikt
mit der ebenfalls durch eckige Klammern bezeichneten
syntaktischen Substitution zu vermeiden.

43
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Wohlfundierte Ordnungen (1)

Definition 4.3.1 (Irreflexive partielle Ordnung)

Sei P eine Menge und sei < eine irreflexive und transitive
Relation auf P.

43

Dann ist das Paar (P, <) eine irreflexive partielle Ordnung.

Beispiele: (Z, <), (Z,>), (IN, <), (IN,>)
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Wohlfundierte Ordnungen (2)
Definition 4.3.2 (Wohlfundierte Ordnung)

Sei (P, <) eine irreflexive partielle Ordnung und sei W eine
Teilmenge von P.

Dann heiBt die Relation < auf W wohlfundiert, wenn es keine
unendlich absteigende Kette

< < < W

von Elementen w; € W gibt. Das Paar (W, <) heiBt dann
eine wohlfundierte Struktur oder auch eine wohlfundierte oder
Noethersche Ordnung.

Sprechweise: Gilt w < w’ fir w, w’ € W, sagen wir, w ist
kleiner als w' oder w' ist groBer als w.

Beispiele: (IN, <), aber nicht (Z, <), (Z,>) oder (IN,>)

43

174/102



Prinzipien zur Konstruktion wohlfundierter
Ordnungen

...aus gegebenen wohlfundierten Ordnungen:

Lemma 4.3.3

Seien (Wy, <1) und (W, <3) zwei wohlfundierte Ordnungen.
Dann sind auch

43

» (Wy x Wh, <com) mit komponentenweiser Ordnung
definiert durch

(ml, m2) <com (nl, n2) gdW my <y npAmy<snp
» (W) x Wa, <jex) mit lexikographischer Ordnung def. durch
(mla mz) <Jex (’71, ”2) gdw.
(my <y n) V (mp=n A my <z m)

wohlfundierte Ordnungen.
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Anmerkungen zu

...den der

43

» Konsequenzregel [cons] und der
» Schleifenregeln [whilepk] und [whilex]

von HKpk bzw. HK7x zugrundeliegenden Intuitionen.
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Zur Konsequenzregel (1)

p=p1, {p1} 7 {@1}, 1 =g¢q
{p} = {q}

[cons]

[ntuitiv:

Die Konsequenzregel

» stellt die Schnittstelle zwischen Programmuverifikation und 43
den logischen Formeln der Zusicherungssprache dar
» erlaubt es,
» Vorbedingungen zu verstarken
(Ubergang von p; zu p mdglich, falls
p=p1 (& Ch(p) S Ch(p1))
» Nachbedingungen abzuschwachen
(Ubergang von g zu g moglich, falls
q=q (& Ch(q1) S Ch(q))
um so die Anwendung anderer Beweisregeln zu ermog-

lichen.
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Zur Konsequenzregel (2)

Veranschaulichung von Verstarkung und Abschwachung:

Menge aller Zustinde X o

p == p {p}m {q} q, —> ¢q
zB: x>5== x>0 {x>0}TW {y>5} y>5=—>y>0
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Zur while-Regel in HKpg

: {IAb} = {I}
[while] {1y while b do = od {1 A-b}
Intuitiv:
» Das durch | beschriebene Pradikat gilt =
» vor und nach jeder Ausfiihrung des Rumpfes der
while-Schleife
» und wird deswegen als Invariante der while-Schleife
bezeichnet.

» Die while-Regel besagt weiter, dass

» wenn zusatzlich (zur Invarianten) auch b vor jeder
Ausfiihrung des Schleifenrumpfs gilt, dass nach
Beendigung der while-Schleife — b wahr ist.
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Zur while-Regel in HK7k (1)

Erinnerung:
. INb=>u[t/v], {INbAt=w} 7 {I At<w}
[whilerx] (1} while b do = od {IA-b}
wobei =

v

u Boolescher Ausdruck uber der Variablen v,

v

t arithmetischer Term,

v

w Variable, die in /, b, ™ und t nicht frei vorkommt,

M=g4¢ {o(v)| Ch(u)} bzgl. C Noethersch geordnete
Menge (sog. Noethersche Halbordnung).

v

~+ (M, C) Terminationsordnung!
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Zur while-Regel in HK7k (2)

» Pramisse 1. | Ab=u[t/V]
Wann immer der Schleifenrumpf noch einmal ausgefuihrt
wird (d.h. I A b ist wahr), gilt, dass u[t/v] wahr ist,
woraus aufgrund der Definition von M folgt, dass der
Wert von t Element einer Noethersch geordneten Menge
Ist.

43
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Zur while-Regel in HK7x (3)

» Pramisse 2: {INbAt=w} 7 {INt < w}

» w speichert den initialen Wert von t (w ist sog. logische
Variable), d.h. den Wert, den t vor Eintritt in die
Schleife hat (gilt, da w als logische Variable
insbesondere nicht in 7 vorkommt)

» Zusammen damit, dass der Wert von w (als logische
Variable) invariant unter der Ausfiihrung des
Schleifenrumpfs ist, garantiert t < w in der
Nachbedingung von Pramisse 2, dass der Wert von t
nach jeder Ausfiihrung des Schleifenrumpfs bzgl. der
noetherschen Ordnung abgenommen hat.

43
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Zur while-Regel in HK7k (4)

» Zusammen implizieren die obigen beiden Punkte die
Terminierung der while-Schleife, da es in einer Noethersch ~ **
geordneten Menge keine unendlich absteigenden Ketten
gibt. Folglich kann die Bedingung / A b in Pramisse 1
nicht unendlich oft wahr sein, da dies zusammen mit
Pramisse 2 ein unendliches Absteigen erforderte.)
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Programm- vs. logische Variablen (1)

Wir unterscheiden in Zusicherungen {p} m {q} zwischen:

» Programmuvariablen

...Variablen, die in m vorkommen

43

» logischen Variablen

...Variablen, die in 7 nicht vorkommen

Logische Variablen erlauben

» sich initiale Werte von Programmuvariablen zu “merken”,
um in Nachbedingungen geeignet darauf Bezug zu
nehmen.
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Programm- vs. logische Variablen (2)

Beispiel:
» {x=n}y:=1 whilex#1doy :=yx*x;x:=
x—1od{y=nl A n>0}
...die Nachbedingung macht eine Aussage uber den
Zusammenhang des Anfangswertes von x (gespeichert in
n) und des schlieBlichen Wertes von y.

» {x=n}y:=1, whilex#1ldoy:=yx*xx;x:=
x—1od{y=x! A x>0}
...die Nachbedingung macht eine Aussage uber den
Zusammenhang der schlieBlichen Werte von x und y.
(Beachte: nur mit Programmvariablen keine Aussage iiber
die Fakultatsberechnung in diesem Bsp.!)
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HKTK VErsus HK,DK

Beachte:

HK7x und HKpy sind bis auf die (Pramisse der) Schleifenregel
identisch:

» Totale Korrektheit: [whilerk]

INb=>u[t/v], {INbAt=w} 7 {I At<w}
{1y while » do = od {IA-b}

[Wh”eTK]

» Partielle Korrektheit: [whilepk]

{INb} = {I}
{1y while » do = od {1A-b}

[Wh”epK]

43
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AbschlieBende Beobachtung

Beweistechnische Anmerkung:
“Zerlegt” man [while’, ] wie folgt:

| =t>0, {IAb} ™ {I}, {INbAt=w} 7 {t<w}
{1+ while » do = od {IA-b}

[while’,.
wird deutlich, dass der Nachweis totaler Korrektheit einer 43
Hoareschen Zusicherung besteht aus

» dem Nachweis ihrer partiellen Korrektheit

» dem Nachweis der Termination
Diese Trennung kann im Beweis explizit vollzogen werden
(“Totale Korrektheit = Partielle Korrektheit + Terminie-
rung"). Der Gesamtbeweis wird dadurch modular. Der Termi-
nationsnachweis selbst ist oft einfach.

Bemerkung: Die obige Trennung kann fiir [whilerx] analog vorge-

nommen werden.
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Kapitel 4.4
Korrektheit und Vollstandigkeit
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Korrektheits- und Vollstandigkeitsfrage

Sei K ein Kalkiil fiir partielle bzw. totale Korrektheit

Zentral sind dann:
» Korrektheitsfrage: Ist jede mithilfe von K ableitbare (in
Zeichen: =) Korrektheitsformel partiell bzw. total korrekt?

» Vollstandigkeitsfrage: Ist jede partiell bzw. total korrekte
Korrektheitsformel (in Zeichen: =) mithilfe von K ableit-
bar?

Speziell:
» Sind HKpk und HK7k korrekt und vollstandig?

4.4
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Korrektheits- u. Vollstandigkeitsbedeutung

Definition 4.4.1 (Korrektheit und Vollstandigkeit)
Sei K ein Hoarescher Beweiskalkiil (z.B. HKpx und HK7x).

Dann heit K

» korrekt (engl. sound), falls gilt: Ist eine Korrektheits-
formel mit K herleitbar/beweisbar (in Zeichen:
F {p} 7 {q}), dann ist sie auch semantisch giiltig:

= Ap} m{qt = F {p} 7 {q}

» vollstandig (engl. complete), falls gilt: Ist eine Korrekt-
heitsformel semantisch giltig, dann ist sie auch mit K
herleitbar /beweisbar:

F {p} 7m{q} = F {p} 7 {q}

4.4
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Bemerkung

Die Sprechweise

» Hoaresches Tripel oder kurz Hoare-Tripel bzw.

» Hoaresche Zusicherung oder kurz Korrektsheitsformel

betont jeweils die 2
» syntaktische Sicht (Fp {p} 7™ {q}) bzw.
» semantische Sicht (= {p} ™ {q})

auf

> {p} 7 {q} (analog fiir [p] 7 [q])

191/102



Korrektheit von HKpx und HK7x

Theorem 4.4.2 (Korrektheit von HKpk, HK7xk)

1. HKpk ist korrekt, d.h. jede mit HKpk ableitbare Korrekt-
heitsformel (in Zeichen: Fpc {p} 7 {q}) ist giiltig im
Sinne partieller Korrektheit:

Fok {p} 7 {a} = Fa {p} 7 {q}

2. HK7k ist korrekt, d.h. jede mit HK1x ableitbare Korrekt-
heitsformel (in Zeichen: 4 [p] 7 [q]) ist giiltig im Sinne
totaler Korrektheit:

Fa [Pl ™ [a] = Eu [p] 7 [q]

Beweis durch Induktion tber die Anzahl der Regelanwendungen im
Beweisbaum zur Ableitung der Korrektheitsformel.

4.4
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Zur Vollstandigkeit Hoarescher Beweiskalkiile

Generell missen wir unterscheiden zwischen Vollstandigkeit

4.4

» extensionaler und
» intensionaler

Ansatze.
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Extensionale vs. intensionale Ansatze

» Extensional
~> Vor- und Nachbedingungen sind durch Pradikate
beschrieben.

4.4

» Intensional
~~ Vor- und Nachbedingungen sind durch Formeln einer
Zusicherungssprache beschrieben.
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Vollstandigkeit von HKpx und HK7x

Fur den extensionalen Ansatz gilt:

Theorem 4.4.3 (Vollstandigkeit von HKpx& HK k)

1. HKpk ist vollstandig, d.h. jede im Sinne partieller Korrekt-
heit gliltige Korrektheitsformel ist mit HKpyx ableitbar:

Fec P} 7 {a) = Fpe {P} 7 {q}

2. HKrk ist vollstandig, d.h. jede im Sinne totaler Korrekt-
heit giiltige Korrektheitsformel ist mit HK 1« ableitbar:

Fu [p] 7 [q] = Fu [p] 7 [q]

Beweis durch strukturelle Induktion tiber den Aufbau von 7.

4.4
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Zur Vollstandigkeit von HKpx und HKrx

Fiir intensionale Ansatze (durch unterschiedliche Wahlen der
Zusicherungssprache) gilt Vollstandigkeit i.a. nur relativ zur

Entscheidbarkeit und Ausdruckskraft der Zusicherungssprache.

Informell
» Entscheidbarkeit
...ist die Gliltigkeit von Formeln der Zusicherungssprache
algorithmisch verifizierbar bzw. falsifizierbar?
» Ausdruckskraft

...lassen sich alle Pradikate, insbesondere schwachste und
schwachste liberale Vorbedingungen und Terminationsfunk-
tionen, durch Formeln der Zusicherungssprache beschreiben?

~ tieferliegende Frage: ...lassen sich schwachste Vorbedin-
gungen, etc. syntaktisch ausdriicken?

Stichwort: Relative Vollstandigkeit im Sinne von Cook.

4.4
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Kapitel 4.5

Beispiele zum Beweis partieller Korrektheit

4.5
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Die beiden Beispiele im Uberblick (1)

...Beweis der partiellen Korrektheit Hoarescher Zusicherungen
anhand zweier Programme zur Berechnung

4.5

» der Fakultat und

» der ganzzahligen Division mit Rest
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Die beiden Beispiele im Uberblick (2)

Im Detail:
Beweise, dass die beiden Hoareschen Tripel

{a >0}
x:=a, y:=1, whilex>1doy:=y*xx;x:=x—1od

{y=al}

4.5

und
{x>0Ay >0}
g =0;r:=x;whiler>ydoqg:=q+1,r:=r—yod
{x=qgxy+rAN0<r<y}

giltig sind im Sinne partieller Korrektheit.
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Die beiden Beispiele im Uberblick (3)

In der Folge geben wir die Beweise dafiir in zwei Notations-
varianten an:

4.5

» baumartig (kanonische Variante)

» lineare Beweisskizze (pragmatische Variante)
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Fakultatsbeispiel: Baumartiger Beweis (1

Ass Ass
{(y"*(x=Dl=al & (x=1)>0) yi=y*x {y*(x=D)t=al & (x=1)>0) {y*(x=1)t=al & (x=1)>0} xi=x—1 {y*xl=a! & x>0}
Comj
& x>0 & x>1 ==> (y*x)*(x=1)!=al & (x=1)>0 {(y*0)*(x-1)!=a! & (x-1)>0} X —1 {y*xl=al & x>0} "
Cons
{y*x!=a! & x>0 & x>1} y:=; x—1 {y*x!=a! & x>0} -
While 4.2
T {y*x!=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*x; x:= x=1 OD {y*x!=al & x>0 & ~(x>1)} y*x!=a! & x>0 & ~(x>1) ==> y=al 43
Cons Cons
{a>0) xi=a yi=1 (y*xl=a! & x>0} (y*x!=a! & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*x; x:= x~1 OD (y=a!} b
Comp 4.5

{a>0) x:=a; y:=1; WHILE x>1 DO y:=y*x; x:=x1 OD [y=a!}

wobei

Ass Ass
{1*al=a! & a>0 & a=a} x:=a {1*x!=a! & a>0 & x=a} ¢ a>0 & x=a} y:=1 [y*x!=a! & a>0 & x=a}
T = Comp
a>0 ==> I*al=al & a>0 & a=a {1*al=a! & a>0 & a=a} *x!=al & a>0 & x=pix!=a! & a>0 & x=a ==>y*x!=a! & x>0
Cons.

& : Logisches und
~ ¢ Logisches nicht
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Fakultatsbeispiel: Baumartiger Beweis (2

Zweiter Beweif

Ass Ass
{(y"0*(x-1)l=al & (x=1)>0} yi=y*x {y*(x-1)'=al & (x~1)>0} {y*(x-1)t=al & (x=1)>0) x:=x~1 {y*x!=a! & x>0}

Comp

i xmx-l (y*xl=al & x0)

Cons

& x>0 & x>1 ==> (y0)*(x-Dl=al & (x-1)>0  {(F*0)*(x=D!=al & (x-1)>0}

{y*xl=al & x>0 & x>1) yimy*x; xomx-=1 (y*xl=al & x>0}
While
=a! & x50 & ~(x>1)} y¥x!=al & x>0 & ~(x>1) ==> y:

{y*xl=a! & x>0) WHILE x>1 DO y:=y*x; x:= x-1 OD {y*x
Cons

1 x:= x-1 0D (y=al}

& x>0) WHILE x>1 DO y:=y

Comp

{a>0) x:=a y:=1; WHILE x>1 DO y:=y*x; x:=x~1 OD {y=a!}

wobei

T {1%al=a! & a0} x:=a {1*x!=a! & x>0} (y*xl=al & x>0}
= Comp
a0 ==> I*al=a! & a>0

Cons

& Logisches und

~ - Logisches nicht
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Divisionsbeispiel: Baumartiger Beweis

Ass Ass
(x=(qH1*y+r-y & r-y>=0) qi=q+1 (x=q*y+r-y & 1-y>=0}  (x=q¥y+r-y & r-y>=0) r:=r-y {x=q*y+r & r>=0}
Comp
(x=qFy+r & 1>=0 & r>=y) => (x=(q+ 1) Fy+-y & r=y>=0) (x=(q+1)*y+r-y & r-y>=0} q:=q+1; r:=r-y {x=q*y+r & r>=0}
Cons
{x=qFy+r & r>=0 & =y} qi=q+1; =y {x=q*y+r & r>=0}
‘While
{x=q*y+r & r>=0} WHILE r>=y DO g —y OD {x=q*y+r & 1>=0 & ~(r>=y)} (x=q*y+r & r>=0 & ~(r>=y)) => (x=q*y+r & r>=0 & <y)
Cons o
4.5
- - 4.6
Ass Ass .
(x=0%y4x & x>=0} q:=0 {x=q*y+x & x>=0] {x=q*y+x & x>=0} r:=x {x=q*y+r & r>=0} o
Comp ‘ N
(x>=0 & y>0) => (x=0*y+x & x>=0) {x=0*y+x & x>=0} q:=0; r:=x {x=q*y+r & r>=0} o
Cons
{x>=0 & y>0) q:=0; r:=x {x=q*y+r & r>=0} {X=q*y+r & r>=0} WHILE r>=y DO q:=q+1; =y OD {x=q*y+r & r>=0 & r<y}

Comp
(x>=0 & y>0} g

x: WHILE r>=y DO g:=q+1; r:=r-y OD {x=q*y+r & r>=0 & r<y)

& Logisches und
~ : Logisches nicht
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Lineare Beweisskizzen

» Die unmittelbare baumartige Notation von Hoareschen
Korrektheitsbeweisen ist i.a. unhandlich.

» Alternativ hat sich deshalb eine Notationsvariante einge-
burgert, bei der in den Programmtext Zusicherungen als 05
Annotationen eingestreut werden.

» In der Folge demonstrieren wir diesen Notationsstil am
Beispiel des Nachweises der partiellen Korrektheit unseres
Fakultatsprogramms beziiglich der angegebenen Vor- und
Nachbedingung. Man spricht auch von einem
sog. linearen Beweis bzw. einer linearen Beweisskizze.
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (1)

Beweise, dass das Hoaresche Tripel

{a >0}
x:=a, y:=1, whilex>1doy:=y*xx;x:=x—1od 45

{y=al}

gultig ist im Sinne partieller Korrektheit.

Wir entwickeln den Beweis in der Folge Schritt fiir Schritt!
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (2)

Schritt 1

“Traumen” der Invariante: 45
» {yxxl=al A x>0}

...um die [while]-Regel anwenden zu konnen.

206/102



Fakultitsbeispiel: Lineare Beweisskizze (3)

Schritt 2 Behandlung des Rumpfs der while-Schleife

Der Nachweis der Gliltigkeit von
{yxxl=al Ax>0Ax>1}

{y*xxl=al A x>0}
erlaubte mithilfe der [while]-Regel den Ubergang zu:
{y*xxl=al A x>0}
while x > 1 do
{yxxl=al Ax>0Ax>1}

Y=y kX
x:=x—-1;
{y*xxl=al A x>0}
od [while]

{yxxt=al Ax>0A=(x>1)}

4.5
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (4)

Behandlung des Rumpfs der while-Schleife im Detail:

{yxxt=al Ax>0Ax>1}

4.5

y =y *X;
X =x-—1;

{y*x!=al A x>0}
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Fakultitsbeispiel: Lineare Beweisskizze (5)

Wegen Rickwartszuweisungsregel wird der Rumpf der
while-Schleife von hinten nach vorne bearbeitet:

{yxxt=al Ax>0Ax>1}

yi=y®x
{yx(x=1)l=alAx—-1>0}
x:=x — 1, [ass]

{y*x!=al A x>0}
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Fakultitsbeispiel: Lineare Beweisskizze (6)

Nach abermaliger Anwendung der [ass|-Regel erhalten wir

{yxxl=al Ax>0Ax>1}

() (=1 =al Ax—=1>0}
y ==y * x; [ass]
{y*(x—1)=al Ax—1>0}
x 1= x — 1; [ass]

{y*x!=al A x>0}

...wobei noch eine “Beweisliicke” verbleibt!
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (7)

Schluss der “Beweisliicke” in der zugrundeliegenden Theorie:

{yxxt=al Ax>0Ax>1}

|} [cons]

{(y*x)*(x—1)l =al A x—1>0}
y =y *x; [ass]
{yx(x—1)=a Ax—1>0}
x = x —1; [ass]

{y*x!=al A x>0}
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Fakultitsbeispiel: Lineare Beweisskizze (8)
Anwendung der [while]-Regel liefert nun wie gewiinscht:
{y*xx!=al A x>0}
while x > 1 do
{y*xl=al Ax>0Ax>1}

|} [cons] s
{lysx)x(x—1)=al A x—1>0}
y =y *x; [ass]

{y*(x—1)=a Ax—1>0}
x :=x —1; [ass]
{y*x!=al A x>0}
od [while]
{ysxt=al Ax>0A=(x>1)}
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Fakultitsbeispiel: Lineare Beweisskizze (9)

Schritt 3 Zur gewtinschten Nachbedingung verbleibt offenbar
ebenfalls eine Beweisluicke:
{y*x!=al A x>0}
while x > 1 do
{yxxt=al Ax>0Ax>1}
| [cons] ue
{y*x)x(x—1)1=al Ax—1>0}
y =y *x; [ass]
{yx(x—1)l=al Ax—1>0}
x:=x—1; [ass]
{y*x!=al A x>0}
od [while]
{yxxl=al Ax>0A—(x>1)}

{y =al}
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (10)
Schluss der Beweisliicke in der zugrundeliegenden Theorie:

{y*xl=al A x>0}
while x > 1 do
{yxxl=al Ax>0Ax>1}
4 [cons]
{(yxx)*(x—1)l=al A x—1>0}
y =y *x; [ass]
{yx(x—1)=al A x—1>0}
x = x — 1; [ass]
{y*xl=al A x>0}
od [while]
{y*xt=al Ax>0A=(x>1)}
4 [cons]
{ysxl=al Ax>0Ax<1}
1 [cons]
{y*xl=al A x=1}

U [cons]

{y=al}

4.5

214/102



Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (11)

Aus Platzgrinden etwas verkirzt dargestellt:

{y*xxl=al A x>0}
while x > 1 do
{yxx!=al Ax>0Ax>1}
|} [cons]
{{y«x)*s(x—=1)l=al A x—1>0}
y =y xx; [ass]
{ys(x—1)!=aAx—-1>0}
x:=x—1; [ass]
{y*xxl=al A x>0}
od [while]
{yxx!l=al Ax>0A=(x>1)}
| [cons]

{y=al}

4.5
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (12)

Schritt 4 Es verbleibt, die Beweisliicke zur gewlinschten
Vorbedingung zu schlieBen:

{a > 0}
X = a;
y=1

{y*xl=al A x>0}
while x > 1 do
{y*xt=al Ax>0Ax>1}
1 [cons]
{(y*x)*(x—1)1=a Ax—1>0}
y =y *x; [ass]
{yx(x—1)=al A x—1>0}
x = x — 1; [ass]
{y*xl=al A x>0}
od [while]
{y*xxt=al A x>0A =(x>1)}
1 [cons]

{y=al}

4.5
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (13)

Einmalige Anwendung der [ass|-Regel liefert:

{a >0}

X = a,
{1xx!=al A x>0}
yi=1; fass]
{y*x!=al A x>0}
while x > 1 do
{y*xt=al Ax>0Ax>1}
| [cons]
{r*x)x(x =1l =al A x—1>0}
y =y * x; [ass]
{yrx(x—1)=a A x—1>0}
x 1= x — 1; [ass]
{y*xl=a A x>0}
od [while]
{y*xx!=al Ax>0A =(x>1)}
{ [cons]

{y=al}

4.5
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (14)

Abermalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:

{a > 0}

{1xal=a Aa>0}
X := a; [ass]
{1xx!=a A x>0}

y = 1; [ass]
{y*xl=al A x>0}
while x > 1 do
{yxxl=al Ax>0Ax>1}
| [cons]
{(y*x)*x(x—1)=a A x—1>0}
y =y * x; [ass]
{y*(x—=1)=a A x—-1>0}
x 1= x — 1; [ass]
{y*xl=al A x>0}
od [while]
{y*xt=al A x>0A—(x>1)}
| [cons]

{y=al}

4.5

218/102



Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (15)

Schluss der letzten Beweisliicke in der zugrundeliegenden
Theorie: {a>0}
4 [cons]
{1xal=a Aa>0}
x = a; [ass]
{1*x!l=al A x>0}
y =1, [ass]
{y*x!=al A x>0}
while x > 1 do
{y*xt=al Ax>0Ax>1}
| [cons]
{(ysx)*(x — 1)l =al A x—1> 0}
y =y * x; [ass]
{y*(x—1)=a A x—1>0}
x 1= x — 1; [ass]
{y*xl=al A x>0}
od [while]
{y*xt=al A x>0A=(x>1)}
U [cons]
{y=al}

4.5
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Insgesamt (16)

{a >0}
4 [cons]
{1+al=a Aa>0}

x = a; [ass]
{1*x!l=al A x>0}
yi=1; fass]
{y*xl=al A x>0}
while x > 1 do
{y*xt=al Ax>0Ax>1}
{ [cons]
{(y*x)*x(x—1)=a Ax—1>0}
y =y *x; [ass]
{y*(x—1)l=a A x—1>0}
x 1= x — 1; [ass]
{y*xl=al A x>0}
od [while]
{y*xt=al Ax>0A=(x>1)}
| [cons]
{yxxl=al Ax>0Ax<1}
4 [cons]
{y*xt=al A x=1}

4 [cons]

{y=al}
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (17)

Damit haben wir insgesamt wie gewiinscht gezeigt:

Das Hoaresche Tripel

{a >0}
x:=a, y:=1, whilex>1doy:=y*xx;x:=x—1od

{y=al}

ist gultig im Sinne partieller Korrektheit.

4.5

221/102



Vergleich linearen und baumartigen Beweisstils

Vorteil linearen gegentiber baumartigen Beweisnotationsstils:

4.5

» wenig Redundanz

» deshalb insgesamt knappere Beweise
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Kapitel 4.6

Beispiele zum Beweis totaler Korrektheit

4.6
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Das Beispiel im Uberblick

Beweise, dass das Hoaresche Tripel

[a > 0]

x:=a, y:=1, whilex>1doy:=y*xx;x:=x—1od

4.6

[y = al]

giltig ist im Sinne totaler Korrektheit.

Wir entwickeln den Beweis in der Folge Schritt fiir Schritt!
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Wahl von Invariante und Terminierungsterm

Schritt 1

“Traumen”
» der Invariante: yxx! =al A x >0
» des Terminierungsterms: t = x
»vonu: u=v>0

...um die [while]-Regel anwenden zu konnen.

4.6

Beachte:

» Aus der Wahl von u = v >0 und von b = x > 1 folgt:
» M={0,1,2,3,4,...}
» (v>0)[x/v]=x>0

...und somit insgesamt: | A b = o(x) € M mit (M, <)
Noethersch geordnet.

Hinweis zur Notation: = steht fiir syntaktisch gleich
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Wahl von Invariante und Terminierungsterm

Mit der vorherigen Wahl von [, t und u gilt:

M =4 {o(v)|o € Ch(u)}
= {o(v)
= {o(v)|o e X A groessergleich([ v],(c),[0]4(c))}
(v)
(v)

4.6

= {o(v)|o € X A groessergleich(o(v),0)=wahr}

INU {0}

Damit haben wir insbesondere:
» (M, <)=(INU {0}, <) ist Noethersch geordnet.
» uft/x] = (v >0)[x/v]=x>0
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Bemerkung

Der Beweis wird schrittweise in Form einer linearen
Beweisskizze prasentiert.

4.6

227/102



Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (1)
Schritt 2 Behandlung des Rumpfs der while-Schleife...

Der Nachweis der Giiltigkeit von

yrxl=al Ax>0AXx>1=x2>0
[ysxt=al Ax>0Ax>1Ax=w]

yi=yxx;
x:=x—1;

[yxxl=al Ax>0Ax<w]

erlaubte mithilfe der [while]-Regel den Ubergang zu:

[y =xt=al A x> 0]
while x > 1 do

yrxl=al Ax>0AXx>1=x2>0
[ysxtl=al Ax>0Ax>1Ax=w]

yi=yEx

x:=x—1;
[y*xt=al A x>0Ax<w]

od [while]
[y*xt=al A x>0A —(x>1)]

4.6
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (2)

Behandlung des Rumpfs der while-Schleife im Detail:

yxxl=alAx>0Ax>1=x2>0
[yxx!l=alAx>0Ax>1Ax=w|

y i=yx*xX;
x:=x—1;

[ysx!=al A x>0Ax<w|
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Fakultitsbeispiel: Lineare Beweisskizze (3)

Wegen Rickwartszuweisungsregel wird der Rumpf der
while-Schleife von hinten nach vorne bearbeitet:

yxxl=alAx>0Ax>1=x>0
[ysx!l=alAx>0Ax>1Ax=w|

yi=y®Xx
yx(x—1I)=alAx—1>0Ax—-1<w]
x :=x —1; [ass]

[ysx!=al A x>0Ax<w|

230/102



Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (4)

Nach abermaliger Anwendung der [ass|-Regel erhalten wir...

yxkxl=alAx>0Ax>1=x>0
[yxx!=alAx>0Ax>1Ax=w|

[(yxx)x(x—1)=alAx—1>0Ax—1<w] 4
y =y *x; [ass]
[yx(x—1)=alAx—1>0Ax—1<w]
x :=x —1; [ass]

[ysx!=al Ax>0Ax<w|
...wobei noch eine “Beweisliicke” verbleibt!
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Fakultitsbeispiel: Lineare Beweisskizze (5)

Schluss der “Beweisliicke” in der zugrundeliegenden Theorie:

yxxl=alAx>0Ax>1=x>0
[yxx!l=alAx>0Ax>1Ax=w|

|} [cons]
[(yxx)x(x—1D)=alAx—1>0Ax—-1<w]

4.6

y =y *x; [ass]
[yx(x—1)=alAx—1>0Ax—1<w]
x :=x —1; [ass]

[ysx!=al A x>0Ax<w|
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Fakultitsbeispiel: Lineare Beweisskizze (6)
Anwendung der [while]-Regel liefert nun wie gewiinscht:
[y *x!=al A x>0]
while x > 1 do

yxxl=alAx>0Ax>1=x>0
yxxl=al Ax>0AXx>1Ax=w]

|} [cons] vt
[(yxx)s(x—1)=al Ax—1>0Ax—-1<w]
y =y *x; [ass]

[yxs(x—1)=alAx—1>0Ax—1<w]
x = x—1; [ass]
[ysx!=al Ax>0Ax<w]
od [while]
[yxxl=al A x>0A —(x>1)]
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (7)

Schritt 3: Zur gewtinschten Nachbedingung verbleibt offenbar

ebenfalls eine Beweisliicke:
[y «x! =al A x> 0]

while x > 1 do

yxxl=alAx>0Ax>1=x>0
[yxx!=al Ax>0AXx>1Ax=w]

|} [cons] e
(yxx)s(x—1)l=alAx—=1>0Ax—-1<w]
y ==y *x; [ass]
ys(x—D=alAx—-1>0Ax—-1<w]
x:=x—1; [ass]
[yxx!=al Ax>0Ax<w|
od [while]
[yxx!=al A x>0A—(x>1)
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Fakultitsbeispiel: Lineare Beweisskizze (8)

Schluss der Beweisliicke in der zugrundeliegenden Theorie:

[y =xt=al A x> 0]
while x > 1 do

yrxl=al Ax>0AXx>1=x2>0
[ysxtl=al Ax>0Ax>1Ax=w]

4 [cons]
[(yxx)sx(x—1)=al Ax—1>0Ax—-1<w]
Y=y x; [ass]
[ys(x—1)=al Ax—1>0Ax—-1<w]

4.6

x 1= x — 1; [ass]
[ysxt=al Ax>0Ax<w]
od [while]
[yxxt=al Ax>0A =(x>1)
4 [cons]
[yxxt=al Ax>0Ax<1]
| [cons]

[y *xt =al A x=1]

U [cons]
ly = al]
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Fakultitsbeispiel: Lineare Beweisskizze (9)

Aus Platzgrinden etwas verkirzt dargestellt:
[y *x! =al A x> 0]
while x > 1 do

yxxl=alAx>0Ax>1=x>0
[yxx!=al Ax>0Ax>1Ax=w]

| [cons]
(ysx)s(x—1)=alAx—=1>0Ax—-1<w| 4o
y =y * x; [ass]
ys(x—=alAx-1>0Ax—-1<w]
x = x —1; [ass]
[yxxl=al Ax>0Ax<w]
od [while]
[yxxl=al Ax>0A=(x>1)
| [cons]
[y = a!]
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (10)

Schritt 4 Es verbleibt, die Beweisliicke zur gewlinschten
Vorbedingung zu schlieBen:

[a > 0]
X = a;
y=1

[y *xt=al A x> 0]
while x > 1 do

yrxl=al AXx>0AXx>1=x2>0 o
[ysxtl=al Ax>0Ax>1Ax=w]|

| [cons]
(ysx)x(x—1)=al Ax—1>0Ax—1< w|
y =y * x; [ass]
yx(x—1)l=alAx—1>0Ax—1<w]
x 1= x — 1; [ass]
[yxxt=al A x>0Ax<w|
od [while]
[ysxt=al A x>0A (x> 1)
| [cons]
ly = all
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (11)

Einmalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:
[a > 0]

X = a;

[1xx!=al A x> 0]
y = 1; [ass]

[y =xt=al A x> 0]
while x > 1 do

yrxl=al Ax>0AXx>1=x>0
[ysxt=al Ax>0Ax>1Ax=w]

| [cons]
[(yxx)x(x—1)=al Ax—1>0Ax—1<w]
y =y * x; [ass]
ys(x—1)=alAx—1>0Ax—-1<w]
x = x — 1; [ass]
[yxxt=al Ax>0Ax<w]
od [while]
[yxxt=al A x>0A =(x>1)]
4 [cons]

ly = all
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (12)

Abermalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:

[a > 0]

[Lxal=al A a>0]
X := a; [ass]
[L*x!=al A x> 0]
y = 1; [ass]

[y *x!'=al A x>0]
while x > 1 do

yxxl=alAx>0AXx>1=x2>0
[yxxt=al Ax>0AXx>1Ax=w]

{ [cons]
ysx)s(x—1)l=al Ax—1>0Ax—1< w|
y =y * x; [ass]
[ys(x—1)=alAx—1>0Ax—-1<w]
x 1= x — 1; [ass]

[yxxt=al Ax>0Ax< w]
od [while]
[yxxt=al A x>0A (x> 1)

U [cons]
ly = all

4.6
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (13)

Schluss der letzten Beweisliicke in der zugrundeliegenden

Theorie: a> 0]
| [cons]
[Lxal=al Aa>0]
x = a; [ass]
[Lxx!'=a A x>0]
y = 1; [ass]
[y xx!=al A x>0]
while x > 1 do

yrxl=al Ax>0AXx>1=x2>0
[ysxtl=al Ax>0Ax>1Ax=w]

4 [cons]
[(yxx)*x(x—1)=al Ax—=1>0Ax—1<w]
y =y * x; [ass]
[yx(x—IN=alAx—1>0Ax—-1<w]
x 1= x — 1; [ass]
[yxxt=al A x>0Ax<w|
od [while]
[y*xxt=al A x>0A =(x>1)]

4 [cons]
ly = all

4.6
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Insgesamt (14) o> 0

U [cons]
[Lxal=a Aa>0]
x = a; [ass]
[IT+xt=al A x>0]
y = 1; [ass]

[y =xt=al A x> 0]
while x > 1 do

yrxl=al Ax>0AXx>1=x2>0
[ysxt=al Ax>0AXx>1Ax=w]

4 [cons] e
(y*x)*x(x—1)=al Ax—1>0Ax—1<w] 4o
Y=y xx; [ass]
[ys(x—1)=al Ax—1>0Ax—-1<w]
x = x — 1, [ass]

[yxxt=al Ax>0Ax<w]

od [while]
[y*xt=al A x>0A (x> 1)
| [cons]
[yxxt=a Ax>0Ax<1]
U [cons]
[y *x! =al A x=1]
4 [cons]
ly =al
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Fakultatsbeispiel: Lineare Beweisskizze (15)

Damit haben wir wie gewlinscht insgesamt gezeigt:

Das Hoaresche Tripel

[a > 0] 40
x:=a, y:=1, whilex>1doy:=y*xx;x:=x—1od
[y =all

ist gultig im Sinne totaler Korrektheit.
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Kapitel 4.7

Automatische Ansatze axiomatischer
Programmuverifikation
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Ansatze zu (semi-) automatischer axioma-
tischer Programmverifikation

Unter anderem:

» Theorema, RISC, JKU Linz

» KeY-Hoare, KIT Karlsruhe, Chalmers University of
Technology, TU Darmstadt

4.7
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Theorema-Projekt, www.theorema.org (1)

“The Theorema project aims at extending current computer
algebra systems by facilities for supporting mathematical proving.
The present early-prototype version of the Theorema software
system is implemented in Mathematica. The system consists of a
general higher-order predicate logic prover and a collection of
special provers that call each other depending on the particular
proof situations. The individual provers imitate the proof style of
human mathematicians and produce human-readable proofs in
natural language presented in nested cells. The special provers are
intimately connected with the functors that build up the various
mathematical domains.

4.7
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Theorema-Projekt, www.theorema.org (2)

The long-term goal of the project is to produce a complete system
which supports the mathematician in creating interactive text-

books, i.e. books containing, besides the ordinary passive text,

active text representing algorithms in executable format, as well as
proofs which can be studied at various levels of detail, and whose
routine parts can be automatically generated. This system will a7
provide a uniform (logic and software) framework in which a

working mathematician, without leaving the system, can get
computer-support while looping through all phases of the

mathematical problem solving cycle. [...]"

(Exzerpt von http://www.theorema.org)
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KeY-Projekt, www.key-project.org (1)

Integrated Deductive Software Design

“The KeY System is a formal software development tool that aims
to integrate design, implementation, formal specification, and
formal verification of object-oriented software as seamlessly as
possible. At the core of the system is a novel theorem prover for
the first-order Dynamic Logic for Java with a user-friendly
graphical interface.

4.7

The project was started in November 1998 at the University of
Karlsruhe. It is now a joint project of Karlsruhe Institute of
Technology and Chalmers University of Technology, Gothenburg,
and TU Darmstadt.

The KeY tool is available for down-load. [...]"”

(Exzerpt von http://www.key-project.org)
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KeY-Projekt, www.key-project.org (2)

KeY-Hoare, www.key-project.org/download/hoare,
unterstutzt

» partielle Korrektheitsbeweise

» totale Korrektheitsbeweise und
Ausfiihrungszeitkorrektheitsbeweise (Versionen ab 0.1.6)

» ganzzahlige und Boolesche Felder (Versionen ab 0.1.7)

4.7

Nitzliche Handreichung:

» Reiner Hahnle, Richard Bubel. A Hoare-Style Calculus
with Explicit State Updates. Handout in a course on
Program Verification at the Department of Computer
Science at the Chalmers University of Technology on the
Hoare Calculus and the usage of the tool KeY-Hoare,

19 pages.
htpp://i12www.iti.uni-karlsruhe.de/~key/
download/hoare/students.pdf
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Kapitel 4.8

Historische Meilensteine der
Programmuverifikation

4.8
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Meilensteine der Programmverifikation (1)

Erste Anfange

1949 Turings Vision: Korrekte Programme
Beispiel Fakultatsfunktion: Zusicherungen und
Terminierungsfunktion

Axiomatische Methode
1967 Floyd: Flussdiagramme
Hoare: while-Programme

4.8

Erweiterung dieser Methode
1971 Hoare: Rekursive Prozeduren
1976/77 Owicki & Gries, Lamport: parallele Programme
1980/81 Apt, Francez & de Roever, Levin & Gries: verteilte
Programme
1991 de Boer: parallele, objekt-orientierte Programme
1977 Pnueli: Temporale Logik fir Programme
1979 Clarke: Grenzen der axiomatischen Methode
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Meilensteine der Programmuverifikation (2)

Automatisierung der Verifikation
1981/82 Emerson & Clarke, Quielle & Sifakis: Model Checking
1977 Cousot & Cousot: Abstrakte Interpretation
1979 Deduktion: interaktive Theorembeweiser
1967 Automatische Terminierungsbeweise

Entwicklung korrekter Programme
1976 Dijkstra: Kalkul der schwachsten Vorbedingung
1997 Meyer: Design-by-Contract
1969 Biichi & Landweber: Automatenbasierte Systeme

4.8

Quelle: Ernst-Riidiger Olderog, Reinhard Wilhelm. Turing und
die Verifikation. Informatik Spektrum 35(4):271-279, 2012.
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Kapitel 4.9
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lungen fiir Kapitel 4 (8)

[ Laura Kovacs, Tudor Jebelean. Generation of Invariants in
Theorema. In Proceedings of the 10th International
Symposium of Mathematics and its Applications, 407-415,
2003. www.risc.jku.at/publications/download/
risc_2053/2003-11-06-A.pdf

[§ Dexter Kozen, Jerzy Tiuryn. On the Completeness of
Propositional Hoare Logic. Information Sciences
139(3-4):187-195, 2001.

4.9

[§ Janusz Laski, William Stanley. Software Verification and
Analysis. Springer-V., 2009. (Chapter 1, Introduction:
What do we want to know about the Program?, Chapter
2, How to prove a Program Correct: Programs without
Loops; Chapter 3, How to prove a Program Correct:
Iterative Programs) op 13



Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 4 (9)

[§ Jacques Loeckx, Kurt Sieber. The Foundations of Program
Verification. Wiley, 1984.

[§ Konstantinos Mamouras. On the Hoare Theory of Monadic !
Recursion Schemes. In Proceedings of the Joint Meeting of 1.
the 23rd EACSL Annual Conference on Computer Science a5
Logic (CSL) and the 29th Annual ACM/IEEE Symposium
on Logic in Computer Science (LICS) (CSL-LICS'14),
Article 69, 69.1-69.10, 2014. ACM Transactions on
Computational Logic 17(2):13.1-13.30, 2016.

[§ Konstantinos Mamouras. The Hoare Logic of
Deterministic and Nondeterministic Monadic Recursion
Schemes. ACM Transactions on Computational Logic
17(2):13.1-13.30, 2016.

261/102



Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
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lungen fiir Kapitel 4 (11)

[§ David von Oheimb. Hoare Logic for Java in Isabelle/HOL.

Concurrency and Computation: Practice and Experience a1
13(13):1173-1214, 2001. 3‘3
[§ Ernst-Riidiger Olderog. Correctness of Programs with 3)2
Pascal-like Procedures without Global Variables. is

Theoretical Computer Science 30(1):49-90, 1984.

[§ Ernst-Ridiger Olderog, Bernhard Steffen. Formale Seman-
tik und Programmverifikation. In Informatik-Handbuch,
Peter Rechenberg, Gustav Pomberger (Hrsg.), Carl Hanser
Verlag, 4. Auflage, 145-166, 2006.

263/102



Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
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Kapitel 5

Worst-Case Execution Time Analyse
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Kapitel 5.1

Motivation
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Motivation

Von Verifikation zu Analyse:

» Worst-Case Execution Time-Analyse als erstes Beispiel o
...nach

» Hanne Riis Nielson, Flemming Nielson. Semantics with
Applications — A Formal Introduction. Wiley, 1992.
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Worst-Case Execution Time (WCET )-Analyse

Motivation:
» In vielen Anwendungsbereichen sind Aussagen tiber die
Ausfiihrungszeit erforderlich.

» Der Nachweis totaler Korrektheit garantiert zwar Termi-
nierung, sagt aber nichts liber den Ressourcen-, speziell
den Zeitbedarf aus.

In der Folge:

» Erweiterung und Adaptierung des Beweissystems fiir
totale Korrektheit, um solche Aussagen zu ermoglichen.

[E81
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Die grundlegende Idee (1)

...zur Zuordnung von Ausflihrungszeiten:

» Leere Anweisung
...Ausfiihrungszeit in O(1), d.h. Ausfiihrungszeit ist be-
schrankt durch eine Konstante.

» Zuweisung
...Ausflihrungszeit in O(1).

» (Sequentielle) Komposition
...Ausfihrungszeit entspricht, bis auf einen konstanten
Faktor, der Summe der Ausfiihrungszeiten der Kompo-
nenten.

[E81
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Die grundlegende Idee (2)

» Fallunterscheidung
...Ausfuhrungszeit entspricht, bis auf einen konstanten
Faktor, der groBeren der Ausfiihrungszeiten der beiden
Zweige.

» (while)-Schleife
...Ausfiihrungszeit der Schleife entspricht, bis auf einen
konstanten Faktor, der Summe der wiederholten Aus-
fihrungszeiten des Rumpfes der Schleife.

Bemerkung: Verfeinerungen der Granularitat sind offenbar
moglich.

[E81
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Formalisierung

...dieser grundlegenden Idee in 3 Schritten:

1. Angabe einer Semantik, die die Auswertungszeit arith-
metischer und Boolescher Ausdrucke beschreibt
(s. Kapitel 5.2).

[E81

2. Erweiterung und Adaption der naturlichen Semantik von
WHILE zur Bestimmung der Ausfuhrungszeit eines Pro-
gramms (s. Kapitel 5.2).

3. Erweiterung und Adaption des Beweissystems fiir totale
Korrektheit zum Nachweis tber die GroBenordnung der
Ausfiihrungszeit von Programmen (s. Kapitel 5.3).
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Kapitel 5.2

Zeitbewusste naturliche Semantik
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Erster Schritt

Festlegung von (abstrakten) Semantikfunktionen
» [.174 : Aexpr— Z und 52
» [.];5: Bexpr—Z

zur Beschreibung der Auswertungszeit arithmetischer und

Boolescher Ausdriicke (in Zeiteinheiten einer abstrakten
Maschine).
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Semantik zur Ausfiihrungszeit der Auswertung
arithmetischer Ausdriicke

[-1+4: Aexpr— Z induktiv definiert durch

> [n]a=arl

> [x]a=ar 1

> [ai+a]pa=ar[ai]at 2] +1

> [arxa p=ar[aila+ 12214 +1

> lar—a]p=alalat+ a2l +1

> [ar/a lpp=ar[a]sa+[22]7a +1

» ... (andere Operatoren analog, ggf. auch mit operations-
spezifischen Kosten)

52
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Semantik zur Ausfiihrungszeit der Auswertung
Boolescher Ausdriicke

[.175 : Bexpr — Z induktiv definiert durch
> [true ] p=ar 1
» [ false | rg=ar 1
»laa=a]p=alalntlaln+1

> o <a]mp=alaln+tlaln+l
» ... (andere Relatoren (z.B. <, ...) analog)

52

> II_‘b]]TB:deIb]]TB+1
> [biAb rg=ar [ 1] + [ D215 +1
> Ilbl\/bz]]TB:dfl[bl]]TB+|[b2]]TB+1
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Anmerkungen zu [ . ], und [ . ] 15

Die Semantikfunktionen

> |[ . ]]TA 5.2
> [ 175
beschreiben intuitiv die Anzahl der Zeiteinheiten, die eine (hier

nicht spezifizierte) abstrakte Maschine zur Auswertung arith-
metischer und Boolescher Ausdriicke benotigt.
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Zweiter Schritt

Erweiterung und Anpassung der

52

» naturlichen Semantik von WHILE

zur Bestimmung der Ausfuhrungszeit von Programmen.
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|dee

Ubergang von Transitionen der Form

(r,0) — o

52

zu Transitionen der Form

(mr,0) = o

mit der Bedeutung, dass 7 angesetzt auf o nach t Zeitein-
heiten in ¢’ terminiert.
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N-Semantik erweitert um den Zeitaspekt (1)

...fur das Beispiel von WHILE:

[skipens] - ooy =

[assens] oy ST o[ t1a(e)/]

(r1,0) =1 o' (m,0’) =2 o
[COmptns] : (1:72,0) 7_>t£+t2 o7
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N-Semantik erweitert um den Zeitaspekt (2)

(m1,0) =t o’

t —
['ftns] |f b then n else ™ fi,a> IND Iy |[b]]B(U) = wabhr
i (10, 0) =t o’ _
[iftns] (f b then = else r, fio) —lblraterl o [b]g(o)=falsch
(m,0) =t o, (while bdo 7 od,0’) —t o
[whilegns (while b do = od,0) —lblretett’+2 5 [6]5(c) =wahr
[whilefl,] : — [ b]g(c)="falsch

(while b do = od.o) —I?17843 &
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Beispiel zur nat. “Zeit"-Semantik (1)

Sei 0 € ¥ mit o(x) = 3.
Dann gilt:

52

(y:=1; whilex # 1doy := y*x; x := x—1od, o) — 0[6/y][1/xX]
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Beispiel zur nat. “Zeit"-Semantik (2)

Das gleiche Beispiel in “etwas” gefalligerer Darstellung:

lass ]
—yex o) — o ™ (s xelo 13) — o [3y] 1261

(ymymix=xtolinl) —% 31 21 T"

s § white ) B
" {y=t0) —2= oliyl (while x> 1doy i=yxix = x-1 od 6 [141) — =  [61y] [1x]

fcomp, 1 _
{y=tiwhilex > doy = y*xi x 1= x-1 od.0) — o [6/y] (1]

fass 1
o (et eIy —& ooy 1]

yimy*xo 1125 )

[while |

(yi=yximx-to By ) —S= o6y (1] {while x <> 1doy = yx; o= x-1 od. [609] [1/x] ) —2m G 60 [1/x]

{ while x <> 1doy = yox; x = x-1 0d,c (3] (2] ) — = o 16031 [1/x]

52
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Kapitel 5.3

Zeitbewusste axiomatische Semantik

53
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Dritter Schritt

Erweiterung und Anpassung der

» des Beweiskalkils fir totale Korrektheit

um den Ausflihrungszeitaspekt von Programmen.
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Idee (1)

Ubergang zu Korrektheitsformeln der Form

{p} m{el q}

wobei
» p und q logische Formeln (wie bisher!) und

» e € Aexp ein arithmetischer Ausdruck ist.
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ldee (2)

Definition 5.1.1 (Gultigkeit von Korrektheitsformeln)

Die Korrektheitsformel

{py 7 {elaq)

ist gultig gdw. fur jeden Anfangszustand o gilt: Ist die Vorbe-
dingung p in o erfillt, dann terminiert die zugehorige Berech-
nung von 7 angesetzt auf o regular mit einem Endzustand o’
und die Nachbedingung g ist in ¢’ erfiillt, und die benétigte
Ausfiihrungszeit ist in O(e).
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ldee (3)

Anders ausgedruckt:

Die Korrektheitsformel

{p} m{el q}

ist gliltig (in Zeichen: = {p} 7 {e || q}) gdw. >

es existiert eine naturliche Zahl k, so dass fiir alle
Zustande o gilt:

Ist die Vorbedingung p in o erflllt, dann gibt es einen
Zustand ¢’ und eine natiirliche Zahl t, so dass

die Nachbedingung g in ¢’ erfiillt ist und weiters gilt:

t<kx[e]slo)
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|dee (4)

Beachte:

» Im Ausdruck
£ < kx[el (o)

wird der Ausdruck e im Anfangszustand o ausgewertet,
nicht im terminalen Zustand o’.

» Diesem Umstand ist geschuldet, dass die (jetzt folgende)
Festlegung der Regeln [comp,| und [while.] komplizierter
ausfallt als moglicherweise zunachst vermutet.

53
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Intuition zu den Kalkiilregeln (1)

..fir [compe]:

» Die [comp,|-Regel setzt voraus, dass es Beweise gibt, die
zeigen, dass e; und e, die GroBenordnung der Zahl der
Schritte angeben zur Ausfiihrung von 7, und .

» e drickt dies fir 7y relativ zum Anfangszustand von
aus; e, driickt dies fir m, relativ zum Anfangszustand von
T aus.

» Aus diesem Grund driickt nicht einfach die Summe
€1 + e das Zeitverhalten der sequentiellen Komposition
71, T aus.

» Vielmehr muss e, durch einen Ausdruck e,’ ersetzt wer-
den, so dass e,’ ausgewertet im Anfangszustand von e;
den Wert von e, im Anfangszustand von m, beschrankt.

» Dies wird durch die erweiterte Vor- und Nachbedingung
von m; unter Verwendung der frischen logischen Variable
u erreicht.

53
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Intuition zu den Kalkiilregeln (2)

.fr [while]:

» Die [while.]-Regel geht davon aus, dass die Ausfiihrungs-
zeit des Schleifenrumpfs durch e;, die der gesamten
Schleife durch e beschrankt ist. Wie fiir die [comp,]-Re-
gel druckt die Summe e; + e nicht das Zeitverhalten der
gesamten Schleife aus, da e; sich auf den Zustand vor
Ausfuihrung des Rumpfs der while-Schleife Bezug nimmt
und e auf den Zustand nach einmaliger Ausfiihrung des
Schleifenrumpfs.

> Ahnlich wie fiir die [comp,]-Regel wird ein Ausdruck e’
benotigt, der vor Ausfiihrung des Schleifenrumpfs ausge-
wertet Ausdruck e nach dessen Ausfiihrung beschrankt.

» Dann muss gelten, dass e die Ungleichung e > ¢ + ¢
erfillt, da e die Ausfiihrung der while-Schranke unabhan-
gig von der Anzahl ihrer Wiederholungen beschranken
muss.

53
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Axiomatische Semantik mit Zeitaspekt (1)

[skipe]

[asse]

{p} skip {1|p}

{plt\x]} x:=t {14p}

{p/\eQZU} m {etdrAex<u}, {r} m {e2lq}
[compe] {p} mim {e1+eliq}

53

wobei u frische logische Variable ist

[itee] {fprb} m {elq}, {pA—b} ™ {elq}
¢ {P} If b then T e|Se ™ fl {e.Uq}

p=p {p'} 7 {9’} d'=q
[conse] {p} = {ela}

wobei (fiir eine natirliche Zahl k) gilt: ¢ <k=xe
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Axiomatische Semantik mit Zeitaspekt (2)

. z '=u} z <u
[while] {3 Bj(p(t)l}) Avihile} b cj{glipg)c)iA{Zing)}
wobei gilt:
p(z+1)=(bANe>e +¢€), 53
p(0) = (-bA1<e),
u ist eine frische logische Variable,
z nimmt Werte aus den naturlichen Zahlen an,
d.h. z> 0.
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Beispiele (1)

Die Korrektheitsformel

{x=3}
y:=1; while x/=1 do y:=y*x; x:=x-1 od
{1/ True}

53

beschreibt, dass die Ausfiihrungszeit des Fakultatsprogramms
angesetzt auf einen Zustand, in dem x den Wert 3 hat, von
der GroBenordnung von 1 ist, also durch eine Konstante be-
schrankt ist.
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Beispiele (2)

Die Korrektheitsformel

{x>0}
y:=1; while x/=1 do y:=y*x; x:=x-1 od
{x|/True}

53

beschreibt, dass die Ausfiihrungszeit des Fakultatsprogramms
angesetzt auf einen Zustand, in dem x einen Wert groBer als 0
hat, von der GroBenordnung von x ist, also linear beschrankt
ist.
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Kapitel 6

Programmanalyse
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Programmanalyse

...speziell Datenflussanalyse.

Typische Fragen sind:

» Welchen Wert hat eine Variable an einer Programmstelle?
~ Konstantenausbreitung und Faltung

» Steht der Wert eines Ausdrucks an einer Programmstelle
verfugbar?

~ Elimination (partiell) redundanten Codes, Code Motion

» Ist eine Variable tot an einer Programmstelle?
~> Elimination (partiell) toten Codes
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Kapitel 6.1

Motivation

6.1
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Motivation

...(Programm-) Analyse zur (Programm-) Optimierung

Programming
Language

6.1
Compiler
Optimizer P Data Flow Analysis
® Code Motion - ® Is term t available?
® Constant Propagation <—‘—> @ Is the value of term t a constant?
® Dead Code Eliminati B B — @ s variable v dead?
.. e ...
Data Flow Analysis T

Machine
Language
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Zentrale Fragen

Grundlegendes:

» Was bedeutet Optimalitat ol
...in Analyse und in Optimierung?

Und auch (scheinbar) Nebensachliches:

» Was ist eine angemessene Programmreprasentation?
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Uberblick — DFA in Theorie und Praxis (1)

DFA-Rahmen / DFA-Werkzeugkistensicht:

6.1
DFA . Theory || Practice
Framework

307/102



Uberblick — DFA in Theorie und Praxis (2)

Komponenten einer (intraprozeduralen) DFA-Spezifikation:

» (Lokale) abstrakte Semantik

1. Ein Datenflussanalyseverband C= (C,C,m,u, L, T)
2. Ein Datenflussanalysefunktional [ ] : E— (C —C)
3. Anfangsinformation/-zusicherung ¢s € C

Darauf aufbauend:

» Globalisierungsstrategien

1. “"Meet over all Paths"-Ansatz (MOP))
2. Maximaler Fixpunktansatz (MaxFP )

» Generischer Fixpunktalgorithmus

6.1
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Uberblick — DFA in Theorie und Praxis (3)

Hauptresultate:

» Korrektheit: Sicherheits-Theorem
» Vollstandigkeit: Koinzidenz-Theorem

Sowie:

» Effektivitat: Terminierungs-Theorem
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Uberblick — DFA in Theorie und Praxis (4)

Genauer lassen sich unterscheiden:

>

>

>

>

intraprozedurale,
interprozedurale,
objektorientierte,
parallele,

konditionale,

> ..

Datenflussanalyse (DFA).

Das grundlegende Prinzip...

6.1
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Uberblick — DFA in Theorie und Praxis (5)

...bleibt stets gleich!

Die allgemeine DFA-Rahmen / DFA-Werkzeugkistensicht:

e ~ DFA
| Specificatio;

Intraprocedural v

.
e Interprocedural DFA N7
e Parallel Framework
* Conditional
Termination
Theorem

Program
( L

Oblljirgn;t‘i.ons: @ @

Equivalence Coincidence/Safety Effectivity

311/102



Liel

Optimale Programmoptimierung!

6.1

...ein weiBer Schimmel in der Informatik?
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Ohne FleiB kein Preis!

In der Sprechweise optimierender Ubersetzung:

6.1

...ohne Analyse keine Optimierung!
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Kapitel 6.2

Datenflussanalyse

6.2
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Programmreprasentation

Im Bereich der Programmanalyse, speziell Datenflussanalyse,
ist dblich:

6.2
» die Reprasentation von Programmen in Form

(nichtdeterministischer) Flussgraphen
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Beispiel

6.2
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Flussgraphen (1)

Definition 6.2.1 (Flussgraph)

Ein (nichtdeterministischer) Flussgraph ist ein Quadrupel
G =(N,E, s, e) mit

Knotenmenge (engl. Nodes) N

Kantenmenge (engl. Edges) E C N x N

ausgezeichnetem Startknoten s

v

v

6.2

v

v

ausgezeichnetem Endknoten e

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass
» s keine Vorgidnger (d.h. keine eingehenden Kanten) besitzt

» e keine Nachfolger (d.h. keine ausgehenden Kanten)
besitzt

» alle Knoten aus N auf einem Pfad von s nach e liegen
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Flussgraphen (2)

Bemerkung:

» Knoten reprasentieren Programmpunkte

» Kanten die Verzweigungsstruktur.
6.2

» Elementare Programmanweisungen (Zuweisungen, Tests)
konnen wahlweise durch

» Knoten (~ knotenbenannter Flussgraph)
» Kanten (~ kantenbenannter Flussgraph)

reprasentiert werden.
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Beispiel: Knotenbenannter Flussgraph
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Beispiel: Kantenbenannter Flussgraph
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Flussgraphdarstellungsvarianten (1)

Knoten- vs. kantenbenannte Flussgraphen
(hier mit Einzelanweisungsbenennung)

b)

6.2

2 4 6
2 [x=asb 4 Fa=x
1 1 6 [a=x ] <i) <i) 6
3 S [y=asb 3 5
7 3%‘}8 at+b
7
O

i) Schematisch ii) "Optimiert"
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Flussgraphdarstellungsvarianten (2)

Knoten- vs. kantenbenannte Flussgraphen
(hier mit Basisblockbenennung)

6.2

Node-labeled (BB-) Graph Edge-labeled (BB-) Grap 322/102



Flussgraphdarstellungsvarianten (3)

Wir unterscheiden:

» Knotenbenannte Graphen
» Einzelanweisungsgraphen (SI-Graphen)
» Basisblockgraphen (BB-Graphen)

» Kantenbenannte Graphen

» Einzelanweisungsgraphen (SI-Graphen)
» Basisblockgraphen (BB-Graphen)

In der Folge betrachten wir bevorzugt kantenbenannte
SI-Graphen.

6.2
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Bezeichnungen fiir Pfadmengen

Sei G = (N, E, s, e) ein Flussgraph, seien m, n zwei Knoten
aus N. Dann bezeichne:
» P¢[m, n]: Die Menge aller Pfade von m nach n.

» P¢[m, n[: Die Menge aller Pfade von m zu einem
Vorganger von n. 62

» P¢]m, n]: Die Menge aller Pfade von einem Nachfolger
von m nach n.

» P¢]m, n[: Die Menge aller Pfade von einem Nachfolger
von m zu einem Vorganger von n.

Bemerkung: Wenn G aus dem Kontext eindeutig hervorgeht,
schreiben wir einfacher auch P statt Pg.
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DFA-Spezifikation, DFA-Problem

Definition 6.2.2 (DFA-Spezifikation)

Eine DFA-Spezifikation ist festgelegt durch
» eine (lokale) abstrakte Semantik bestehend aus
1. einem DFA-Verband C = (c,cC,m,u, L, T)
2. einem DFA-Funktional [ ] : E— (C—C)
» eine Anfangsinformation/-zusicherung: ¢ € C

6.2

Defintion 6.2.3 (DFA-Problem)
Eine DFA-Spezifikation legt ein DFA-Problem fest.
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Praktisch relevant

...sind sog.

» monotone
» distributive
» additive

DFA-Probleme uber DFA-Verbanden, die die
» absteigende

» aufsteigende Kettenbedingung

erfullen.
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Monotonie, Distributivitat, Additivitat

...von DFA-Funktionalen, DFA-Problemen:

Definition 6.2.4

Ein DFA-Funktional [ ]| : E — (C — C) heiBt monoton/distri-
butiv/additiv gdw fiir alle e € E gilt, dass [ e ] monoton/dist- 2
ributiv/additiv ist.

Definition 6.2.5

Ein DFA-Problem heiBt monoton /distributiv/additiv gdw das
DFA-Funktional [ ] der zugrundeliegenden DFA-Spezifikation
(C,[ ] cs) ist monoton/distributiv/additiv.
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Ausdehnung von Monotonie, Distributivitat,
Additivitat (1)

...von Funktionen auf CPOs auf Funktionen auf (DFA-) Ver-
banden (vgl. Kapitel 3.3).

Definition 6.2.6 (Monotonie, Distributivitat, Addi-
tivitat)
Sei C=(C,C,M, L, L, T) ein vollstandiger (DFA-) Verband
und f : C—C eine Funktion auf C. Dann heiBt f
1. monoton gdw Vc,c’ € C. cC ¢’ = f(c) C f(c)
(Erhalt der Ordnung der Elemente)
2. distributiv gdw VC' C C. f([]C") =[1{f(c)|c e C'}
(Erhalt der groBten unteren Schranken)
3. additivgdw VY C' C C. f(||C") = ]{f(c)|ce C'}
(Erhalt der kleinsten oberen Schranken)

6.2
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Ausdehnung von Monotonie, Distributivitat,
Additivitat (2)

Analog zum entsprechenden Lemma auf CPOs gilt auch auf
(DFA-) Verbanden folgende oft niitzliche aquivalente Charak-
terisierung der Monotonie (vgl. Kapitel 3.3):

6.2

Lemma 6.2.7

Sei C = (C,C,M, U, L, T) ein vollstandiger (DFA-) Verband
und f : C—C eine Funktion auf C. Dann gilt:

f ist monoton <= V C’' C C. f(I_lC’ |_| {f(c)|ce C'}

329/102



Ausdehnung von absteigender/aufsteigender
Kettenbedingung

...von CPOs auf (DFA-) Verbande (vgl. Kapitel 3.3):

Definition 6.2.8 (Ab-/aufsteigende Kettenbeding'g)

Ein (DFA-) Verband C = (C,C, M, L, L, T) erfiillt
1. die absteigende Kettenbedingung, falls jede absteigende
Kette stationar wird, d.h. fiir jede Kette
cadced...Jdc,d...gibt eseinen Index m > 1 so
dass ¢, = ¢y fur alle j € IN gilt

6.2

2. die aufsteigende Kettenbedingung, falls jede aufsteigende
Kette stationar wird, d.h. fir jede Kette
aCoC...Cc,C...gibteseinen Index m>1 so
dass ¢, = ¢y fur alle j € IN gilt
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Nachstes Ziel

...die Globalisierung lokaler abstrakter Semantiken von
Anweisungen auf Flussgraphen.

Dafiir zwei (Globalisierungs-) Strategien: o

» “Meet over all Paths"-Ansatz (MOP)
~ fuhrt auf spezifizierende Losung eines DFA-Problems.

» Maximaler Fixpunktansatz (MaxFP )
~ fuhrt auf berechenbare Losung eines DFA-Problems.
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Kapitel 6.3
MOP-Ansatz
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Der MOP-Ansatz

Grundlegend fur die MOP-Strategie:

Definition 6.3.1 (Pfadausdehnung von [ ])

Die Ausdehnung einer lokalen abstrakten Semantik [ ] auf

Pfade p = (ey, ..., ;) ist definiert durch os
[p]= lde falls g <1
PA=dr [{e,...,eq) ] o[ er] sonst

wobei Id. die ldentitat auf C bezeichnet.
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Die MOP-Losung

Definition 6.3.2 (MOP-L6sung)

Sei (C,[ ], c) die Spezifikation eines DFA-Problems. Dann ist
fur alle Knoten n € N die MOP-Losung definiert durch:

MOP 10y (m) =[ {1 p1(c) | p € Pls.n}

Zentral:

» Die MOP-Lésung ist das MaB aller DFA-Dinge. Sie ist die
spezifizierende Losung eines durch (C,[ ], cs) gegebenen
intraprozeduralen DFA-Problems.
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Veranschaulichung

6.3

a) Traditionelle DFA-Sicht: b) Traditionelle Al-Sicht:
‘Schneiden’ v. Infos: MOP ‘Vereinigen’ v. Infos: JOP
(Allquantifizierung) (Ex. Quantifizierung)
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Wermutstropfen

...ist die Unentscheidbarkeit der MOP-Losung im allgemeinen:

Theorem 6.3.3 (Unentscheidbarkeit)

(John B. Kam and Jeffrey D. Ullman. Monotone Data Flow

Analysis Frameworks. Acta Informatica 7:305-317, 1977.)

Es gibt keinen Algorithmus A mit folgenden Eigenschaften:
1. Eingabe fir A sind

1.1 Algorithmen zur Berechnung von Schnitt, Gleichheitstest
und Anwendung von Funktionen auf Verbandselemente
eines monotonen Datenflussanalyserahmens

1.2 eine durch (CA,[[ I, cs) gegebene Instanz | dieses Rahmens

2. Ausgabe von A ist die MOP-Losung von .

Deshalb betrachten wir eine zweite Globalisierungsstrategie.
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Kapitel 6.4
MaxFP-Ansatz
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Der MaxFP-Ansatz

Grundlegend fur die MaxFP-Strategie:

Definition 6.4.1 (MaxFP-Gleichungssystem)
Das MaxFP-Gleichungssystem ist gegeben durch:

6.4

falls n=s

inf(n) = { |—S|{|[(m, n) J(inf(m))| m € pred(n) } sonst
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Die MaxFP-Losung

Definition 6.4.2 (MaxFP-Losung)

Sei (C,[ ]. <) die Spezifikation eines DFA-Problems. Dann ist
fur alle Knoten n € N die MaxFP-Losung definiert durch:

MaxfP &1 1.y (n)=ar inf (n)

wobei inf, die groBte Losung des MaxFP-Gleichungssystems
6.4.1 beziiglich (C,[ ], cs) bezeichnet.

6.4

Zentral:

» Die MaxFP-Losung ist die (unter geeigneten Vorausset-
zungen, siehe Terminierungstheorem 6.6.2) effektiv be-
rechenbare Losung eines durch (C,[ ], ¢) gegebenen

intraprozeduralen DFA-Problems.
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Kapitel 6.5

Koinzidenz- und Sicherheitstheorem
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Hauptresultate: Korrektheit u. Vollstandigkeit

Grundsatzlich:

» Zusammenhang von MOP-Losung und MaxFP-Losung

Genauer:
» Korrektheit und Vollstandigkeit der MaxFP-Losung bzgl.
der MOP-Losung

Im Detail:

» Korrektheitsfrage:
Gilt stets MaxFP,~ € Le)

» Vollstandigkeitsfrage:
Gilt stets /\/IaxFP(a[[ Les

C MOP 1) ?

jMOPC” o7
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Korrektheit

Theorem 6.5.1 (Sicherheit)

Die MaxFP-Losung ist eine sichere (konservative), d.h. untere
Approximation der MOP-Losung, d.h.,

VeselCVneN. /\/IaxFP(a[[ ]I,cs)(”) C MOP(a[[ ]I,cs)(”)

falls das DFA-Funktional [ ] monoton ist.
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Vollstandigkeit (und zugleich Korrektheit)

Theorem 6.5.2 (Koinzidenz)
Die MaxFP-Losung stimmt mit der MOP-Losung tiberein, d.h.,

Ve €CYnEN. MaxFP gy (n)=MOP Gy, (n)

falls das DFA-Funktional [ ] distributiv ist.
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Bemerkung

Statt von

» Korrektheit
» Vollstandigkeit

spricht man im Zusammenhang mit DFA traditionell von 65

» Sicherheit

» Koinzidenz
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Kapitel 6.6

Generischer Fixpunktalgorithmus und
Terminierungstheorem
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Hauptresultat: Effektivitat

Grundsatzlich:

» Zusammenhang von MaxFP-Losung und Generischem
Fixpunktalgorithmus 6.6.1

Genauer:

» Effektivitat des Generischen Fixpunktalgorithmus 6.6.1 fiir
die MaxFP-Losung

Im Detail:

» Effektivitatsfrage:
Terminiert der Generische Fixpunktalgorithmus 6.6.1 stets
mit der MaxFP(CA’I[ H,Cs)—L'dsung?

6.6
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Generischer Fixpunktalgorithmus 6.6.1 (1)

Eingabe: (1) Ein Flussgraph G = (N, E,s,e), (2) ein DFA-
Problem gegeben durch eine DFA-Spezifikation mit (lokaler)
abstrakter Semantik bestehend aus einem DFA-Verband 5
einem DFA-Funktional [ | : E— (C—C), und (3) einer An-
fangsinformation ¢ € C.

Ausgabe: Unter den Voraussetzungen des Terminierungstheo-
rems 6.6.2 die I\/laxFP el e Losung Abhangig von den Ei-
genschaften des DFA- Funktlonals gilt dann:

(i) [ ] ist distributiv: Variable inf enthalt fiir jeden Knoten die
starkste Nachbedingung beziiglich der Anfangsinformation c.

6.6

(i) [ ] ist monoton: Variable inf enthalt fiir jeden Knoten
eine sichere (d.h. untere) Approximation der starksten Nach-
bedingung bezliglich der Anfangsinformation ¢;.
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Generischer Fixpunktalgorithmus 6.6.1 (2)

Bemerkung:

» Die starkste Nachbedingung ist durch die MOP(Cj[[ Les)™
Losung gegeben.

» Die Variable workset steuert den iterativen Prozess. lhre
Elemente sind Knoten aus G, deren Annotation jungst
aktualisiert worden ist, was moglicherweise zu einer ver-
bandsmaBig kleineren Annotation an ihren Nachfolger-
knoten fuhrt.
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Generischer Fixpunktalgorithmus 6.6.1 (3)

( Prolog: Initialisierung von inf und workset )
FORALL n € N\{s} DO inf[n]:= T OD;
inf[s] := cs;
workset := N;
( Hauptprozess: lIterative Fixpunktberechnung)
WHILE workset # ( DO
CHOOSE m € workset;
workset := workset\{ m };
( Aktualisiere die Nachfolgerumgebung von Knoten m)
FORALL n € succ(m) DO
meet := [ (m, n) |(inf[m]) T inf[n];
IF inf[n] 3 meet
THEN
inf[n] := meet;
workset := workset U {n}

6.6

FI
OD ESOOHC OD.
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Effektivitat

Theorem 6.6.2 (Terminierung)

Der Generische Fixpunktalgorithmus 6.6.1 terminiert mit der

a) das DFA-Funktional [ ] monoton ist

b) der DFA-Verband C die absteigende Kettenbedingung
erfullt.

6.6
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Bemerkung

Der Generische Fixpunktalgorithmus 6.6.1 ist formuliert fur

» allquantifizierte (“distributive”) Vorwartsprobleme

Die anderen drei DFA-Problemvarietaten
» existenziell quantifizierter ( “additiver”) Probleme

» Ruckwartsprobleme

konnen mithilfe des Generischen Fixpunktalgorithmus 6.6.1
gelost werden, indem

» der Verband (durch Vertauschen von C mit )

» der Flussgraph (durch Umdrehen aller Kanten)

auf “den Kopf gestellt” wird.

6.6
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Kapitel 6.7

Zusammenfassung und Uberblick
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Intraprozedurale DFA im Uberblick (1)

Ein Bild sagt mehr als 1000 Worte:

Computation Tool

(Fixed Point Alg.)

<. Step3
Computed Solutios
V [

Coincidence Theorem

6.7

Termination Theorem

MOP-Solution - MaxFP-Solution

Safety Theorem

Step 2
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Intraprozedurale DFA im Uberblick (2)

Fokussiert auf die Rahmen-/Werkzeugkistensicht:

Intraprocedural C

""""""""""""""""""""""""""""""" = DFA [
(
Intraprocedural Theory || Practice
DFA
Framework
Tool Kit
Generic 6.7
Fixed Point Alg.
Coincidence Theorem T Theorer
Progra; Equivalence = Termination Theorem -
ropeny) (= 5 = T
¢ H Safety Theorem H
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Kapitel 6.8

Beispiele: Verfligbare Ausdriicke, einfache
Konstanten

6.8

355/102



Zwei prototypische DFA-Probleme

» Verfugbare Ausdriicke
~~ kanonisches Bsp. eines distributiven DFA-Problems

» Einfache Konstanten

~~ kanonisches Bsp. eines monotonen DFA-Problems
6.8
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Kapitel 6.8.1
Verfugbare Ausdriicke
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Verfligbare Ausdriicke (1)

...ein typisches distributives DFA-Problem.

Informell:

» Ein Ausdruck t ist verflighbar an einem Knoten n eines
Flussgraphen, wenn t auf allen Pfaden p von s nach n
berechnet wird und nach der letzten Berechnung von t
auf p kein Operand von t mehr verandert wird (d.h. nicht s
mehr linksseitig in einer Zuweisung vorkommt).
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Verfligbare Ausdriicke (2)

Bemerkung:

» t wird oft als Kandidatenausdruck bezeichnet.

» Ist t verfugbar an einem Knoten n, so kann eine Wieder-
berechnung an n durch Riickgriff auf seinen zuvor berech-
neten (und zu diesem Zweck gespeicherten) Wert vermie-
den werden; dadurch entsteht bestimmter Berechnungs-
aufwand zur Laufzeit tberhaupt nicht, er wird vermieden: 681
Performanzverbesserung ~~ Optimierung
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Veranschaulichung

a) Vor der Optimierung

a)
o~
. 0
l a:=a+b
4 O
I J
o)
X :=a+b l ly =a+b
0
AN

Z = a+b

Y

b) Nach der Optimierung

b) .
g;%f

,j:i; l a:=a+b
4 O

h:=a+b l h:=a+b
vl

x:=h | | y=h

O
AN

N

i
=2
L e=—0

Die Optimierung wird bezeichnet als
» Elimination total redundanter Berechnungen

6.8.1
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Spezifikation als DFA-Problem

» (Lokale) abstrakte Semantik fiir verfiighare Ausdriicke:
1. DFA-Verband:
(C,m, L, E, L, T)=4r (B, A, V, <, falsch, wahr)
2. DFA-Funktional: [ ],, : E— (1B —IB) definiert durch
Cstwahe falls Comp, A Transp,

VecE.[el,,=a { ldB falls =Comp, A Transp,
Cstfalsch  Sonst

6.8.1

» Anfangsinformation: bs € IB
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Bezeichnungen (1)

Dabei bezeichnen:

» IB=4 (B, A, V, <, falsch, wahr): Verband der Wahr-
heitswerte mit 1. = falsch < wahr = T und dem logi-
schen “und” und “oder” als Schnitt- bzw. Vereinigungs-
operation M und LI.

> Cstwahe, CStraisch: die konstanten Funktionen “wahr” und
“falsch” auf IB 681

» ldg: die ldentitat auf IB.
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Bezeichnungen (2)

...sowie relativ zu einem fest gewahlten Kandidatenausdruck t:

» Comp,: t wird von der Anweisung an Kante e berechnet
(d.h. t kommt rechtsseitig als (Teil-) Ausdruck vor)

» Transp,: kein Operand von t erhalt durch die Anweisung
an Kante e einen neuen Wert (d.h. kein Operand von t
kommt linksseitig vor: e ist transparent fiir t)

6.8.1
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Hauptergebnisse

Lemma 6.8.1.1 (Distributivitat u. Kettenbedingung)
1. [ 1., ist distributiv.
2. IB erfiillt die absteigende Kettenbedingung.

Korollar 6.8.1.2 (Koinzidenz und Terminierung)
Fur das DFA-Problem verfugbarer Ausdriicke

1. stimmen die MOP-Losung und die MaxFP-Losung uber-
ein, d.h. die MaxFP-Losung ist korrekt und vollstandig
bezgl. der MOP-Losung.

2. terminiert der Generische Fixpunktalgorithmus 6.6.1 mit
der MaxFP-Losung.

6.8.1
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Kapitel 6.8.2

Einfache Konstanten
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Einfache Konstanten

...ein typisches monotones (nicht distributives) DFA-Problem.

Informell:

» Ein Ausdruck t ist einfache Konstante an einem Knoten n
eines Flussgraphen, wenn jeder Operand von t auf allen
Pfaden p von s nach n vom selbem konstanten Wert ist.

Bemerkung:

» |st t eine einfache Konstante am Knoten n, so kann der 652
Wert von t schon zur Ubersetzungszeit berechnet werden
und somit Berechnungsaufwand von der Laufzeit in die
Ubersetzungszeit eines Programms verschoben werden:
Performanzverbesserung ~~ Optimierung
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Veranschaulichung

a) Vor der Optimierung b) Nach der Optimierung

a) b)

%O
n:

Ei

b—a
a: ab—=2
ar=3, b—=2 c ‘= a+b

on
II

c:=a+] ab—2, c—=4 c::
al—3, b—=2, c—=4 d:=a+l =
d:=c- O ab—=2, ct+—=4, d&—=3 d:=

a—3, b,d—=2, c—=4
b—=2, c—=4
e:=a+d
b—=2, c—=4
f := at+b*c

O<—O<fO<7O<—O<*

Die Optimierung wird bezeichnet als
» Konstantenausbreitung und Faltung
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Spezifikation als DFA-Problem

» (Lokale) abstrakte Semantik fiir einfache Konstanten:

1. DFA-Verband:

(C,MU,C, L, M=gr (X,MU,C,0,,0T)
2. DFA-Funktional:

[ 1. : E—= (X — X) definiert durch

Veec E. [e], =arbe

» Anfangsinformation: o, € &

368/102



DFA-Verband fur einfache Konstanten

Der “kanonische” Verband f. Konstantenausbreitung/Faltung:

a) . b)
/\\
N N
L o \\//‘” -
/\\
\\//'

369/102



Zusatzlich notige Begriffe und Definitionen

...um die Definition der lokalen abstrakten Semantik fur das
DFA-Problem einfacher Konstanten abzuschlieBen:

v

Termsyntax

v

Interpretation
Zustand

» Termsemantik

v

Zustandstransformationsfunktion

v
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Termsyntax (1)

Variablen, Konstanten, Operatoren

Sei
» V eine Menge von Variablen

» Op eine Menge von n-stelligen Operatoren, n > 0, sowie

C C Op die Menge der 0-stelligen Operatoren aus Op,
die sog. Konstanten. 682

371/102



Termsyntax (2)

Zusammengesetzte Terme

Definition 6.8.2.1 (Termsyntax)
Wir legen fest:

1. Jede Variable v € V und jede Konstante ¢ € C ist ein
Term.

2. Ist op € Op ein n-stelliger Operator, n > 1, und sind
t1,...,t, Terme, dann ist auch op(ty,...,t,) ein Term.

3. Es gibt keine weiteren Terme auBer den nach den obigen
beiden Regeln konstruierbaren.

Die Menge aller Terme bezeichnen wir mit T.
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Interpretation

Definition 6.8.2.2 (Interpretation)

Sei ID’ ein geeigneter Datenbereich (z.B. die Menge der gan-
zen Zahlen), seien L und T zwei ausgezeichnete Elemente mit

1, T €ID" und sei ID=4 ID"U{L, T}

Eine Interpretation iiber T und ID ist ein Paar | = (ID, k),
wobei
» Iy eine Funktion ist, die mit jedem 0-stelligen Operator

¢ € Op ein Datum fy(c) € ID" und mit jedem n-stelligen o
Operator op € Op, n > 1, eine totale Funktion
lo(op) : ID" — ID assoziiert, die als strikt angenommen
wird (d.h. lh(op)(di,...,d,)=_L, wann immer es ein
Jje{1,...,n} gibt mit dj=_1)
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Zustand, Zustandsmenge, undef. Zustand

Definition 6.8.2.3 (Zustand, Zustandsmenge)
» Ein Zustand 0 : V — ID ist eine Abbildung von der Menge
der Programmvariablen V auf den Datenbereich ID.
» Mit
Z:df{a|a:V—> |D}

bezeichnen wir die Menge aller Zustande.

6.8.2

» Mit o, bezeichnen wir den (total) undefinierten Zustand
aus X, fiir den gilt: Vv e V.o, (v) =1
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Termsemantik

Definition 6.8.2.4 (Termsemantik)

Die Semantik von Termen t € T ist durch die induktiv defi-
nierte Evaluationsfunktion £ gegeben:

E:T — (X —ID) definiert durch

o(x) fallst=xeV

)
I(c) fallst=ceC
VEETVo €2 E(0)(0)=ar | 1 iop)(E(t)(0).. ... E() (o))

falls t = op(t1,...,t,)
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Zustandstransformationsfunktion

Definition 6.8.2.5 (Zustandstransformationsfkt.)

Die Zustandstransformationsfunktion 6,
,: X =%, 1=x:=t

ist definiert durch:

VoeXx Vy e V. QL(O')(y) =df {
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Hauptergebnisse

Lemma 6.8.2.6 (Monotonie und Kettenbedingung)
L. [ 1. ist monoton.

2. ¥ erfiillt die absteigende Kettenbedingung.

Beachte: Distributivitat von [ ] ist i.a. verletzt!

Korollar 6.8.2.7 (Sicherheit und Terminierung)
Fir das DFA-Problem einfacher Konstanten

1. stimmen die MOP-Losung und die MaxFP-Losung i.a.
nicht tberein; die MaxFP-Losung ist aber stets eine
sichere, d.h. untere Approximation der MOP-Losung.

2. terminiert der Generische Fixpunktalgorithmus 6.6.1 mit
der MaxFP-Losung.
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Programmverifikation vs. -analyse: SPC-Sicht

Kap. 7
18 fc} G
. T
Abstraction
{ SPC(pm) } -~ ¢ { SPC(em) )
‘Concretization
SPC(pxt) € LF must satisfy: SPC(e.t) € C st satisfy:
83} ):n(P)n(SPC(M)) [e9) ):M(C)MSPC(CJ:))
@ VqeLr = {plx{q} implies SPCpx) —> q @) Vdec. = {e)n(d]) implies SPCen) I d
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Programmverifikation vs. -analyse: WPC-Sicht

. |

(ne

Brogram verification

Kap. 7
{ WPCer.q) } { WPC(.c) }
% T
Abstraction
ta} C (¢}
‘Concretization
WPC(t.q) € LF must satisfy: WPC(t.c) € C must satisfy:
M) =, [WPCmq) Jn{q} M) =, (WPCao) ) mic)
(2) Vp€Lr. ):m( pin{q} implies p = WPC(t,q) ) Vdgc. ;:N( dm{c) implies WPCar.c) C d
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Kapitel 8.1
Grundlagen
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Vorbereitung (1)
Erweiterung des DFA-Verbands C um ein failure-Element:
Sei (C,[ ]. ) eine DFA-Spezifikation, sei failure ein neues

Element nicht aus C. Wir erweitern C (bzw. C) um das
Element failure zum erweiterten Verband

5f:df (Cf:df C U {fai/ure}, Ef, Mg, Lg, J_, fai/ure)
so dass failure groBtes Element in Cr ist, d.h.

1. Ve €Cr. c Cf failure
2. Ve, eC.cCrc’gdwcC ¢

8.1

Beachte:
» Durch die Festlegung von C¢ sind auch My und Lf ein-
deutig festgelegt.
» Das neue Element failure reprasentiert eine unerfullbare
DFA-Information.
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Vorbereitung (2)

Ausdehnung des DFA-Funktionals [ ] auf C zum DFA-Funk-
tional [ ], auf Cr:

Hierzu legen wir fest:

[el](c) falls ¢ # failure

veelrvecE [el(c)=w { failure  sonst

8.1

Lemma 8.1.1

» [ ]; ist monoton gdw [ ] ist monoton.
» [ 1/ ist distributiv gdw [ ] ist distributiv.
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Reverse abstrakte Semantik

Sei [ ]: E—(C—C) eine (lokale) abstrakte Semantik auf C.
Dann ist die durch die Erweiterung [ ], von [ ] definierte
reverse (lokale) abstrakte Semantik wie folgt festgelegt:

Definition 8.1.2 (Reverse abstrakte Semantik)

D/i\e reverse abstrakte Semantik zu einer abstrakten Semantik
(C,[ ]) ist gegeben durch: 51

1. (Reverser) DFA-Verband é\f:df (Cr, C¢, Mg, Ug, L, failure)

2. Reverses DFA-Funktional
[ 1 : E—(Cr—Cs) definiert durch

Vec EVcel. [elg(c)=a [ [{c[[e]f(c) D c}
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DFA vs. rDFA

Intuitiv:

» DFA zielt fur jede Programmstelle auf die Berechnung des
starkst moglichen Datenflussfakts (relativ zu einer gege-
benen Startinformation).

» rDFA zielt fir jede Programmstelle auf die Berechnung
eines schwachst moglichen Datenflussfakts, so dass ein
‘gewlinschter’ Datenflussfakt an einer bestimmten Pro-
grammstelle gultig ist.

8.1

» Reverses Gegenstiick der meet-over-all-paths Globali-
sierung einer abstrakten Semantik ist daher die reverse
join-over-all-paths Globalisierung der zugehorigen reversen
abstrakten Semantik.
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Grapherweiterung um Anfrageknoten

Der Ubergang von DFA zu rDFA ist geradlinig, die Globali-
sierung der lokalen reversen abstrakten Semantik erfordert
aber die folgende Grapherweiterung:

» Sei G'=(N',E’,s',€') ein Flussgraph und g € N’ der
interessierende Programmpunkt, der sog. Anfrageknoten
(query node).

» Ist g von s’ verschieden, dann wird G’ durch eine Kopie q
von g zu G = (N, E,s,e) erweitert, wobei der neue Kno-
ten q dieselben Vorganger wie q besitzt, aber keine Nach-
folger.

8.1
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Beobachtung

Es gilt:

» Die Hinzunahme von q hat keinen Einfluss auf die MOP-
Losung irgendeines der urspriinglichen Knoten von G.

» Die MOP-Losungen von q und g stimmen uberein.

Die folgenden drei Lemmata fassen diese Beobachtungen
zusammen und formalisieren sie.

8.1
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Zusammenhang von [ ], und [ ] (1)

Lemma 8.1.3

Sei [ ]; ein (erweitertes) DFA-Funktional. Dann gilt fiir jede
Kante e € E:

1. [ e]r ist wohldefiniert und monoton.
2. [ e]r ist additiv, falls [ e ], distributiv ist.

8.1
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Zusammenhang von [ ], und [ ]» (2)

Lemma 8.1.4
Sei [ ]; ein (erweitertes) DFA-Funktional. Dann gilt fiir jede
Kante e € E:
1. [e]prolels C ldg,, falls [ e] monoton ist.
2. [elfolelg 3 Ide,, falls [ e] distributiv ist. 81

Sprechweise in der Theorie “Abstrakter Interpretation”:
» [e]; und [ e]x bilden eine Galois-Verbindung.
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Zusammenhang von [ ], und [ ]» (3)

Lemma 8.1.5
1.Vne NN N. Pgls,n|=Pgls, n
2. Vq € N'\{s}. Pg/s, q]=Pgls, q]
3.V eCVne NNN. MOPgi ¢ (n) = MOP ¢,)(n)
4. MORg.)(q) = MOP,g 0 (q)
wobei g ( “query node”) Kopie von ¢ ist mit pred(q) =
pred(q) und succ(q) = 0.

8.1
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rDFA-Spezifikation und rDFA-Problem

Mit den vorherigen Festlegungen und Beobachtungen ist es
sinnvoll festzulegen:

Definition 8.1.6 (rDFA-Spezifikation)

Eine rDFA-Spezifikation zu einer abstrakten Semantik (C, [ ])
ist ein Tripel (Cr, [ 17 cq) gegeben durch
» eine reverse (lokale) abstrakte Semantik bestehend aus
1. einem DFA-Verband é\f:df (Cr, Cr, Mg, Us, L, failure)
2. einem reversen DFA-Funktional [ ]z : E— (Cr —Cr)
» einer DFA-Frage: ¢, €C

8.1

Definition 8.1.7 (rDFA-Problem)
Eine rDFA-Spezifikation legt ein rDFA-Problem fest.
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Kapitel 8.2
R-JOP-Ansatz
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Ausdehnung von [ ] auf Pfade

Grundlegend fur die R-JOP-Strategie:

Definition 8.2.1 (Pfadausdehnung von [ ]z)

Die Ausdehnung einer reversen (lokalen) abstrakten Semantik

auf Pfade p = (eq, ..., e4_1, &) ist definiert durch:
B Ide falls A, <1 o
[P 1a=ar { [(er,....eq-1)Jroleq]r sonst

Beachte: Die obige Ausdehnung bedeutet einen Riickwarts-
durchlauf von Pfad p.
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Der R-JOP-Ansatz

Definition 8.3.2 (R-JOP-Losung)

Sei (Cr, [ 1 cq) die Spezifikation eines rDFA-Problems. Dann
ist fur alle Knoten n € N die R-JOP-Losung definiert durch:

R-JOR, g 1, co(m)=ar |_|{1p1alcs) | p € Pln.a])

8.2
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Veranschaulichung
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Kapitel 8.3
R-MinFP-Ansatz
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Der R-MinFP-Ansatz

Grundlegend fur die R-MinFP-Strategie:

Definition 8.3.1 (R-MinFP-Gleichungssystem)
Das R-MinFP-Gleichungssystem ist gegeben durch:

reqinf(n) =

8.3

{ Cq falls n=q
LI{ (n, m)]x(reqinf(m))| m € succ(n)} sonst
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Die R-MinFP-Losung

Definition 8.3.2 (R-MinFP-Losung)

Sei (Cr. [ 5 cq) die Spezifikation eines rDFA-Problems. Dann
ist fur alle Knoten n € N die R-MinFP-Losung definiert durch:

R-MinFFg, | ]IR’Cq)(n):df reqinf: (n)

wobei req/nfﬁq die kleinste Losung des R-MinFP-Gleichungs-
systems 8.3.1 bzgl. (5,c,|[ 1, ¢q) bezeichnet.
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Kapitel 8.4

Reverses Koinzidenz- und Sicherheitstheorem

406/102



Hauptresultate: Korrektheit u. Vollstandigkeit

Grundsatzlich:
» Zusammenhang von R-JOP-Losung und R-MinFP-Losung

Genauer:

» Korrektheit und Vollstandigkeit der R-MinFP-Losung bzgl.

der R-JOP-Losung

Im Detail:

» Korrektheitsfrage:
Gilt stets R- M/nFPC I lece) = F\’JOPCf[[]I ) 7

» Vollstandigkeitsfrage:
Gilt stets R-MinFP ~ ) E R- JOP 7
(Cr.l Trsca (Cr. Troca)

8.4
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Korrektheit

Theorem 8.4.1 (Reverse Sicherheit)

Die R-MinFP-Losung ist eine sichere (konservative), d.h. obere
Approximation der R-JOP-Losung, d.h.,

Weg€C¥ne N RMnFPg 1y . (n) 2 R-JOPG 1 . \(n)

Beachte: o

» Die reversen Semantikfunktionen sind stets monoton
(vgl. Lemma 8.1.3(1)); deshalb braucht diese Voraus-
setzung in Theorem 8.4.1 nicht explizit genannt zu
werden.
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Vollstandigkeit (und zugleich Korrektheit)

Theorem 8.4.2 (Reverse Koinzidenz)

Die R-MinFP-Losung stimmt mit der R-JOP-Losung tiberein,
d.h,,

VegelVnelN. R—MinFP(CAF’H ]]R,Cq)(n) = R'JOP(C?,H ]]vaq)(n)
falls das [ ] induzierende DFA-Funktional [ ] distributiv ist.

8.4

Beachte:

» Distributivitat von [ ] (und deshalb auch [ ];) impliziert
Addivitat von [ ], (vgl. Lemma 8.1.1 und 8.1.3(2)). So-
mit ist Addivitdt von [ ] implizit in Theorem 8.4.2 ge-
fordert, wird aber auf die Distributivitatseigenschaft des
Ursprungproblems zurtickgefiihrt.
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Kapitel 8.5

Generischer Fixpunktalgorithmus und
Reverses Terminierungstheorem
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Hauptresultat: Effektivitat

Grundsatzlich:

» Zusammenhang von R-MinFP-Losung und Generischem
Fixpunktalgorithmus 8.5.1

Genauer:

» Effektivitat des Generischen Fixpunktalgorithmus 8.5.1 fuir
die R-MinFP-Losung
Im Detail:

» Effektivitatsfrage:
Terminiert der Generische Fixpunktalgorithmus 8.5.1 stets
mit der R-I\/IinFP(@[ ]IRVCq)-Lc'jsung?
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Der generische R-MinFP-Alg. 8.5.1 (1)

Eingabe: (1) Ein Flussgraph G =(N, E,s,e), (2) ein (Anfra-
ge-) Programmpunkt g, (3) ein reverses DFA-Problem gege-
ben durch eine reverse (lokale) abstrakte Semantik bestehend
aus einem erweiterten DFA-Verband é\f und einem reversen
DFA-Funktional [ ] : E— (Cr — Cs) induziert von einem
DFA-Funktional [ ]| : E— (C —C), und (4) eine Anfrageinfor-
mation ¢, € C am Anfragepunkt g.
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Der generische R-MinFP-Alg. 8.5.1 (2)

Ausgabe: Unter den Voraussetzungen des Terminierungstheo-
rems 8.5.2 die R—I\/IinFP(CAh” 7Cq)—L'dsung. Abhangig von den
Eigenschaften des reversen DFA-Funktionals gilt dann:

(i) [ 15 ist additiv: Variable req/nf([s] enthalt die schwachste
Vorbedingung fiir ¢; an g, d.h. den kleinsten DFA-Fakt, der
beim Programmaufruf gelten muss, um die Giiltigkeit von ¢,
an g zu garantieren. Ist dies failure, so gilt ¢, an g definitiv
nicht.

(i) [ ]z ist monoton: Variable reqinf|s] enthalt eine obere
Approximation der schwachsten Vorbedingung fiir ¢, an g,
d.h. eine obere Schranke fir den DFA-Fakt, der beim Pro-
grammaufruf gelten muss, um die Giiltigkeit von ¢, an g zu
garantieren. Ist dies failure, so schlieBt dies aufgrund der
Uberapproximation nicht aus, dass cq an q gilt.
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Der generische R-MinFP-Alg. 8.5.1 (3)

Bemerkung:

» Die schwachste Vorbedingung ist durch die
R—JOP(CAh[[ ]|R7Cq)—L65ung gegeben.

» Die Variable workset steuert den iterativen Prozess. lhre
Elemente sind Knoten aus dem erweiterten Flussgraphen
G', deren Annotation jiingst aktualisiert worden ist, was
moglicherweise zu einer verbandsmaBig groBeren Annota-
tion an ihren Vorgangerknoten fuhrt.
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Der generische R-MinFP-Alg. 8.5.1 (4)

( Prolog: Initialisierung von reqinf und workset )
FORALL n € N\{q} DO reqinf[n]:= L OD;
reqiInf|q] := cq;

workset := {q};
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Der generische R-MinFP-Alg. 8.5.1 (5)

(Hauptprozess: lterative Fixpunktberechnung)
WHILE workset # () DO
CHOOSE m € workset;
workset := workset\{m};
( Aktualisierung d. Vorgangerumgebung von Knoten m)
FORALL n € pred(m) DO
Join:= [ (n, m) ] p(reqInf[m]) Us reqInf]n];
IF reqinf[n] C¢ join

THEN
reqInf[n] := join; 85
workset := workset U {n}
Fl
oD
ESOOHC

OD.
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Effektivitat

Aufgrund der stets gegebenen Monotonie der reversen Seman-
tikfunktionen (vgl. Lemma 8.1.2(1)) erhalten wir:

Theorem 8.5.2 (Reverse Terminierung)

Der Generische Fixpunktalgorithmus 8.5.1 terminiert mit der
R- I\/lmFP [1. Losung falls der DFA-Verband C die
aufstei- gende Kettenbedlngung erfullt.

Beachte: 85

> Cr erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung gdw C die
aufsteigende Kettenbedingung erfiillt. Wie bei Theorem
8.4.2 wird hier die entscheidende Voraussetzung auf die
entsprechende Eigenschaft des Ursprungsproblems zurtick-
gefuhrt.
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Kapitel 8.6

Analyse und Verifikation: Analogien und
Gemeinsamkeiten

8.6
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DFA/rDFA vs. Verifikation

Data—flow Analysis

MaxFP

Coincidence I

Theorem
MOR(@) 3 ¢
N

Link
Theorem

Vv
[ C,
Reverse rJOP Cq(s) =

Coincidence ||
Theorem .
rMinFP

b

Program Verification

distributive

[eleLC—=C]

Strongest Postcondition View

i (I (2)
"»'.”,‘,14le¢$
=
[elg(© = [ [{¢Ilel(c) 2 c} {(2}m {q)

Weakest Precondition View

8.6
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Zusammenhang DFA und rDFA

...fur distributive DFA-Probleme.
Theorem 8.6.1 (Zusammenhangs-Theorem)
Es gilt:
I\/IaxFP(aII ]I,Cs)(q) = MOP(&|[ ]],CS)(q) J ¢
<
R-I\/IinFP(gf,[ ]R,Cq)(s) = R-JOP(A (s) C ¢

Cr:l Tr-ca)

falls das DFA-Funktional [ ] distributiv ist.

8.6
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Insgesamt: WPC-Analogie Verifikation/(r)DFA

[’l‘he

Program Verification i Program Analysis
Assertion Language

Abstract Interpretation
Abstraction
{ WPCe.q) } ¢ { WPC(.c) }
‘Concretization
% T
8.6
fa} {c}
WPC(.q) € LF must satisfy: WPC(r.c) € C must satisfy:
() =, [WPCma) )niq) M) = (WPCao) ) mic)
(2) ¥V p€Lr. b:m( pin{q} implies p = WPC(t.q) 2) VYdec. ):M( d)m{c) implies WPCar.c) C d
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Drei unterschiedliche Problemsichten (1)

The specification problem:

{7} {q}

... the domain of reverse DFA

The verification problem:

{p}n{q}?
... the domain of demand-driven DFA 8.1

The implementation problem: 8.9

{p} n {2}

... the domain of exhaustive DFA
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Drei unterschiedliche Problemsichten (2)

Implementation Problem Specification Problem

teti 2wei

! Given: Context Information cti ! Given: Component Information cpi

? Sought: Strongest Component Information sci  ? Sought: Weakest Context Information wei

Verification Problem

leti

! Given:

? Sought:

Context Information cti
Component Information cpi
Validity ofcpi with respect of cti
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Kapitel 8.7

Anwendungen reverser Datenflussanalyse

8.7
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Beispiele

Anwendungen reverser DFA

v

Einfache Analysatoren und Optimierer

v

“Hot Spot” Programmanalyse und -optimierung

v

Debugger

Insbesondere

» Anforderungsgetriebene Datenflussanalyse
(demand-driven data-flow analysis)

8.7
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Einfacher Analysator und Optimierer

O
rey

a) o} b)

® o0 o
® N ook

z := a+bh write(c)

Flow graph Data—flow information
Program points
satisfying availability ©
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“Hot Spot”-Analysator und Optimierer

yi=atb

""Hot Spot" Optimizer

Program point @® \/

satisfies availability

while ® does not! é
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Debugger

Debugger
Variable c is not initialized

along some paths reaching
program point @
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Erschopfende vs. anforderungsgetriebene DFA

Erschopfende (xDFA) vs.
anforderungsgetriebene DFA (ddDFA):

Conventional
Classification of DFA Techniques

/N

Exhaustive Demand—-Driven
DFA DFA
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Aufwand xDFA und ddDFA im Vergleich (1)

Verfugbarkeit an einem Punkt: Vergleich Berechnungsaufwand
erschopfend (), anforderungsgetrieben (griin)

8.7
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Aufwand xDFA und ddDFA im Vergleich (2)

Verfugbarkeit an einem Punkt: Vergleich Berechnungsaufwand
erschopfend (<), anforderungsgetrieben (griin)

8.7
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Reverse Verfiigbarkeit (1)

Reverse Verfligbarkeit im Detail

Erforderliche Hilfsfunktionen:
R—Cstwahr, R—CStfa|Sch, und R—IdBXZ

falsch falls b € IB

Vb € Bx. R-Cstuanr(b) =ar { failure sonst (d.h. falls b= failure)

falsch falls b=falsch

Vb € Bx. R-Csttascn(b) =ar { failure sonst 2

R-ldys,, =qr Ids,

wobei Bx=,r {falsch, wahr, failure}.
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Reverse Verfiigbarkeit (2)

Reverse abstrakte Semantik fur Verfugbarkeit:

1. DFA-Verband:
(C,m, U, L, T)=4r (Bx, A+, V¢, <¢, falsch, failure)
mit falsch <; wahr < failure

2. Reverses DFA-Funktional:
[ 1., :E—(Bx— Bx) definiert durch

R-Cstwane falls [ e],, = Cstwanr
VecE.Je ]]avR:df R-Idg,, falls [e],, = ldg
R-Cstpaisen  falls [ e],, = Csttaisch

Hinweis: Siehe auch Erganzungsfolien zu “Hot Spot”-Pro-
grammanalyse und -optimierung auf der Webseite zur LVA.

8.7
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Kapitel 8.8

Zusammenfassung

8.8
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Gegentiberstellung von xDFA und ddDFA

Program Analysis

Strongest Post-condition Problem

The Standard Vle/ \The DUa' View

~

%?
%
z
/,@%
k2]
3

Partial Exhaustive
(By—need +
Early Termination) /\
(©)
BN-MaxFP 1 MaxFP =

Weakest Pre-condition Problen

§
§
QO

Exhaustive

/o)

rJOP ;

Partial
(Demand—driven +
Early Termination)

™inFP  —J DD-rMinFP

8.8
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Induzierte Lésungsstrategien (1)

Coarse Grained
Profile-Oriented
Classification of DFA Techniques

Implementation Verification Specification
Profile Profile Profile a5

IP/MaxFP VIP/MaxFP |
DFA DFA |

|

("exhaustive"') ("'demand—driven ’:9
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Induzierte Lésungsstrategien (2)

Coarse Grained
Profile—Oriented
Classification of DFA Techniques

TImplementation Verification Specification
Profile Profile Profile

8.1

8.2

R it ) 8.3

IP/MaxFP ! SPg?;V\ZmF P ! i) 5
DFA : " . " : 3.6
("exhaustive") . f ,e,x,hgl,ls,rivf,),) i

VIP/MaxFP
DFA

(""demand-driven"’)

7

VSP/RMinFP

|
| DFA

(""demand-driven')
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Algorithmenorientierte Sicht (1)

...zur Klassifikation von DFA-Problemen.

Conventional—-Style
Classification of DFA Techniques

N

Exhaustive Demand-Driven
DFA DFA
Exhaustive " Exhaustive " Demand-Driven, Demand—-Driven
IP-Approach SP-Approach; ' VIP-Approach: VSP-Approach

I
"X-RMinFPDFA | 1 "DD-MaxFPDFA : "DD-RMinFPDFA

"X-MaxFPDFA

l v ™ /
Tmplementation .~ Specification « Verification
Problem '“.__ Problem .-’ Problem

8.8
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Algorithmenorientierte Sicht (2)

...zur Klassifikation von DFA-Problemen.

Coarse Grained

Profile—Oriented
Classification of DFA Techniques

AN

IP —Oriented SP-Oriented
DFA DFA

VIP-Approach | VSP-Approach SP-Approach |

IP-Approach 8.6
"DD-MaxFPDFA | | "DD-RMinFBYFA "X-RMinFPDFA | a6

"X-MaxFPDFA

("exhaustive")

I
("exhaustive") !

Specification
Proble:
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Programm- und problemorientierte Sicht

...zur Klassifikation von DFA-Problemen.

Profile-Driven
Problem Classification

|

Implementation Specification Verification
Problem Problem Problem

/N /\

o o
teti 2wei
!cti : Context Information ? wei @ Weakest Context teti @ Context Information
?sci : Strongest Component Information Leni : C Inf .
Information ! ¢pi : Component Information *cpi : Component Information

... where ""!" and "'?"means given and sought respectively.
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Kapitel 9.1

Motivation
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Motivation

Viele praktisch relevante Probleme in der Informatik lassen
sich durch die

» kleinste (groBte) gemeinsame Losung

von Systemen rekursiver Gleichungen beschreiben:

9.1
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System rekursiver Gleichungen

Sei

x = fo(x)
ein System rekursiver Gleichungen, wobei o

.F:df{fk:D—>D|1§k§n}

eine Familie monotoner Funktionen auf einer wohlfundierten
partiellen Ordnung (D, C) ist.
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Fixpunkte vs. Losungen

Fixpunkte von Funktionen vs. Losungen von Gleichungen

Wir wollen einsehen, dass das

» Losen eines Systems rekursiver Gleichungen

x = f(x)

x = fo(x)

der

» Berechnung eines Fixpunktes von F, d.h. eines gemein-
samen Fixpunkts x = f(x) fiir alle .

entspricht.

9.1
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Chaotische lteration

Fixpunktberechnung mittels chaotischer lteration:

» Ein typischer lterationsalgorithmus beginnt mit dem ini-
tialen Wert L fur x, dem kleinsten Element von D, und
aktualisiert sukzessive den Wert von x durch Anwendung
der Funktionen f, in einer beliebigen Reihenfolge, um so
den kleinsten gemeinsamen Fixpunkt von F zu approxi- o1
mieren.

Diese Vorgehensweise wird als chaotische lteration bezeichnet.
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Bekannte Fixpunkttheoreme aus der Literatur

Moglicherweise am bekanntesten das

» Fixpunkttheorem von Tarski [1955]
» Garantiert Existenz kleinster Fixpunkte fiir monotone
Funktionen uber voIIstandlgen partlellen Ordnungen
» lteration: Xy = I X1 = f(xo) Xo = f(xl) ., wobei X;
den Wert von X nach der i-ten Iteration bezeichnet.
» Vielfach anwendbar, aber dennoch oft zu speziell.

Verallgemeinerungen:
» Vektor-Iterationen: Robert [1976]

» Asynchrone Iterationen: Baudet [1978], Cousot [1977],
Uresin/Dubois [1989], Wei [1993]

9.1
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Vektor-Iterationen, asynchrone lterationen

» Vektor-Iterationen (Robert [1976])

» Gegeben:

Eine monotone Vektorfunktion f = (£, ..., f™)
» Gesucht:

Kleinster Fixpunkt X = (x1,...,x™) € D™ von f
> Iteratign: . B

)?0 = L,)?l = f_/o()_('o),)_()g = le(;l), ..., wobei

Ji €{1,..., m} und die k-te Komponente E,()?,-)k von
f1.(%:) ist FX(xX), falls k € J;, und x* sonst.

> Asynchrone Iterationen (Baudet 1978], Cousot [1977],
Uresin/Dubois [1989], Wei [1993])

> f;, kann auf Komponenten friiherer Vektoren der ltera-
tionsfolge zuriickgreifen xj, j < .

9.1
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Zum Nachschlagen und -lesen

» Alfred Tarski. A Lattice-theoretical fixpoint theorem and

its applications. Pacific Journal of Mathematics, Vol. 5,
285-309, 1955.

» F. Robert. Convergence locale d'itérations chaotiques non
linéaires. Technical Report 58, Laboratoire d'Informa-
tique, U.S.M.G., Grenoble, France, Dec. 1976.

9.1

Ein historischer Abriss findet sich in:

» Jean-Louis Lassez, V.L. Nguyen, Liz Sonenberg. Fixed
Point Theorems and Semantics: A Folk Tale. Information
Processing Letters 14(3):112-116, 1982.
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In diesem Kapitel

Vorstellung eines weiteren Fixpunkttheorems, das ohne
Monotonie auskommt!

» Alfons Geser, Jens Knoop, Gerald Littgen, Oliver
Rithing, Bernhard Steffen. Non-monotone Fixpoint
Iterations to Resolve Second Order Effects. In
Proceedings of the 6th International Conference on
Compiler Construction (CC'96), Springer-V., LNCS 1060,
106-120, 1996.

9.1
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Kapitel 9.2

Chaotisches Fixpunktiterationstheorem

9.2
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Vorbereitungen (1)

» Eine partielle Ordnung (D, C) ist ein Paar aus einer Men-
ge D und einer reflexiven, antisymmetrischen und transi-
tiven zweistelligen Relation © C D x D.

» Eine Folge (d;)ien von Elementen d; € D heiBt (aufstei-
gende) Kette, falls Vi € IN. d; C d; .

» Eine Kette T =4 (d;)ien heiBt stationar, falls
{d; | i € IN} endlich ist.

» Eine partielle Ordnung C heiBt wohlfundiert, falls jede
Kette stationar ist.

9.2
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Vorbereitungen (2)

» Eine Funktion f : D — D auf D heiBt
» monoton, falls Vd,d" € D.d C d'=f(d) C f(d').
» inflationar (vergroBernd), falls Vd € D. d C f(d)

» Ist F =4r (fc)xem eine Familie von Funktionen und
s =(s1,...,s,) € IN", dann ist f; definiert durch die
Komposition

9.2

fo=ar fs,0---0fy

n
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Strategien, Iterationsfolgen, Fairness

Definition 9.2.1 (Strategie, Chaotische Iterations-
folge, Fairness)

Sei (D, C) eine partielle Ordnung und F =4 (fx)ken €ine
Familie inflationarer Funktionen f, : D — D.

» Eine Strategie ist eine beliebige Funktion v : IN — IN.

» Eine Strategie v und ein Element d € D induzieren eine
chaotische Iteration f,(d) = (d;)ien von Elementen %
d; € D, die induktiv definiert sind durch dy = d und

dis1 = f,0)(di).
» Eine Strategie v heiBt fair gdw
Vi, k € IN. (fi(d;) # d; impliziert 3j > i. d; # d;)
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Ein abgeschwachter Monotoniebegriff

Definition 9.2.2 (Verzogerungsmonotonie)

Sei (D, C) eine partielle Ordnung und F =4 (fx)ken €ine
Familie von Funktionen f, : D — D. Dann heiBt F verzogert-
monoton, falls fir alle k € IN gilt:

d C d" impliziert 3s € IN*. f,(d) C £,(d")

9.2

Lemma 9.2.3
F ist verzogert-monoton, wenn alle f, im Ulblichen Sinn mono-
ton sind.
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Das “monotoniefreie” Fixpunkttheorem

Theorem 9.2.4 (Chaotische Fixpunktiteration)

Sei (D, C) eine wohlfundierte partielle Ordnung mit kleinstem
Element L, F =4 (fx)ken eine verzogert-monotone Familie
inflationarer Funktionen und v : IN — IN eine faire Strategie.
Dann gilt:

1. Der kleinste gemeinsame Fixpunkt puF von F existiert os
und ist gegeben durch | | £,(L).

2. pF wird stets in einer endlichen Zahl von lterations-
schritten erreicht.
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Generischer Fixpunktalgorithmus 9.2.5

Nichtdeterministischer ‘Rumpf’-Algorithmus:

d:=1;
while 3k € IN. d # f(d) do
choose k € IN where d C f;(d) in
d := fi(d)
ni
od

9.2
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Kapitel 9.3

Anwendungen
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Kapitel 9.3.1

Vektor-lteration

9.3.1
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Vorbereitungen (1)

» Sei (C,C¢) eine wohlfundierte partielle Ordnung und
D = C" fir ein n € IN, geordnet durch die punktweise
Ausdehnung von Cc.

» Sei f : D — D eine monotone Funktion.

» Anstelle der Iteration d; = (L), d» = f(dy), ... im Stil
von Tarskis Fixpunkttheorem, konnen wir zu einer Zer-
legung von f in seine Komponenten ¥ iibergehen, d.h.
f(d) = (f}(d),..., f"(d)) unter Ausfiihrung selektiver
Aktualisierungen

9.3.1

» Hier und in der Folge benutzen wir obere Indizes i, um
die i-te Komponente eines Vektors der Lange n zu be-
zeichnen.
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Vorbereitungen (2)

Definition 9.3.1.1 (Vektor-Iteration)

Eine Vektor-lteration ist eine lteration der Form
dy = (L), do = fy(dh),..., wobei J; C {1,...,n} und

; fi(d) fallsieJ
fild) =ar { d’( ) sonst

eine selektive Aktualisierung der durch J spezifizierten Kompo-
nenten durchfihrt.
Es gilt:
» Die Menge der gemeinsamen Fixpunkte der Funktionen-
familie F =4 {f; | J C {1,...,n}} ist gleich der Menge
der Fixpunkte von f.

» Jedes f; is monoton, da f monoton ist.
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Anwendung von Fixpunkttheorem 9.2.4
...zur Modellierung der Vektor-lteration.

Erforderlich: Verallgemeinerung des Strategiebegriffs auf einen
Strategiebegriff fir Mengen.

Definition 9.3.1.2 ((Faire) Mengenstrategie)

» Eine Mengenstrategie ist eine (beliebige) Funktion
v: IN=P{1,...,n}).

Intuition: ~y(/) liefert eine Menge J; von Indizes aus
{1,...,n}, deren zugehorige Komponenten in Schritt /
aktualisiert werden sollen.

9.3.1

» Eine Mengenstrategie heiBt fair gdw
Vi € IN, J CIN. (f)(d;) # d; impliziert 3j > i.d; # d;)
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Modellierungsresultate (1)

Lemma 9.3.1.3 (Vektor-Iteration)

Sei (C,Cc¢) eine wohlfundierte partielle Ordnung mit klein-
stem Element L, sei n € IN und sei D = C" geordnet durch
die punktweise Ausdehnung von C¢ auf C. Sei

f =(f',...,f") eine monotone Funktion auf D, sei

F=ar {f;| J C{1,...,n}} mit Funktionen f; : D — D wie
zuvor definiert und sei v : IN — P({1,..., n}) eine Mengen-
strategie.

Dann gilt: Jede chaotische Iteration £, (L) liefert eine Kette.

9.3.1
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Modellierungsresultate (2)

Korollar 9.3.1.4 (Chaotische Vektor-Iteration)

Sei (C,Cc¢) eine wohlfundierte partielle Ordnung mit
kleinstem Element L, sei n € IN und sei D = C" geordnet
durch die punktweise Erweiterung von C¢ auf C. Sei

f =(f',...,f") eine monotone Function auf D, sei

F=ar {fi| 4 CA{L,...,n}} und sei 7 eine faire Mengen-
strategie.

Dann gilt:
» || (L) ist der kleinste Fixpunkt puF von F. 552
» uF = pf.

» uJF ist stets in einer endlichen Zahl von
Iterationsschritten erreicht.
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Modellierungsresultate (3)

Bemerkungen:

» Korollar 9.3.1.4 ist ein Spezialfall von Fixpunkttheorem
9.2.4 fir Vektor-lterationen und folgt zusammen mit
Lemma 9.3.1.3.

» Fiir | F| = 1 reduziert sich Korollar 9.3.1.4 auf Tarskis Fix-
punkttheorem im Fall wohlfundierter partieller Ordnungen.

9.3.1
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Kapitel 9.3.2

Datenflussanalyse

9.3.2
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Anwendung von Fixpunkttheorem 9.2.4

...auf intraprozedurale DFA.

Erinnerung:

Das MaxFP-Gleichungssystem:

; Gs falls n=s
inf(n) = {I_I{[[(m,n)]](inf(m))!mepred(n)} sonst
Die MaxFP-Losung: 932

Die groBte Losung des MaxfP-Gleichungssystems, bezeichnet
mit inf ..
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Dual dazu: MinFP-Gleichungssystem 9.3.2.1

Das MinFP-Gleichungssystem:

falls n=s

inf(n) = { |_s|{[[(m7 n) |(inf(m)) | m € pred(n) } sonst

Die MinFP-Losung:

Die kleinste Losung des MinFP-Gleichungssystems, bezeichnet e
mit inf .
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Generischer MinFP-Fixpunktalg. 9.3.2.2

infls] := c;
forall n € N\{s} do inf[n] :== L od;
workset := N;
while workset # () do
choose n € workset in
workset := workset\{ n };

new:= infln] U |_J{[ (m, n) J(inf[m]) | m € preds(n)};

if new 1 inf[n] then
infln] := new;
workset := workset U succg(n)
fi
ni
od

9.3.2
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Zur Fixpunktcharakt. der MinFP-Lésung (1)

Vorbereitung

» Sei G = (N, E,s,e) der betrachtete Flussgraph.

» Sei [ ]: E— (C—C) ein monotones DFA-Funktional,
das die lokale abstrakte Semantik von G festlegt.

» Die Menge der Knoten N werde mit der Menge der
natiirlichen Zahlen {1, ..., n} identifiziert, wobei n die
Anzahl der Knoten von N bezeichnet.

9.3.2
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Zur Fixpunktcharakt. der MinFP-Lésung (2)

Sei D=4¢ C™ versehen mit der punktweisen Ausdehnung v. Cc.

Dann gilt:

» (D,C) ist eine wohlfundierte partielle Ordnung.

» Ein Wert d = (d*,. .., d"?) stellt eine Annotation des
Flussgraphen dar, wobei dem Knoten k der Wert d*
zugewiesen ist.

9.3.2

479/102



Zur Fixpunktcharakt. der MinFP-Ldsung (3)

Fur jeden Knoten k des Flussgraphen definieren wir jetzt eine
Funktion f¥ : D — C durch

Fe(d,. .., d")=gr d'
wobei
d* =d*u | [{[(m k)1(d™)|m € preds(k)}

Intuitiv: f¥ beschreibt den Effekt der Berechnung der lokalen :
abstrakten Semantik am Knoten k.
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Charakterisierungsresultate (1)

Lemma 9.3.2.3
Fur alle d € D gilt: d ist eine Losung des MinFP-Glei-
chungssystems gdw d ist Fixpunkt von f=g4 (f1,... ®).

Theorem 9.3.2.4 (Korrektheit und Terminierung)

Jeder Lauf des generischen MinFP-Fixpunktalgorithmus
9.3.2.2 terminiert mit der MinFP-Losung.

9.3.2
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Charakterisierungsresultate (2)

Anmerkungen zum Beweis von Theorem 9.3.2.4

» Der MinFP-Fixpunktalgorithmus 9.3.2.2 folgt dem Muster
von Rumpfalgorithmus 9.2.5 mit F ={f;y | 1 < k <n}.

» Die Verwendung von Variable workset, die die Invariante
workset D {k | fi(d) # d} erfiillt, tragt zu hoherer
Effizienz bei.

» Offenbar gilt: f ist monoton.

9.3.2

» Somit sind insgesamt die Voraussetzungen von Korollar
9.3.1.4 erfiillt, womit Theorem 9.3.2.4 folgt.
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Ausblick

Weitere Anwendungen des “monotoniefreien” Fixpunkttheo-
rems 9.2.4 in Kapitel 11 und 12 zum Beweis der Optimalitat
von

» Partially Dead-Code Elimination

» Partially Redundant-Assignment Elimination

Andere Fixpunkttheoreme sind dafiir nicht anwendbar. 932
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Basisblock- vs. Einzelanweisungsgraphen

In diesem Kapitel untersuchen wir die ZweckmaBigkeit unter-
schiedlicher Programmreprasentationen.

Dazu betrachten und vergleichen wir Programme in Form von
knoten- und kantenbenannten Flussgraphen mit Basisblocken
und Einzelanweisungen und untersuchen ihre jeweiligen

» Vor- und Nachteile fur die Programmanalyse

...und gehen somit der Frage nach:

» Basisblock vs. Einzelanweisungsgraphen: Eine
Geschmacksfrage?

Nebenbei werden wir kennenlernen:

» Einige weitere Beispiele konkreter Datenflussanalysepro-
bleme und Datenflussanalysen

10.1
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Basisblocke: Vermeintliche Vorteile

...und die ihnen allgemein zugeschriebenen Anwendungs-
vorteile ("“Folk Knowledge"):

Bessere Skalierbarkeit, da

» weniger Knoten in die (potentiell) berechnungsaufwandige
iterative Fixpunktberechnung involviert sind und somit

10.1

» groBere Programme in den Hauptspeicher passen.
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Basisblocke: Sichere Nachteile

...und die nachfolgend gezeigten Anwendungsnachteile:

» Hohere konzeptuelle Komplexitat: Basisblocke fiihren zu einer
unerwinschten Hierarchisierung, die sowohl theoretische
Uberlegungen wie praktische Implementierungen erschwert.

» Notwendigkeit von Pra- und Postprozessen: Sind i.a. erforder-
lich, um die hierarchie-induzierten Zusatzprobleme zu behan-
deln (z.B. fiir dead code elimination, constant propagation,
...); oder “trickbehaftete” Formulierungen nétig macht, um
sie zu vermeiden (z.B. fiir partial redundancy elimination). 01

» Eingeschrankte Allgemeinheit: Bestimmte praktisch relevante
Analysen und Optimierungen sind nur schwer oder gar nicht
auf der Ebene von Basisblocken auszudriicken (z.B. faint
variable elimination).
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Hierarchisierung durch Basisblocke

Veranschaulichung:

10.1
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In der Folge

Untersuchung von

» Vor- und Nachteilen von Basisblock- (BB) gegeniiber
Einzelanweisungsgraphen (EA)

anhand von Beispielen

» einiger bereits von uns betrachteter

» Verfugbarkeit von Ausdriicken
» Einfache Konstanten

und neuer Datenflussanalyseprobleme
» Schattenhafte (faint) Variablen

10.1
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Kapitel 10.1.1

Kantenbenannter Einzelanweisungsansatz

10.1.1
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MOP g4-Ansatz

...fur kantenbenannte Einzelanweisungsgraphen.

Die MOP-Lo6sung:

Ve, €CVne N MOPpy c)(n)=a [ |[{I[P].(c:)|p € Pgls.n}

10.1.1
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MaxFP ga-Ansatz

...fur kantenbenannte Einzelanweisungsgraphen.

Die MaxFP-Losung:
Ve € CVne N MaxFP 1y, c.)(n)=ar inf (n)

wobei inf_ die groBte Losung des MaxFP-Gleichungssystems
bezeichnet:

10.1.1

falls n = s

inf(n) = { |—S|{ [ (m,n)],(inf(m))| m € predg(n)} sonst
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Kapitel 10.1.2

Knotenbenannter Basisblockansatz

10.1.2
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Bezeichnungen

In der Folge bezeichnen wir

» Basisblockknoten mit fett gesetzten Buchstaben (m,

n,...)

» Einzelanweisungsknoten mit normal gesetzten Buchstaben

(m, n,...)
Weiters bezeichnen wir mit

> [ 15 und
Ak

(lokale) abstrakte Datenflussanalysefunktionale auf Basisblock-
bzw. Einzelanweisungs-/Instruktions-Ebene.

10.1.2
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MOP gg-Ansatz (].)

...fur knotenbenannte Basisblockgraphen.

Die MOP-Losung auf BB-Ebene:

Ve eCVneN. MOP“[ ]Iﬁ,Cs)(n):df
( N-MOP([ ]IB’CS)(I‘I), X—MOP(II ]IB’CS)(n) )
mit
N-MOR( 1,.e)(M=ar [ [{LP1s(c)|p € Pals,n[}
X-MOP 1, c)(m)=ar [ [{[pls(c)|p € Pgls,n] }

10.1.2
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MOP gg-Ansatz (2)

...und ihre Fortsetzung auf EA-Ebene:

Ve lCVneN. MOP(“ ]IL,Cs)(n):df
( N—MOP([ ]Iwcs)(n)v X—MOP([[ ]IUCS)(I‘I) )

10.1.2
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MOP gg-Ansatz (3)

...mit

( N—MOP([ ]Iﬂ,Cs)(bb(n))
falls n= start(bb(n))

N-MOP( 1,.e)(n) =ar | [PI(N-MOP, c)(bb(n)))
sonst (p Prafixpfad

von start(bb(n))

bis (ausschlieBlich) n)

10.1.2

X-MOR( 1,,c)(n) =ar [ p1.(N-MOP y, c)(bb(n)))
(p Prafix von start(bb(n))
bis (einschlieBlich) n)
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MaxFP gg-Ansatz (1)

...fur knotenbenannte Basisblockgraphen:

Die MaxFP-Losung auf BB-Ebene:

Ve eCVneN. MaXFP(ﬂ ]]H7CS)(n) =df
. ( N-MaxFP([[ ]]B’Cs)(n), X—MaxFP(ﬂ ]]5755)(“) )
mit
N-MaxFR( 1, ) ()= pre (n) und
X-MaxFP([[ ]]B’Cs)(n):df pOSti(l’l)

10.1.2
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MaxFP gg-Ansatz (2)

...wobei prefs und postfs die groBten Losungen des Gleichungs-
systems

re(n) = ¢ fallsn=s
P n [1{ post(m) | m € predg(n) } sonst

post(n) = [n],(pre(n))

10.1.2

bezeichnen.
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MaxFP gg-Ansatz (3)

...und ihre Fortsetzung auf EA-Ebene:

Ve € CVine N MaxFP ]]“cs)(”) =df
( N-MaxFPy §..c.)(n), X-MaxFP( } )(n))
mit
N-MaxFPy y, ) (n)=ar prec (n)  und
X-MaxFP } «,)(n)=ar post. (n)

10.1.2
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BB-MaxFP-Ansatz (4)

...wobei pre¢ und post; die groBten Losungen des
Gleichungssystems

( prec,(bb(n))
falls n= start(bb(n))

pre(n) = post(m)
sonst (m ist hier der eindeutig

bestimmte Vorganger von n
in bb(n))

\ 10.1.2

post(n) = [n],(pre(n))

bezeichnen.

505/102



Kapitel 10.2

Verfugbarkeit von Ausdriicken
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Kapitel 10.2.1

Knotenbenannter Basisblockansatz

10.2.1
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Verfligbarkeit von Ausdriicken (1)

...fur knotenbenannte BB-Graphen.

Phase I: Die Basisblockebene

Lokale Pradikate (assoziiert mit BB-Knoten):

» BB-XCOMPg(t): [ enthalt eine Anweisung ¢, die t be-
rechnet, und weder ¢ noch eine auf ¢ folgende Anweisung
in 8 modifiziert einen Operanden von t.

» BB-TRANSPj(t): [ enthalt keine Anweisung, die einen 1021
Operanden von t modifiziert.
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Verfligbarkeit von Ausdriicken (2)

Das BB-Gleichungssystem von Phase I:

falsch falls f=s
BB-N-AVAIL; = I1 BB-X-AVAIL; sonst
Bepred(B)

BB-X-AVAIL; = BB-N-AVAILz - BB-TRANSP; + BB-XCOMPg

10.2.1
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Verfiigbarkeit von Ausdriicken (3)

Phase II: Die Anweisungsebene

Lokale Pradikate (assoziiert mit EA-Knoten):
» COMP,(t): ¢ berechnet t.
» TRANSP,(t): ¢ modifiziert keinen Operanden von ¢t.
» BB-N-AVAIL*, BB-X-AVAIL*: groBte Losung des BB-Glei-
chungssystem von Phase |.

Das EA-Gleichungssystem von Phase II:
BB-N-AVAIL}, ) falls v =start(bb(.))
N-AVAIL, = ¢ X-AVAILpequ) ~ sonst
(beachte: |pred(:)| =1)

BB-X-AVAIL},,, falls ¢« = end(bb(z))
X-AVAIL, =
(N-AVAIL, + COMP,) - TRANSP,  sonst

10.2.1
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Kapitel 10.2.2

Knotenbenannter Einzelanweisungsansatz

10.2.2
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Verfluigbarkeit von Ausdriicken

...fur knotenbenannte EA-Graphen.

Lokale Pradikate (assoziiert mit EA-Knoten):
» COMP,(t): ¢ berechnet t.
» TRANSP,(t): ¢ modifiziert keinen Operanden von t.

Das EA-Gleichungssystem:

falsch falls t=s
N-AVAI I_L = H X_AVA| LZ sonst 10.2.2
tepred(L)

X-AVAIL, = (N-AVAIL, + COMP,) - TRANSP,
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Kapitel 10.2.3

Kantenbenannter Einzelanweisungsansatz

10.2.3
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Verfluigbarkeit von Ausdriicken

...fur kantenbenannte EA-Graphen.

Lokale Pradikate (assoziiert mit EA-Kanten):
» COMP.(t): Anweisung ¢ von Kante ¢ berechnet t.

» TRANSP.(t): Anweisung ¢ von Kante ¢ modifiziert
keinen Operanden von t.

Das EA-Gleichungssystem:

falsch falls n=s
Avail. = H (Availm + COMP(myn)) : TRANSP(mm)
n méepred(n)
sonst

10.2.3
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In den folgenden Kapiteln

...zwei weitere Beispiele zur Veranschaulichung des Einflusses
der Flussgraphdarstellungsvariante:

» Konstantenausbreitung und -faltung (Constant Propaga-
tion and Folding)

» Schattenvariablenelimination (Faint Variable Elimination)

Dabei Formulierung dieser Probleme fiir die Varianten:

» knotenbenannte Basisblockgraphen e

» kantenbenannte Einzelanweisungsgraphen
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Kapitel 10.3

Konstantenausbreitung und -faltung

10.3
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Konstantenausbreitung und -faltung

. am Beispiel “Einfacher Konstanten™.

Wir benotigen dazu zwei Hilfsfunktionen:

» Ruckwartssubstitution

» Zustandstransformation(sfunktion)

10.3
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Ruckwartssubstitution und Zustandstransfor-
mation auf Anweisungen

Sei ¢ = (x:=t) eine Anweisung. Dann definieren wir:

» Ruckwartssubstitution

0, : T—=T durch 0,(s)=ar s[t/x] fiir alle s € T, wobei
s[t/x] die simultane Ersetzung aller Vorkommen von x
in s durch t bezeichnet.

» Zustandstransformation

o= {7 a

10.3

518/102



Zusammenhang von 0 und ¢

Bezeichne 7 die Menge aller Anweisungen.

Lemma 10.3.1 (Substitutionslemma)
ViteT Vo e T Vel &6,(0)0)=E1)(0(c)

Beweis induktiv tiber den Aufbau von t. o
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Kapitel 10.3.1

Kantenbenannter Einzelanweisungsansatz

10.3.1
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Einfache Konstanten fur den EA-Fall

...fur kantenbenannte Einzelanweisungsgraphen.

» CP,e X
» 09 € X Anfangszusicherung

Das EA-Gleichungssystem:

Vv e V.( C)P,, =
Oo\V falls n=s
{ [ E(O(mn)(v))(CPm) | m € pred(n)} sonst

10.3.1
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Kapitel 10.3.2

Knotenbenannter Basisblockansatz

10.3.2
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Ruckwartssubstitution und Zustandstransfor-
mation auf Pfaden

Ausdehnung von ¢ und 6 auf Pfade (und somit insbesondere
auch auf Basisblocke):

» A, : T—T definiert durch A, =4 d,, fiir g=1 und
durch Ay, ng_y) ©0n, fir g >1

» ©,: X =X definiert durch ©,=4 0, fir g=1 und
durch ©(p,,... 0, © bp, fir g > 1.

.....

10.3.2
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Zusammenhang von A und ©

Bezeichne BB die Menge aller Basisblocke.

Lemma 10.3.2.1 (Verallgemeinertes Substitutions-
lemma)

VteTVoe T Ve B E(Ds(t))(0)=E(t)(Os(c))

Beweis induktiv Uber die Lange von p. 1032
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Einfache Konstanten fiir den BB-Fall (1)

...fur knotenbenannte Basisblockgraphen.

Phase |: Basisblockebene

Bemerkung:

» Ag(v)=dgrd, 0...00,(v), wobei 8 =11;...;1,.
> BB-N-CP;, BB-X-CP3, N-CP,,X-CP, € ¥

» 0o € X Anfangszusicherung 1032
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Einfache Konstanten fiir den BB-Fall (2)

Das BB-Gleichungssystem von Phase I:

oo falls B=s
BB-N-CP; = < [{BB-X-CP;|j € pred(B)}
sonst

Vv e V. BBX-CPy(v) = &(Ap(v))(BB-N-CPy)

10.3.2
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Einfache Konstanten fiir den BB-Fall (3)

Phase Il: Anweisungsebene
Vorberechnete Resultate (aus Phase |):

» BB-N-CP*, BB-X-CP*: die groBte Losung des Glei-
chungssystems von Phase |.

10.3.2
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Einfache Konstanten fiir den BB-Fall (4)

Das EA-Gleichungssystem von Phase Il:

BB-N-CPjy,)

falls L—start(bb(L))
X'CPpred(L)

sonst (beachte: |pred(:)| =1)

N-CP, =

VveV.X-CP,(v) = falls «=end(bb(1))

BB-X- CPbb( )( v)
{ £(6,(v))(N-CP,)  sonst
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Kapitel 10.4

Schattenvariablen
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Schattenvariablen

Anweisung

» | := [+ 1 ist lebendig.
» t = u+vist tot.

» s .= s+ 1sowie sl := s2; s2 := sl sind lebendig,
aber schattenhaft (faint).

t:=u+v
s:=s5+1
52 :=sl
sl :=s2

» faint: schwach, kraftlos, ohnmachtig
~ “ein Schatten seinerselbst” ~~ Schattenvariable
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Schattenvariablenanalyse (1)

...fur kantenbenannte Einzelanweisungsgraphen.

Lokale Pradikate (assoziiert mit Einzelanweisungskanten):

>

>

>

USED.(v): Anweisung ¢ von Kante ¢ benutzt v.
MOD.(v): Anweisung ¢ von Kante ¢ modifiziert v.

Rel-Used.(v): v ist eine Variable, die in der Anweisung ¢
von Kante ¢ vorkommt und von dieser Anweisung “zu
leben gezwungen” wird (z.B. fiir « Ausgabeanweisung).

Ass-Used.(v): v ist eine in der Zuweisung ¢ von Kante ¢
rechtsseitig vorkommende Variable.

10.4
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Schattenvariablenanalyse (2)

Das EA-Gleichungssystem:

FAINT,(v) =
I[I Rel-Used(,m(v) *

méesucc(n)

(FAINTm(v) 4+ MOD(sm(v)) *
(FAINT ., (LhsVar( my) + Ass-Used . m) (v))

10.4
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Schattenvariablenanalyse (3)

...ein Beispiel fir ein DFA-Problem, fiir das eine Formulierung

» auf (knoten- und kantenbenannten) Einzelanweisungs-
graphen offensichtlich ist,

» auf (knoten- und kantenbenannten) Basisblockgraphen
alles andere als ersichtlich, nicht moglich ist.

10.4
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Kapitel 10.5

Fazit
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Fazit

Alle 4 Flussgraphreprasentationen sind grundsatzlich gleich-
wertig.

Konzeptuell reicht deshalb die allgemeine Rahmen- bzw. Werk-
zeugkistensicht
¢ Intraprocedural \L

« Interprocedural DFA
« Parallel Framework

* Conditional

Safety/ Termination
Coincidence Theorem
Theorem

&)<
Property
() L

N A O) ©)

d 1 Effectivity

und das Wissen, dass sie je nach Aufgabe unterschiedlich
zweckmaBig sind und unterschiedlich aufwandige Spezifika-
tions-, Implementierungs- und Beweisverpflichtungen bewirken.
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Kapitel 10.6

Literaturverzeichnis, Leseempfehlungen

10.6

536/102



Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen flir Kapitel 10

[@ Jens Knoop, Dirk Koschiitzki, Bernhard Steffen. Basic-
block graphs: Living dinosaurs? In Proceedings of the 7th
International Conference on Compiler Construction
(CC'98), Springer-V., LNCS 1383, 65 - 79, 1998.

10.1
10.2
10.3
10.4

10.6
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Teil [

Transformation und Optimalitat

10.6
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Intuition

Optimalitat = Korrektheit + Vollstandigkeit

10.6
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Kapitel 11

Elimination partiell toter Anweisungen

Kap. 11
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Kapitel 11.1

Motivation
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Elimination partiell toter Anweisungen

Veranschaulichendes Beispiel:

1.1
1il.5
11.4

542 /102



Schattenhafter Code

Die Anweisung x := x + 1 ist schattenhaft, aber nicht tot.
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Elimination partiell toten/schattenhaften Codes

Toter und schattenhafter Code induzieren zwei unterschied-
liche (Optimierungs-) Transformationen:

» Elimination partiell toten Codes
~~ Partial Dead-Code Elimination (PDCE)

» Elimination partiell schattenhaften Codes
~~ Partial Faint-Code Elimination (PFCE) m

544 /102



Elimination partiell toten Codes (1)

Ausgangsprogramm:
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Elimination partiell toten Codes (2)

Transformiertes/optimiertes Programm:
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Elimination partiell schattenhaften Codes (1)

Ausgangsprogramm:
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Elimination partiell schattenhaften Codes (2)

Transformiertes/optimiertes Programm:

Elimination A . K Elimination
nweisungssenkun,
schattenhaften Codes & &

V y .
1 1 1
2
Cout) %

toten Codes

1.1
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Elimination partiell schattenhaften Codes (3)

Beachte:

» “Echt” partiell schattenhaften Code gibt es nicht.

Die Elimination schattenhaften Codes

» kann aber durch die Beseitigung von Codesenkungs-
blockaden die Elimination weiteren partiell toten Codes
ermoglichen.

1.1

In diesem Sinne ist

» Elimination partiell schattenhaften Codes

zu verstehen.
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Kapitel 11.2

PDCE/PFCE: Transformation und
Optimalitat
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Kritische Kanten (1)

...be-/verhindern die Transformation:

11.2
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Kritische Kanten (2)

Definition 11.2.1 (Kritische Kanten)

Eine Kante heiBt kritisch gdw sie von einem Knoten mit mehr
als einem Nachfolger zu einem Knoten mit mehr als einem
Vorganger flhrt.

a)

11.2
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Kritische Kanten (3)

Fur bestmogliche Transformationsresultate, insbesondere kein
Schieben von Anweisungen in Schleifen:

» Kiritische Kanten spalten!
1

4 -

11.2
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Anweisungsmuster

In der Folge bezeichne:
» « ein sog. Anweisungsmuster: o = x:=t

» AP die Menge aller Anweisungsmuster

11.2
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Senken von Anweisungen

Definition 11.2.2 (Anweisungssenkung)

Eine a-Anweisungssenkung (assignment sinking) ist eine
Programmtransformation, die

» einige a-Vorkommen eliminiert,

» neue a-Vorkommen am Eingang oder Ausgang einiger
von einem Basisblock mit einem eliminierten a-Vorkom-
men aus erreichbaren Basisblocke einsetzt.

11.2
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Senkungskandidat

...in Basisblocken:

y:=a+b y:=a+b

a’:=c a:=c¢

x = 3%y x:= 3%

Vi=a+h V= a+h

x:=d a:=d

Senkungskandidat
Beachte: A
» Nur das markierte Vorkommen von y := a+ b ist ein

Senkungskandidat; die drei anderen Vorkommen von
y = a+ b sind lokal blockiert.
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| okale Barrieren

Definition 11.2.3 (Lokale Barrieren)

Eine a-Anweisungssenkung wird blockiert von einer
Anweisung, die

» einen Operanden von t modifiziert oder

» die Variable x liest oder modifiziert.

11.2
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Zulassiges Senken von Anweisungen

Definition 11.2.4 (Zulassige Anweisungssenkung)
Ein a-Anweisungssenkung ist zulassig gdw

1. Die eliminierten a-Vorkommen werden ersetzt, d.h. auf
jedem von einem Knoten n mit eliminiertem a-Vorkom-
men ausgehenden Pfad zum Endknoten e gibt es einen
Knoten m, an dem ein neues a-Vorkommen eingesetzt
wird und « von keiner Anweisung zwischen n and m
blockiert ist.

2. Jedes neue Vorkommen von « ist gerechtfertigt, d.h., auf
jedem vom Startknoten s aus einen Knoten n mit neu 12
eingesetztem a-Vorkommen erreichenden Pfad gibt es
einen Knoten m, an dem ein (urspriingliches) a-Vorkom-
men eliminiert worden ist und « von keiner Anweisung
zwischen m and n blockiert ist.
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Elimination von Anweisungen

Definition 11.2.5 (Anweisungselimination)

Eine a-Anweisungselimination (assignment elimination) ist
eine Programmtransformation, die einige a-Vorkommen aus
dem Argumentprogramm streicht.

11.2
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Zulassige Elimination von Anweisungen

Definition 11.2.6 (Zulassige Anweisungselimination)
Eine a-Anweisungselimination ist zulassig gdw sie streicht
einige

> tote

» schattenhafte

a-Vorkommen aus dem Argumentprogramm.

Wir bezeichnen diese beiden Transformationen als

11.2

» Elimination toten Codes
~+ Dead-Code Elimination (DCE)
» Elimination schattenhaften Codes
~~ Faint-Code Elimination (FCE)
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Effekte zweiter Ordnung

Effekte zweiter Ordnung (engl. second-order effects):

» Senkungs-Eliminations-Effekte (Zieleffekt)
~~ Sinking-Elimination effects (SE)

» Senkungs-Senkungs-Effekte
~~ Sinking-Sinking effects (SS)
» Eliminations-Senkungs-Effekte
~~ Elimination-Sinking effects (ES)
» Eliminations-Eliminations-Effekte (Zieleffekt)

~~ Elimination-Elimination effects (EE)

11.2
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Beispiel eines Senkungs-Senkungs-Effekts

Ausgangsprogramm 1. Senkung

11.2

6 [outxy)
v
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Beispiel eines Eliminations-Senkungs-Effekt

Ausgangsprogramm Elimination Senkung

1 }y::‘a+h‘ 2 ly::‘a+b l

11.2

¥ ki
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Beispiel eines Eliminations-Eliminations-Effekt

Ausgangsprogramm 1. Elimination 2. Elimination

11.2

6 o] 6 o] 6 o]
Y Y Y
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Kombinationswirkung von Effekten zweiter
Ordnung (1)

Ausgangsprogramm:

11.1
11.2
1il.5
11.4
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Kombinationswirkung von Effekten zweiter
Ordnung (2)

Transformiertes/optimiertes Programm:

1 ]
2 | 3 l
A
4
5]
7 c;;(ycje 8
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Kombinationswirkung von Effekten zweiter
Ordnung (3)

Im allgemeinen m2n-Senkungs-Eliminationswirkungen:

a)

4 o)
i

2 out(x*y)

v

1a:=a+1

a:=a+l

y:=a+b

3L
5 [outero]
I
7

a:=a+l

y:=a+b

out(x+y)

Y

V
F
2 a:=a+l
out(x*y)
7
/
!
o
3]
1.2
la :=a+1
5 out(a+b)
6 ]
v
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Die PDCE/PDFE-Transformationen

Definition 11.2.7 (PDCE/PDFE-Transformationen)
Die Elimination partiell toten/schattenhaften Codes (partial
dead (faint) code elimination) PDCE/PFCE ist eine beliebige
Abfolge zulassiger

» Anweisungssenkungen und

» Anweisungseliminationen von

> toten
» schattenhaften

Anweisungen.

11.1
11.2
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Bezeichnungen und Schreibweisen (1)

» G l_PDCE G’ bzw. G l_pF(_"E G":

G’ resultiert aus G durch Anwendung einer zulassigen
Anweisungssenkungs- oder Eliminationstransformation
(tot bzw. schattenhaft).

» 7 € {PDCE, PFCE}:
Bezeichner fir PDCE bzw. PFCE.
» G.=sr {G'| GF:G'}:
Das aus G durch sukzessive Anwendung von PDCE- 12

bzw. PFCE-Elementartransformationen aufgespannte
Universum.
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Bezeichnungen und Schreibweisen (2)

Veranschaulichung des Universums:

» ET steht fur Elementar-Transformation,
d.h. Anweisungssenkung und Anweisungselimination.

Universe

G
G 11.2
opt
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Vergleichsrelation “besser” fir Programme

Definition 11.2.8 (besser)

Seien G’, G” € G.. Dann heiBt G’ besser als G”, in Zeichen
G" L G, gdw

Vp € Pls,e] Va € AP. a#(pe') < a#(per)

wobei a#(pe:) und a#£(pgr) jeweils die Anzahl der a-Vor-
kommen auf p in G’ bzw. G” bezeichnen.

Beachte: 11.2

» Anweisungssenkungen und -eliminationen erhalten die
Verzweigungsstruktur eines Programms G. Die einem
Pfad in G entsprechenden Pfade in G’ und G” konnen
deshalb einfach identifiziert werden.
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Eigenschaften der Relation “besser”

Lemma 11.2.9

Die Vergleichsrelation & ist eine

» Quasiordnung (d.h. reflexiv und transitiv, aber nicht
antisymmetrisch).

11.1
11.2
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Der Optimalitatsbegriff

Definition 11.2.10 (PDCE/PFCE-Optimalitit)

Ein Programm G* € G ist optimal gdw G* besser ist als jedes
andere Programm aus G..

11.1
11.2
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Monotonie und Dominanz

Sei
> ET —df (E M I_T)*
» F, C {f | f: G, — G,} eine endliche Familie von
Funktionen mit

1. Monotonie:
VG, G"e G, VfeF.
G’ E‘r G" => f(G/) ET f‘(GII)
2. Dominanz: 112
VG, G"€G,. G+, G = 3feF. G"C,f(G)
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PDCE/PFCE-Hauptergebnisse

Theorem 11.2.11 (Existenz optimalen Programms)

G, besitzt ein optimales Element (beziiglich &), das von jeder
Folge von Funktionsanwendungen berechnet wird, die alle
Elemente aus F, ‘hinreichend’ oft enthalt.

Beweis mithilfe von Monotonie, Dominanz und Fixpunkt-
theorem 9.2.4. 1>

575/102



Anwendung auf PDCE und PFCE

» PDCE und PFCE erfiillen die Voraussetzungen von
Optimalitatstheorem 11.2.11.

» Das optimale Programm in G, beziglich PDCE und
PFCE ist bis auf irrelevante Umreihungen von Anwei-
sungen in Basisblocken eindeutig bestimmt.

Insgesamt ergibt sich daraus die
11.2

» Korrektheit und Optimalitat

von PDCE- und PDFE-Transformation.
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Zweiter Korrektheits- und Optimalitatsbeweis

PDCE/PFCE-Transformationsidee:

Konzeptuell konnen wir die Elimination partiell toter/schat-
tenhafter Anweisungen (PDCE/PFCE) in folgender Weise

verstehen:
» PDCE = (AS + DCE)*
» PFCE = (AS + FCE)* 11
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Bezeichnungen (1)

In der Folge bezeichnen wir die aus vorstehender Transforma-
tionsidee abgeleiteten Algorithmen fiir die Elimination partiell

» toter und

» schattenhafter
Anweisungen mit

» pdce und

11.2

» pfce.
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Bezeichnungen (2)

Wir bezeichnen weiters die aus einem Programm G durch
Anwendung von pdce und pfce resultierenden Programme mit

» Gpdee und

> pfce

und die von den Elementartransformationen von pdce und pfce
aufgespannten Universen fur G mit

» Gppce und

> GprcE-

11.2
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Veranschaulichung

PDCE/PFCE-Ableitungsrelation |

» PDCE: GhaspceG' (d.h. ET=4 {ASDCE})
» PFCE: GhaspceG'  (d.h. ET=g4 {AS,FCE})

Korrektheit und Optimalitat von pdce/pfce folgen aus:

Theorem 11.2.12 (Konfluenz und Terminierung)

Die PDCE/PFCE-Ableitungsrelationen a5 pce und Fas rce
sind konfluent und terminierend.

Universe

G
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PDCE/PDFE-Korrektheit und -Optimalitat

Theorem 11.2.13 (Korrektheit)

1. Gpdee € Gpnce
2. Gpfee € Gprce

Theorem 11.2.14 (Optimalitat)

1. Gpdce ist optimal in QPDCE.

11.1
11.2

2. Gpree ist optimal in Gprce 11

11.4
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Kapitel 11.3
Implementierung von PDCE/PFCE
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Vorbereitungen zur DFA-Spezifikation

Wir benctigen 6 Hilfspradikate fiir die Spezifikation der
bendtigten lokalen abstrakten Semantiken und der darauf
aufbauenden DFAs.

Im einzelnen folgende 6 lokale Pradikate:

» USED, Rel-Used, Ass-Used und MOD
» LOC-DELAYED und LOC-BLOCKED

Darauf aufbauende DFAs:
» Elimination toten Codes
~~ Dead-Code Elimination (DCE)
» Elimination schattenhaften Codes 13
~~ Faint-Code Elimination (FCE)
» Anweisungssenkung
~ Assignment Sinking (AS ~~ Delayability)
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Bedeutung der lokalen DCE /FCE-Pradikate

Zur Bedeutung der vier lokalen DCE/FCE-Pradikate:

v

USED,(x): x wird rechtsseitig in Anweisung ¢ benutzt.

v

Rel-Used, (x): x wird rechtsseitig in der “relevanten”,
d.h. “zum Leben zwingenden” Anweisung ¢ benutzt.

v

Ass-Used,(x): x wird rechtsseitig in der Zuweisung ¢
benutzt.

v

MOD,(x): x wird linksseitig in der Anweisung ¢ benutzt.
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Die DCE-Analyse

Die Analyse toter Variablen (DCE):

N-DEAD, = USED, % (X-DEAD, + MOD,)

X-DEAD, = H N-DEAD;

tesucc(t)

585 /102



Die FCE-Analyse

Die Analyse schattenhafter Variablen (FCE):

(Simultan fir alle Variablen x)

N-FAINT,(x) = Rel-Used,(x) =
(X-FAINT,(x) + MOD,(x)) *
(X-FAINT ,(LhsVar,) + Ass-Used,(x))

X-FAINT,(x) =[] N-FAINT;(x)

tesucc() 113

wobei LhsVar, die linksseitige Variable von Zuweisung ¢ be-
zeichnet.
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Bedeutung der lokalen AS-Pradikate

Zur Bedeutung der zwei lokalen AS-Pradikate:

» LOC-DELAYED,(«): Es gibt einen a-Anweisungssen-
kungs-Kandidaten (sinking candidate) in n.

» LOC-BLOCKED,(«): Die Senkung von « ist durch eine
Anweisung an n blockiert.
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Die AS-Analyse

Das Anweisungssenkungs-Gleichungssystem:

falsch if n=s
N-DELAYED, =
II X-DELAYED,, otherwise
méepred(n)
X-DELAYED, = LOC-DELAYED, +

N-DELAYED, * LOC-BLOCKED,,
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Einsetzungspunkte gesenkter Anweisungen

Die sich aus der AS-Analyse ergebenden Einsetzungspunkte:
N-INSERT, =4 N-DELAYED; x LOC-BLOCKED,

X-INSERT, =4 X-DELAYED;x >  N-DELAYED},

méesucc(n)

wobei N-DELAYED7, und X-DELAYED;, die groBten Losungen
des Anweisungssenkungs-Gleichungssystems bezeichnen.

Beachte: Die Berechnung der Einsetzungspunkte erfordert
keine DFA!
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 11 (1)

[§ Ras Bodik, Rajiv Gupta. Partial Dead Code Elimination
using Slicing Transformations. In Proceedings of the ACM
SIGPLAN'97 Conference on Programming Language
Design and Implementation (PLDI'97), ACM SIGPLAN
Notices 32(6):159-170, 1997.

[@ L. Feigen, D. Klappholz, R. Casazza, X. Xue. The Revival
Transformation. In Conference Record of the 21st ACM 111
SIGPLAN-SIGACT Symposium on Principles of Program- s
ming Languages (POPL'94), 1994. -
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 11 (2)

[§ Jens Knoop, Oliver Riithing, Bernhard Steffen. Partial
Dead Code Elimination. In Proceedings of the ACM
SIGPLAN'94 Conference on Programming Language
Design and Implementation (PLDI'94), ACM SIGPLAN
Notices 29(6):147-158, 1994.

[ Ronald J. Mintz, Gerald A. Fisher, Micha Sharir. The
Design of a Global Optimizer. In Proceedings of the ACM
SIGPLAN'79 Symposium on Compiler Construction

(SoCC'79), ACM SIGPLAN Notices 14(8):226-234, 1979.

[ Munehiro Takimoto, Kenichi Harada. Partial Dead Code 14
Elimination Using Extended Value Graph. In Proceedings
of the 6th Static Analysis Symposium (SAS'99), Sprin-
ger-V., LNCS 1694, 179-193, 1999.

592/102



Kapitel 12

Elimination partiell redundanter Anweisungen

Kap. 12
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Kapitel 12.1

Motivation
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Elimination partiell redundanter Anweisungen

Veranschaulichendes Beispiel:

f X = a+bT
X = a+b\ o] i X = +b\/xz= a+b
X 1= a+b X>@ E s
122
v

A 12.3
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Transformationsidee

Konzeptuell konnen wir die Elimination partiell redundanter
Anweisungen (PRAE) in folgender Weise verstehen:

> PRAE = (AH + RAE)*

Analog zu den PDCE/PFCE-Transformationen pdce und pfce
gilt auch fir die PRAE-Transformation prae ein

» Korrektheits- und
» Optimalitatsresultat.
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Veranschaulichung

PRAE-Ableitungsrelation |:
» PRAE: G tFaprae G (d.h. ET=4 {AH,RAE})

Korrektheit und Optimalitat von prae folgen aus:

Theorem 12.1.1 (Konfluenz und Terminierung)

Die PRAE-Ableitungsrelation a4 rae ist konfluent und
terminierend.

Universe

G
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PRAE-Korrektheit und -Optimalitat

Theorem 12.1.2 (Korrektheit)
Gprae € gPRAE

Theorem 12.1.3 (Optimalitat)

Gprae ist optimal in Gprae.
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Kapitel 12.2
EAM: Einheitliche PREE/PRAE-Behandlung
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Grundtransformationen: PREE und PRAE

Zwei Grundtransformationen zur Redundanzelimination:

» Elimination partiell redundanter Ausdriicke
~~ Partially Redundant Expression Elimination (PREE)
~ Expression Motion (EM)

» Elimination partiell redundanter Anweisungen
~~ Partially Redundant Assignment Elimination (PRAE)
~ Assignment Motion (AM)

12.2
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Kombinierte PRE/AE-Transformation: EAM

Kombinierte Transformation zur Redundanzelimination:

» Elimination partiell redundanter Ausdriicke und
Anweisungen

~+ Partially Redundant Expression and Assignment
Elimination (PREAE)

~~ Expression and Assignment Motion (EAM)

12.2
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In der Folge

...illustrieren wir die unterschiedlichen Effekte dieser Trans-
formationen anhand eines gemeinsamen Beispiels:

2| z:=a+b 3| x:=a+b
x:=a+b y:i=xty

\ 122

4 |Lourtxy.2) |
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Elimination partiell redundanter Ausdriicke

Der PREE-Effekt auf das laufende Beispiel:

a) b)
R t (=]
2 [ z:=a+h 3| x:=a+b 2| z:=h 3| x:=h
x:=a+b yi=x+y ¥:=h y=x+y

4 4 g
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Elimination partiell redundanter Anweisungen

Der PRAE-Effekt auf das laufende Beispiel:

a) b)
R 1
2| z:=a+b 3| x:=a+b 2| z:=a+b 3
x:=a+b Y= x+y yi=x+y

12.1
12.2

out(x,y,z) lf-f
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Kombinierte Elimination partiell redundanter
Ausdriicke und Anweisungen

Der EAM(=PREAE)-Effekt auf das laufende Beispiel:

a) b)

2 o) 3R 2[ =0 | 3
h:=a+b y:=x+y Yy =xty
x:=h \ 12.1
12.2
12.3
124
\ 4 [outtryz)|

out(xyz)
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EAM anhand eines groBeren Beispiels (1)

Ausgangsprogramm:

12.1
12.2

4| X:=y+z o
X :=c+d
out(i,x,y)
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EAM anhand eines groBeren Beispiels (2)

Effekt der EAM-Optimierung:

1 | hl:=c+d
y:=hl
h2 .= x+z
X:=y+z

12.2

4| x:=h1
out(i,x,y)
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PREE- und PRAE-Effekte zum Vergleich

Die (schwacheren) Effekte von PREE (a) und PRAE (b):

a) b)

X:=y+z
4 x:=c+d
out(i,x,y)

12.2

4 h4:=y+z
x:= hd4
x:=hl
out(i,x,y)

608 /102



Kapitel 12.3
EAM: Transformation und Optimalitat
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Der EAM-Algorithmus eam

eam: Ein dreistufiges Verfahren

» Praprozess
Ersetze jedes Vorkommen einer Anweisung x := t durch
die Anweisungssequenz h; :=t; x := h;.
» Hauptprozess
Wende die Transformationen
» Heben von Anweisungen
~+ Assignment Hoisting (AH)
» Eliminieren (total) redundanter Anweisungen
~~ (Totally) Redundant Assignment Elimination (RAE)
wiederholt so lange an bis Stabilitat eintritt. 123

» Postprozess
Aufraumen isolierter Initialisierungen.
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Wichtig

Der Praprozess bewirkt

» dass der 3-stufige EAM-Algorithmus die Effekte von
PREE und PRAE einheitlich erfasst und abdeckt!

Dabei gilt:

» “Das Ganze ist mehr als die Summe seiner Teile”:

EAM > PREE + PRAE

123
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Effekte zweiter Ordnung fiir (E)AM

Effekte zweiter Ordnung (engl. second order effects) im
(E)AM-Fall:

» Hebungs-Hebungs-Effekte
~~ Hoisting-Hoisting effects (HH)

» Hebungs-Eliminations-Effekte (Zieleffekt)
~~ Hoisting-Elimination effects (HE)

» Eliminations-Hebungs-Effekte
~~ Elimination-Hoisting effects (EH)

» Eliminations-Eliminations-Effekte (Zieleffekt) 123

~~ Elimination-Elimination effects (EE)
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Veranschaulichung von Effekten 2. Ordnung

Ausgangsprogramm:

1
3
4| a:=x+y
X = y+7
out(a,x) o

d/ o
12.3
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Veranschaulichung von Effekten 2. Ordnung

Transformiertes/optimiertes Programm:

a) b)
1 j—
2| Xx=y+z 3| a=xty 2| X=y+z 3| a:=x+y
a:=x+y X =y+zZ a:=x+ty X:=y+z
X:=y+z

4

123
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Wie fiir PDCE/PFCE

Spalten kritischer Kanten:
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Analog zu PDCE/PFCE

Hebungskandidat in Basisblocken:

x:=d a:=
y:=a+b y:=a+b
X :=3%y x:=3%y
a:=c a:=c
y:=a+b y:=a+b

Hebungskandidat

Beachte:
123
» Nur das markierte Vorkommen von y := a+ b ist ein

Hebungskandidat; die drei anderen Vorkommen von
y = a-+ b sind lokal blockiert.
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EAM fir schleifenbehaftete Programme

Kein Schieben von Anweisungen in Schleifen:

123

out(x) out(x)
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Die EAM-Transformation im Detail (1)

Ausgangsprogramm:

123

4 X:=y+z
X :=c+d
out(i,x,y)
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Die EAM-Transformation im Detail (2)

Effekt des Praprozesses:

1 hl:= c+d
y :=hl

2 | h2:=x+7
h3:= y+j
h2 >h3?
hl:=c+d
3185
h4:= y+z
x:=h4
h5:=i+x
i :=h5 o
123
hd:= y+z -
4 x :=h4
hl:=c+d
x :=hl
out(i,x,y)
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Die EAM-Transformation im Detail (3)

Effekt des Hauptprozesses:

1 hl S= C+d

y:=hl
h2 :=x+z
h3:=y+i
hd:=y+z
x :=h4

123

ou.t( Lx,y)
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Die EAM-Transformation im Detail (4)

Effekt des Postprozesses und damit des EAM-Gesamteffekts:

123

4| x:=hl
out(i,x,y)
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EAM-Hauptresultate

Analog zu den PRAE/PDCE/PFCE-Transformationen gelten
auch fur die EAM-Transformation

» Korrektheits- und
» Optimalitatsresultate.

Anders als fiir die PRAE/PDCE/PFCE-Transformationen gilt:

» EAM-Optimalitat zerfallt in Aussagen tiber

» Ausdriicke, Anweisungen und Hilfsvariablen(anzahl)
» lokale und globale Optimalitat.

Bezeichnungen fiir die folgenden Korrektheits- und Optimali-
tatstheoreme:

» Sei G ein Programm, G,,, das durch Anwendung von
eam auf G entstehende Programm und Ggay das durch
EAM-Elementartransformationen aufgespannte
Universum.

123
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EAM-Korrektheit

Theorem 12.3.1 (Korrektheit)

Geam S g EAM

12.1

123
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EAM-Optimalitat: Ausdrucksoptimalitat

Theorem 12.3.2 (Ausdrucksoptimalitat)

Geam 1s ausdrucksoptimal in Geay, d.h., wahrend seiner Aus-
fuhrung werden hochstens so viele Ausdriicke ausgewertet wie
in jedem anderen Programm, das durch Anwendung von
PREE- und PRAE-Transformationen entstehen kann.

123
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EAM-Optimalitat: Anweisungsoptimalitat

Theorem 12.3.3 (Relative Anweisungsoptimalitat)

Geam ist relativ anweisungsoptimal in Geay, d.h. es ist nicht
moglich, die Zahl der von G, zur Laufzeit ausgefiihrten
Anweisungen durch PREE- und PRAE-Transformationen zu
verringern.

123
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EAM-Optimalitat: Hilfsvariablenoptimalitat

Theorem 12.3.4 (Relative Hilfsvariablenoptimalitat)

Geam ist relative hilfsvariablenoptimal in Geay, d.h. es ist nicht
moglich, die Zahl der Zuweisungen an Hilfsvariablen oder die
Lange der Lebenszeiten der Hilfsvariablen in Gg,,, durch
Anweisungssenkungen (assignment sinkings) zu verringern.

123
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Warum nur relative A/HV-Optimalitat?

Betrachte dazu folgendes Programm:

12.1
— b
6 |x:=a+b s

a:=c+d 12
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Zur relativen A/HV-Optimalitat

...und folgende zwei unvergleichbare Transformationsresultate:

a) b)
L L =
1[h:=c+d 2\ hi=c+d 2 hi=ct+d
a:=h b:=h N b:=h
1|a:=c+d h:=a+bh
h':=a+b a:=h
6 |x:=a+b
a:=h 123
- 6|x:=h
v .

V
= Relative A/HV-Optimalitat ist das Beste, was maglich ist!
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Weitere PREE/PRAE-Phanomene (1)

PREE/PRAE-Phanomene im Zusammenhang mit
3-Adresscode und Nicht-3-Adresscode:

t:=a+b
2 X :=t+c

123
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Weitere PREE/PRAE-Phanomene (2)

Der Effekt von PREE auf die Programme aus Abb. (a) und (b):

a) b)
1 |h:= a+b+} 1 | hl:=a+b
2 2 t:=hl
h2 :=t+c
x:=h2

\L 123
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Weitere PREE/PRAE-Phinomene (3)

Die Effekte von

» PREE gefolgt von Konstantenpropagierung (constant pro-
pagation (CP)): Abb. (a)
» EAM: Abb. (b)

a) b)
1 |hl:=a+b 1| t:=a+b
h2:=hl+c X :=t+c
t:=hl
2 X :=h2 2

123
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Erganzende, weiterfiihrende und vertiefende
Leseempfehlungen fiir Kapitel 12 (1)
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 12 (2)

[ Jens Knoop, Oliver Riithing, Bernhard Steffen. Lazy Code
Motion. In Proceedings of the ACM SIGPLAN'92 Confe-
rence on Programming Language Design and Implemen-
tation (PLDI'92), ACM SIGPLAN Notices 27(7):224-234,
1992.
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Programming Languages and Systems 16(4):1117-1155,

1994.
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 12 (3)
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Redundancy Elimination based on Extended Value Graph.

Information Processing Society of Japan 121
38(11):2237-2250, 1990. 123
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Motivation

Erinnerung:
Konzeptuell konnen wir PRAE und PDCE wie folgt verstehen:

» PRAE = (AH + RAE)*
» PDCE = (AS + DCE)*

Das legt nahe auch die “Summe” aus PRAE und PDCE zu
betrachten:

> AP = (AH + RAE + AS + DCE)*

13.1

AP steht dabei fir Assignment Placement.
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Individuelle PRAE/PDCE-Opt.-Ergebnisse

PRAE- bzw. PDCE-Ableitungsrelation I-:

» PRAE: G bapgac G° (d.h. ET=4 {AH,RAE})
» PDCE: G Faspce G (d.h. ET=4r {AS,DCE})

Wir haben gezeigt (s. Kap. 11 und 12):

Theorem 13.1.1 (PRAE-/PDCE-Optimalitat)

Die PRAE- und PDCE-spezifischen Ableitungsrelationen g7
sind konfluent und terminierend (und somit optimal).

Universe

13.1
G
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Kombination von PRAE und PDCE: AP

Betrachte nun:

» Assignment Placement AP
AP = (AH + RAE + AS + DCE)*

Erwartung:
» AP sollte machtiger sein als PRAE und PDCE individuell!

Das gilt in der Tat. Aber:

x—a+

- /X = a+b =2
(x) t(x)
%out(x) P‘%E h\ / out(x - Xou X
X = a+lb X = a+;b/c\ - out(x/ !

out(x) out(x ” o
Y i

13.1
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AP: Verlust globaler Optimalitat
Konfluenz und damit globale Optimalitat sind verloren!

Universe

(100()pt

13.1
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AP: Verlust lokaler Optimalitat

In speziellen Szenarien geht sogar lokale Optimalitat verloren:

Universe

» Knoop, J., and Mehofer, E. Distribution Assignment Place-
ment: Effective Optimization of Redistribution Costs. |IEEE
Transactions on Parallel and Distributed Systems
13(6):628-647, 2002.

13.1
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen flr Kapitel 13

[§ Jens Knoop, Oliver Riithing, Bernhard Steffen. Code
Motion and Code Placement: Just Synonyms? In Procee-
dings of the 7th European Symposium on Programming
(ESOP’98), Springer-V., LNCS 1381, 154-169, 1998.

[§ Jens Knoop, Eduard Mehofer. Distribution Assignment
Placement: Effective Optimization of Redistribution Costs.
IEEE Transactions on Parallel and Distributed Systems
13(6):628-647, 2002.

13.1
13.2
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Arbeitsplan

Konstantenfaltung und -ausbreitung

» Hintergrund und Motivation
» Der VG-Konstantenfaltungsalgorithmus
» Der PVG-Konstantenfaltungsalgorithmus

Kap. 14
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Kapitel 14.1

Motivation
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Konstantenfaltung und -ausbreitung

Veranschaulichendes Beispiel

¥ b)

14.1

Original program After simple constant propagation
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Ursprung und Entwicklung

...von Algorithmen zu Konstantenfaltung und -ausbreitung.

Pragend:
» Gary A. Kildalls Algorithmus zur Berechnung einfacher
Konstanten (engl. simple constants (SC) (POPL'73).

Beachte:
» Der Algorithmus zur Berechnung einfacher Konstanten
aus Kapitel 6.6 stimmt im Ergebnis, nicht jedoch in den
verwendeten Datenstrukturen mit Kildalls Algorithmus

uberein.

14.1
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Erweiterungen von Kildalls SC-Algorithmus (1)

Verbesserungen von Kildalls Algorithmus zielen auf:

» Anwendungsreichweite

» Interprozedurale Erweiterungen
Callahan, Cooper, Kennedy, Torczon (SCC'86)
Grove, Torczon (PLDI'93)
Metzer, Stroud (LOPLAS, 1993)
Sagiv, Reps, Horwitz (TAPSOFT'95)
Duesterwald, Gupta, Soffa (TOPLAS, 1997)

v

vV vy vy VvYy

» Explizit parallele Erweiterungen
» Lee, Midkiff, Padua (J. of Parallel Prog., 1998)
» Knoop (Euro-Par'98)

L

wobei Anwendungsreichweite zulasten von Ausdruckskraft
gewonnen wird: Kopierkonstanten (engl. copy constants), 11
lineare Konstanten (engl. linear constants) anstelle von

einfachen Konstanten (engl. simple constants).
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Erweiterungen von Kildalls SC-Algorithmus (2)

» Performanz
» SSA-Form: Wegman, Zadeck (POPL'85)
-

» Ausdruckskraft

» “SC+": Kam, Ullman (Acta Informatica, 1977)

» Konditionale Konstanten (engl. conditional constants):
Wegman, Zadeck (POPL'85)

» Endliche Konstanten (engl. finite constants): Steffen,

Knoop (MFCS'89)

| 4

14.1
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Warum nach groBerer Ausdruckskraft streben?
a) b)

Original program After simple constant propagation 1.

Das SC-Transformationsergebnis ist doch iiberzeugend, nicht?
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Tatsachlich ist es nicht liberzeugend

Der Begriff einfacher Konstanten ist schwach:

a) b)

Failed to be detected!
S R

After simple constant propagation After simple constant propagation
(Note: No effect at all!) enriched by the "look—ahead—of—one" heuristics
of Kam and Ullman
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Entscheidbarkeitsfragen fiir Konstantenfaltung

Es gilt:

» Konstantenfaltung ist unentscheidbar: Reif, Lewis (POPL
1977)

Andererseits:

» Konstantenfaltung ist entscheidbar auf schleifenfreien
Programmen (azyklische Programme (engl. directed
acyclic graphs (DAGs)).

14.1
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Endliche Konstanten (1)

...sind optimal (vollstandig) auf schleifenfreien Programmen,
d.h. jede Konstante in einem schleifenfreien Programm ist eine
endliche Konstante!

14.1
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Endliche Konstanten (2)

Intuitiv:

» Endliche Konstanten sind eine systematisch, erschopfend
und endlich zu berechnende Erweiterung der von
Kam&UlImanns heuristischer “1-Anweisungsvorschau”
erfassten Konstanten.

Schlusselfakten uber endliche Konstanten:

» Fir schleifenfreie Programme sind endliche Konstanten
optimal.

» Fur Programme mit beliebigem Kontrollfluss sind endliche
Konstanten eine echte Obermenge einfacher Konstanten.

» Die Berechnungskomplexitat endlicher Konstanten ist
exponentiell im schlechtesten Fall (auch fiir schleifenfreie
Programme).
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Hinsichtlich der Berechnungskomplexitat

...endlicher Konstanten sollte man bedenken:

Theorem 14.1.1

Konstantenfaltung und -ausbreitung ist fiur schleifenfreie
Programme co-NP-vollstandig.

Knoop, Riithing (CC'00)
Miiller-Olm, Riithing (ESOP'01)

14.1
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Zuriuck zum laufenden Beispiel

After simple constant propagation
(Note: No effect at all!)

After simple constant propagation
enriched by the "look—ahead—of—one" heuristics
of Kam and Ullman

The effect of the new algorithm

14.1

143
14.4
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Ein neuer Konstantenfaltungsalgorithmus

...der eine sorgfaltige Balance halt zwischen

» Ausdruckskraft und Performanz.

Dieser neue Konstantenfaltungsalgorithmus stiitzt sich

» auf den Wertegraphen (engl. value graph) von Alpern,
Wegman, and Zadeck (POPL'88)

» der sich seinerseits auf eine SSA-Reprasentation von Pro-
grammen stiitzt (SSA = Static Single Assignment Form,
Cytron et al. (POPL'89)).

Insgesamt erhalten wir den

» VG-Konstantenfaltungsalgorithmus, einen Konstantenfal-
tungsalgorithmus mit SSA-Form, nicht auf SSA-Form.

14.1
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Kapitel 14.2

Der VG-Konstantenfaltungsalgorithmus
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The Wertegraph von Alpern, Wegman, Zadeck

a)

Ausgangsprogramm

b)

1
Xp:=0
2
X = Dy(x5, % )

=% = X =5 +1
3

SSA-Form

Wertegraph

14.1
14.2
14.3
14
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Konstantenfaltung auf dem Wertegraphen

After the initialization step After the Ist iteration step After the 2nd iteration step  After the 3rd iteration step: Stable!
Analyseresultat: x, und x3 sind von konstantem Wert!

14.1
14.2
3
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Konstantenfaltung auf dem Wertegraphen

...mit zwei Auspragungen:

» Der VG-Grundalgorithmus
...berechnet einfache Konstanten.

» Der volle VG-Algorithmus
...geht uber einfache Konstanten und die 1-Vorschauheu-
ristik hinaus.

14.2
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Beispiel zur Veranschaulichung des vollen

VG-Algorithmus

xp:=3

y =2

2 :=®n(x0, % )
yz :=®u(yo, )i )

\/MZU z)

Ausgangsprogramm  SSA-Form

=% 4y -1

c)

14.1
14.2

Wertegraph 143

14
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Der volle VG-Algorithmus auf dem Wertegra-
phen

After the first iteration After the second iteration. Stable!

The start annotation

Der Clou:

» Einfiihrung von ®-Konstanten und
» Anpassung der Evaluationsfunktion auf Wertegraphen!
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Hauptergebnisse

Fur beliebigen, nicht eingeschrankten Kontrollfluss gilt:

» Der volle Algorithmus entdeckt eine Obermenge einfacher
Konstanten.

Fur azyklischen, schleifenfreien Kontrollfluss gilt:

» Der volle Algorithmus entdeckt die Konstanz jeden
Terms, der ausschlieBlich aus in seinen relevanten
Argumenten injektiven Operatoren aufgebaut ist.

Insgesamt gilt:

» Der volle Algorithmus erreicht eine ausgewogene Balance
zwischen Ausdruckskraft und Performanz.

» Die Abstiitzung auf SSA-Form und Wertegraph sind dafiir
essentiell.

14.2
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Literaturhinweis

...zum VG-Konstantenfaltungsalgorithmus:

» Jens Knoop, Oliver Ruthing. Constant Propagation on
the Value Graph: Simple Constants and Beyond. In
Proceedings of the 9th International Conference on
Compiler Construction (CC 2000), Springer-V., LNCS
1781, 94-109, 2000.
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Kapitel 14.3

Der PVG-Konstantenfaltungsalgorithmus
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Pradikatierter Code

.
o~ /

1

cmp.unc p,q = a<b

Pp)x=..
(@x=3

(p)y =x+3

Y OS0=-0<-0<00

...als Resultat sog. if-Konversion.

143
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Naive Konstantenfaltung

.. auf pradikatiertem Code schlagt fehl:

a) b)

N

AR

[N
%J \

cmp.unc p,q = a<b cmp.unc p,q = a<b

(p)x=... (P)x=..

O
(@x=3 (@x=3
(p)y=x+3 (p)y=6 %

- \Oe@e@e@e@ \‘\)

143
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Naive korrekte Konstantenfaltung

...scheint andererseits zu konservativ und zu viele Transforma-
tionsmoglichkeiten auszulassen:

a) b)

PR -

N
AN

\

cmp.unc p,q = a<b cmp.unc p,q = a<b

(p)x=2 Pp)x=2

O
(@x=..
(P)y=x+3 P)y=5 /

Y O<-0<=-0<=0<0\
9
b
1

.
t-- 1
t 143
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Liel

Ein intelligenterer Umgang mit pradikatiertem Code.

Hyperblocke sind

» wichtige Komponenten pradikatierten Codes.

143
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Hyperblocke

...ein Eintrittspunkt, mehrere Austrittspunkte:

143
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Hyperblockzerlegung eines Programms

Unser durchgehendes Beispiel:

Hyperblock

Hyperblock

Hyperblock

14.1
14.2
143
14
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Der PVG-Konstantenausbreitungsalgorithmus

...mit zwei™ Auspragungen:
» Der PVG-Grundalgorithmus
» Der volle PVG-Algorithmus
zuziglich einiger

» performanz-gesteigerter Varianten.

Alle diese Algorithmenvarianten bestehen jeweils aus einer
» lokalen und
» globalen

Analysestufe.

143

675/102



Diskussion der lokalen Analysestufe
Dazu betrachten wir folgenden Hyperblock:

14.1
14.2
143
14.4

Original Hyperblock
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Die PVG-Grundalgorithmustransformation

= random()
= random(})

The Non—Deterministic Path—Precise
Basic Optimization
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Die volle PVG-Algorithmustransformation

The Deterministic Path—Precise

Full Optimization
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Ausgangsprogramm & beide Transformationen

a) c)

=random()
-andom(}

The Non—-Deterministic Path—Precise The Deterministic Path—Precise
Basic Optimization Full Optimization

Original Hyperblock

14.1

14.2
143
14.4
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Beide Transformationen auf einen Blick

14.1
14.2
143
14.4

The Non—-Deterministic Path—Precise The Deterministic Path—Precise

Basic Optimization Full Optimization
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Urspriinglicher

Urspruenglicher

und pradikatierter Code

Hyperblock | Nach if-Konversion

begin \\ Original Hyperblock
(a,b) = (random(),random());
z = 3;
if a>0 then

X = 2;
y=3
elsif b>0 then
x = 3;
y=2
else
z = 2;
x = 4;
y =1 fi;
if odd(z) then
u =5;
v=7T;
w =z mod 2
else
u=7;
v = 5;
w =x fi;
s = x+u;
t = ytv;
z = s+t end.

(p0)

@)

(H)
(H)
(H)
(p0)
(p0)
(p0)

\\ After if-Conversion

(a,b) = (random(),random());
z = 3;

cmp.unc B,C (a>0);

=2;

= 3;

mp.unc D,E (b>0);

= 3;

=2;

2;

4;

1;

unc G,H (odd(2));
5;

7;

z mod 2;

Q< XN
=}
[T T~ S T I

= < e

7;

5;

X3

x+u;

yHv; 143
s+t end.

N = <g
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Pradikatierte SSA-Form (PSSA-Form)
..von Carter, Simon, Calder, Ferrante (PACT'99):

begin (p0)

[@N]
(@]
(€V)
(p0)
(p0)
®
(B)
©)
(p0)
(p0)
(D)
()]
(E)
(E)
(E)
(BA)
(DCA)
(ECA)
(p0)
(FBA)
(FDCA)
(FECA)
(p0)
(p0)
(GFBA)
(GFDCA)
(GFECA)
@
@

= OR(TRUE) ;

(a1,bl) = (random(),random());

zl = 3;

cmp unc BA,CA (a1>0);

= OR(BA);
= OR(CA);
2;
3;

xl
yi

cmp unc DCA,ECA (b1>0);

= OR(DCA);

= OR(ECA);
x2 = 3;
y2 = 2;
z2 = 2;
x3 = 4;
y3 = 1;
FBA = OR(TRUE);

FDCA = OR(TRUE);

FECA = OR(TRUE) ;

F = OR(FBA,FDCA,FECA);

cmp.unc GFBA,HFBA (odd(z1));
cmp.unc GFDCA,HFDCA (odd(z1));
cmp.unc GFECA,HFECA (odd(z2));
OR(GFBA,GFDCA,GFECA) ;

OR (HFBA ,HFDCA,HFECA) ;

[
H =

wl = z1 mod 2;
wl = z1 mod 2;
wl = z2 mod 2;
ul = 5;

vl =7,

[+]
[x]

[x]
[*]
[*]

[*]
[+]

[+]
[x]
[x]
[x]

(HFBA)
(HFDCA)
(HFECA)
(H)

(H)
(GFBA)
(GFDCA)
(GFECA)
(HFBA)
(HFDCA)
(HFECA)
(p0)

(JGFBA)
(JGFBA)
(JGFDCA)
(JGFDCA)
(JGFECA)
(JGFECA)
(JHFBA)
(JHFBA)
(JHFDCA)
(JHFDCA)
(JHFECA)
(JHFECA)
(@)

end.

w2 = x1;

w2 = x2;

w2 = x3;

u2 = 7;

v2 = 55

JGFBA = OR(TRUE);
JGFDCA = OR(TRUE) ;
JGFECA = OR(TRUE);

JHFBA = OR(TRUE);
JHFDCA = OR(TRUE) ;
JHFECA = OR(TRUE);

J = OR(JGFBA,JGFDCA,
JGFECA, JHFBA,
JHFDCA , JHFECA) ;

sl = xl+ul;
t1 = yl+vi;
sl = x2+ul;
tl = y2+vi;
sl = x3+ul;
t1l = y3+vi;
sl = x1+u2;
t1l = yl+v2;
sl = x2+u2;
tl = y2+v2;
sl = x3+u2;
tl = y3+v2;
z3 = sl+tl;

143
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Die Grundform des pradikatierten Wertegra-
phen auf PSSA-Grundlage

...ohne Ausnutzung der Wachterpradikate (engl. guarding
predicates):

14.1
14.2
143
14.4

683 /102



Nach Konstantenfaltung durch PVG-Grundalg.

false { ’“’C@ o ’ \)‘@ ®10 SIJH}WK@H}
P @s Lot

@ true ¢
€49

14.1
14.2
143
14.4
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Die PVG-Grundalgorithmustransformation

14.1

14.2
143
14.4

Original Hyperblock The Non-Deterministic Path—Precise
Basic Optimization
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Der pradikatierte Wertegraph

..unter Ausnutzung der Wachterpradikate (engl. guarding
predicates):

GFBA
GFECA d) Grpca [
D P _

wl

T~ e - 14.4
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Nach Konstantenfaltung durch vollen PVG-A.

true
GFBA
fatse(1d) GFECA  (1d) Grpea
A

14.1
14.2
143
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D

e

volle PVG-Algorithmustransformation

a) c)

ot
£
51
=¥
1]
2

andom(} b= random():

The Deterministic Path—Precise
Full Optimization

Original Hyperblock

14.1

14.2
143
14.4

688/102



Der transformierte Hyperblock in PSSA-Form

begin (p0)
(@)
(€V)
(€V)
(a)
(p0)
(p0)
(B)
(B)
©)
(p0)
(p0)
(D)
(D)
(E)
(E)
(E)
(BA)
(DCA)
(ECA)
(p0)
(FBA)
(FDCA)
(FECA)

= OR(TRUE) ;
al = random();
bl = random();
zl = 3;
cmp unc BA,CA (a1>0);
= OR(BA);
= OR(CA);
xl 2;
yil =3;
cmp.unc DCA,ECA (b1>0);
D = OR(DCA);
E = OR(ECA);
x2 = 3;
=2;

2;

x3 = 4;

=1;
FBA = OR(TRUE) ;
FDCA = OR(TRUE);
FECA = OR(TRUE) ;
F = OR(FBA,FDCA,FECA);
cmp.unc GFBA,HFBA (TRUE));
cmp.unc GFDCA,HFDCA (TRUE);

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
cmp.unc GFECA,HFECA (FALSE); |

-]
-]

(p0)
(p0)
(&)

(&)

(&)
(HFECA)
(H)

(H)
(GFBA)
(GFDCA)
(HFECA)
(p0)

(JGFBA)
(JGFBA)
(JGFECA)
(JGFECA)
(JHFECA)
(JHFECA)
[@))

end.

= OR(GFBA,GFDCA) ;
= OR(HFECA);
wl =1;
ul = 5;
vl =7;
w2 = 4;
u2 = 7;
v2 = 5;
JGFBA = OR(TRUE);
JGFDCA = OR(TRUE);
JHFECA = OR(TRUE);
J = OR(JGFBA, JGFECA,
JHFECA) ;
sl =7;
tl = 10;
sl =9;
tl = 8;
sl = 11;
tl = 6;
z3 = 17;

143
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Hauptergebnisse

Korrektheit
» Der globale Konstantenfaltungsalgorithmus ist korrekt
(sowohl fiir die Grundform wie fiir die volle Variante der
lokalen Analysestufe).

Vollstandigkeit/Optimalitat
» Der Grundalgorithmus der lokalen Analysestufe ist
pfad-prazise beziiglich nicht-deterministischer Inter-
pretation von Verzweigungsbedingungen.
» Der volle Algorithmus der lokalen Analysestufe ist
pradikatssensitiv pfad-prazise.

143

690/102



Performanzsteigerung: Grundalgorithmus (1)

14.1
14.2
143
14.4
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Performanzsteigerung: Grundalgorithmus (2)

14.1
14.2
143
14.4
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Performanzsteigerung: Voller Algorithmus (1)

GFBA 23
() areca (19) Grnea

~~ JGFBA
JGFDCA
JGFECA

©)

y3 x1,y2,22 x2,yl,z1 x3 ul,v2 u2vl a b

14.1
14.2
143
14.4
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Performanzsteigerung: Voller Algorithmus (2)

true

GFBA
GFECA  (1d) GFDCA
JGFECA TGFBA

1

JGFBA

DCA

; ol
y3 x1,y2,22 x2,yl,z1 x3 ul,v2 u2,vl a b

14.1
14.2
143
14.4
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Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

Konstantenfaltung und SSA/PSSA-Form:

» sind perfekt aufeinander abgestimmt — SSA/PSSA sind
wirklich von Hilfe fir Analyse und Transformation!

» Der Schliissel: Wertegraph und pradikatierter Wertegraph.

Offen fiur Erweiterungen, z.B.:

» Wertegraph: Bedingte Konstanten (engl. conditional
constants).

Zusammenfassend:

» Konstantenfaltung ist besonders geeignet, Vorteile aus der
Nutzung von (P)SSA zur Programmreprasentation aufzu-
zeigen.

143
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Konstantenfaltung auf SSA-basiertem Werte-
graph

...erzielt Triple E Rating: Expressive, Efficient, Easy!

After the initialization step After the Ist iteration step After the 2nd iteration step  After the 3rd iteration step: Stable!
14.1
14.2
143
14
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Literaturhinweis

...zum PVG-Konstantenfaltungsalgorithmus:

» Jens Knoop, Oliver Riithing. Constant Propagation on
Predicated Code. Journal of Universal Computer Science
9(8):829-850, 2003. (Sonderausgabe zur SBLP'03).

143
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Kapitel 14.4
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 14 (5)
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Teil IV
Abstrakte Interpretation und Modellpriifung

14.4

704 /102



Kapitel 15
Abstrakte Interpretation und DFA

Kap. 15
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Motivation

Die Theorie abstrakter Interpretation — ein “mondaner” Pro-
grammanalyseansatz.

Intuitiv:

» Der DFA-Ansatz beinhaltet die Spezifikation einer Pro-
grammanalyse, deren Korrektheit separat und unabhangig
a posteriori validiert wird.

» Der abstrakte Interpretationsansatz beinhaltet den
Korrektheitsnachweis von Anfang an als integralen

Bestandteil der Programmanalyse.
Kap. 15
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Kapitel 15.1

Theorie abstrakter Interpretation

15.1
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Theorie abstrakter Interpretation

...ein Ansatz mit 2 Beobachtungsniveaus: Konkret&abstrakt

L1,
o c———-cC
[l
oY

L1,

(concrete level)

A A (abstract level)

B :
Bezeichnungen:
» Abstraktionsfunktion o : C — A
» Konkretisierungsfunktion v : A —C

Wohlzusammenhangsforderung:
» Abstraktions- und Konkretisierungsfunktion missen eine
Galois-Verbindung bilden.

15.1
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Galois-Verbindungen

Definition 15.1.1 (Galois-Verbindung)

Seien C = (C, Uc, Ec, J_C, Tc) und A = (A, Ua, EA, J_A, TA)
zwei vollstandige Halbverbande und o : C — A und v : A—C
eine Abstraktions- und Konkretisierungsfunktion. Dann
definieren wir:

Das Viertupel (C, «, v, .A) heiBt Galois-Verbindung zwischen C
und A gdw « und ~ sind monoton und erfiillen:

1. yoa d¢ ldc

2. oy Ly ldy

mit /dc und lda Identitat auf C und A, d.h. ldc(c) = Ac. ¢
und lda(a) = A a. afiiralle c € C und a € A.

15.1
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Eigenschaften von Galois-Verbindungen (1)

Lemma 15.1.2 (Eindeutigkeit von Galois-Verbin-
dungsbeziehungen)

Sei (C, a7, A) eine Galois-Verbindung. Dann gilt:

1. « bestimmt v eindeutig durch vy(a) = | {c|a(c) Ca a}.
2. v bestimmt « eindeutig durch a(c) =[1{a|c Cc v(a)}.
3. «aist additiv und ~y distributiv.

Insbesondere gilt: a(L¢c) =_Laund y(Ta) = Tec.

15.1
15.2
15.3
15
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Eigenschaften von Galois-Verbindungen (2)

Lemma 15.1.3 (Existenz und Eindeutigkeit von
Galois-Verbindungserganzungen)

1. Ist & : C — A additiv, dann gibt es ein v : A—C, so dass
(C,a,7,.A) eine Galois-Verbindung ist.

2. Ist v : A—C distributiv, dann gibt es ein a.: C — A, so
dass (C, «, v, .A) eine Galois-Verbindung ist.

Lemma 15.1.4 (Keine Informationsverluste und
-gewinne)
Sei (C, a7, A) eine Galois-Verbindung. Dann gilt:

1. aoyoa =«

2. yoaoy=r

15.1
15.2
15.3
15

15.5
711/102



Galois-Einpassungen

Definition 15.1.5 (Galois-Einpassung)

Seien C = (C, Uc, Ec, J_C, Tc) und A = (A, Ua, EA, J_A, TA)
zwei vollstandige Halbverbande und o : C — A und v : A—C
eine Abstraktions- und Konkretisierungsfunktion. Dann
definieren wir:

Das Viertupel (C, «, v, .A) heiBt Galois-Einpassung zwischen C
und A gdw « und ~ sind monoton und erfiillen:

1. yoa d¢ ldc

2. aoy=ldy

mit /dc und Ida Identitat auf C und A, d.h. ldc(c) = Ac. ¢
und lda(a) = A a. afiiralle c € C und a € A.

15.1
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Interpretation

Ist (C, ,~,.A) eine Galois-Einpassung zwischen C und A, so
fuhrt eine vorangehende Konkretisierung vor einer Abstraktion

» nicht zu einem Informationsverlust: oo~y = Idj4

15.1
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Eigenschaften von Galois-Einpassungen

Lemma 15.1.6 (Aquivalenzaussagen)

Sei (C, a7, A) eine Galois-Verbindung. Dann sind die
folgenden Aussagen aquivalent:

1. (C,a,~,.A) eine Galois-Einpassung.
2. «ist surjektiv, d.h. Yac€ AJce C. a(c) = a.
3. v ist injektiv, d.h. Vai,a, € A y(a1) = v(a) = a1 = a,.

4. ~ ist ordnungs-ahnlich, d.h.
Val, a € A. "}/(31) Cc "}/(32) < a1 C4 as.

15.1
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Konstruktion von Galois-Einpassungen

Lemma 15.1.7 (Galois-Einpassungskonstruktion)

Sei (C, a7, A) eine Galois-Verbindung und p : A— A der wie
folgt definierte Reduktionsoperator:

Vac A pa) =] [{a'[+(a) = 7(a)}

Dann ist p(A) = ({p(a)|a € A},Ua,Ca, La, Ta)} ein voll-
standiger Halbverband und das 4-Tupel (C, a, 7, p(A)) eine
Galois-Einpassung.

15.1
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Hierarchie von Galois-Verb./-Einpassungen

S C— ﬁ (concrete level)
|
oy [ l
S1 : A1 &’ Ay (abstract level 1)
M
oy | Y,
5" A2 [:]2 A, (abstract level 2)
[ ] [ ]
[ ] °
[ ] °
M
oy | Y
= Ak&’ Ay (abstract level k)

15.1

15.2
S
15.4

15.5
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Kapitel 15.2

Systematische Konstruktion abstrakter
Interpretationen

15.2
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Ubersicht

Im einzelnen betrachten wir 6 Methoden:

v

Unabhangige Attributemethode
Relationale Methode

v

v

Totale Funktionenraummethode

Monotone Funktionenraummethode

v

Direkte Produktmethode

v

v

Direkte Tensorproduktmethode

718/102



Die unabhangige Attributemethode

Lemma 15.2.1 (Unabhangige Attributemethode)

Seien (C1, 1,71, A1) und (Ca, a2, 72, As) zwei Galois-Verbin-
dungen.

Dann ist auch (C; x Cp, v, v, A1 x Ap) mit

afc, @) = (a(a) a(c))
Y(a,22) = (71(a1),72(a2))

eine Galois-Verbindung.

15.1
15.2
15.3
15
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Die relationale Methode

Lemma 15.2.2 (Relationale Methode)

Seien (P(Cy), a1,71, P(A1)) und (P(G), az, 72, P(A2)) zwei
Galois-Verbindungen, wobei P den Potenzmengenoperator
bezeichnet.

Dann ist auch (P(G x G), a, v, P(A1 x Ay)) mit
o(CC) = (JHa(fa}) x a2({e}) | (a1, @) € CC}
1AA) = {la,e)[a({a}) x a({e}) C AA}

fir CC C (¢ x G, und AA C A; X A, eine Galois-Verbindung.

15.2
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Die totale Funktionenraummethode

Lemma 15.2.3 (Totale Funktionenraummethode)
Sei (C, a7, A) eine Galois-Verbindung und M eine Menge.
Dann ist auch ([M — C],a/,~',[M — A]) mit

o (f) = aof
7(g) = vog

eine Galois-Verbindung.

15.1
15.2
15.3
15
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Die monotone Funktionraummethode

Lemma 15.2.4 (Monotone Funktionenraum-
methode)

Seien (Cy, 1,71, A1) und (Ca, a2, 72, As) zwei Galois-Verbin-
dungen.

Dann ist auch ([Cl — CQ],O[,’)/, [Al —)AQ]) mit
aff) = axofom
(8) 72080

eine Galois-Verbindung.

15.1
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Die direkte Produktmethode

Lemma 15.2.5 (Direkte Produktmethode)

Seien (C, 1,71, A1) und (C, oz, 2, As) zwei Galois-Verbin-
dungen.

Dann ist auch (C,a, v, A; x Ap) mit

a(c) = (ai(c), ax(c))

Y(a1;a) = n(a1) M72(a2)

eine Galois-Verbindung.

15.1
15.2
15.3
15

15.5
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Die direkte Tensorproduktmethode

Lemma 15.2.6 (Direkte Tensorproduktmethode)

Seien (P(C), a1,71,P(A1)) und (P(C), az, 72, P(A)) zwei
Galois-Verbindungen, wobei P den Potenzmengenoperator
bezeichnet.

Dann ist auch (P(C), a, v, P(A1 x Ap)) mit
a(C) = | Jaa({c}) x aa({c}) |c € C'}
(AA) = {c| al({c}) ax({c}) C AA}
fir C' C C und AA C A; x A, eine Galois-Verbindung.
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Kapitel 15.3

Korrektheit abstrakter Interpretationen
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Korrektheit
Der in seiner Grund- bzw. erweiterten Form auf
» 2 bzw. einer hoheren Zahl von Beobachtungsniveaus
beruhende abstrakte Interpretationsansatz erlaubt die

» Korrektheit einer abstrakten Interpretation auf einem nie-
drigeren Beobachtungsniveau relativ zu einer anderen
abstrakten Interpretation auf einem hoheren Beobach-

tungsniveau
formal zu fassen und nachzuweisen.

L1,
E;], : C——¢C
H

oY

(concrete level)

A & A (abstract level)
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Vollstandigkeit und Optimalitat (1)

In diesem Sinne ist der auf Patrick und Radhia Cousot
(POPL'77) zuriickgehende Ansatz abstrakter Interpretation in
seiner “klassischen” Auspragung

» semantik-orientiert (unter Bezug auf eine Standardseman-
tik (besonders wichtig hierbei: Die
sog. Aufsammelsemantik (engl. collecting semantics)).

Der semantik-orientierte Ansatz unterstutzt nicht per se einen

» Vollstandigkeits- und Optimalitatsbegriff

und dessen formalen Nachweis.

15.3
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Vollstandigkeit und Optimalitat (2)

Zur Betrachtung von Vollstandigkeit und Optimalitat gehen
wir in der Folge von der semantik-orientierten zu einer auf
Bernhard Steffen (TAPSOFT'87, MFCS'89) zuriickgehenden

» beobachtungs-orientierten Perspektive (ohne Bezug auf
eine Standardsemantik)

uber.

15.3
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Kapitel 15.4
Vollstandigkeit und Optimalitat
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Vorbereitungen

In der Folge bezeichnen

» N eine Menge von Knoten, die fur die Menge der Vor-
kommen elementarer Anweisungen steht,

» G=4r (N, E,s,e) einen Flussgraphen mit Knotenmenge
N C N, Kantenmenge E C N x N, Startknoten s € N
und Endknoten e € N, wobei s keine Vorganger, e keine
Nachfolger hat; P(G) die Menge aller Pfadevon s nach e
in G,

» FG die Menge aller Flussgraphen tiber N und LFG die
Menge aller linearen Flussgraphen tber N, d.h. die Menge
aller Flussgraphen mit genau einem Pfad von s und e,

» C=4 (C,U,C, L, T) einen vollstandigen Halbverband mit
kleinstem Element | und groBtem Element T.

15.4

730/102



Lokale abstrakte Semantik

Definition 15.4.1 (Lokale abstrakte Semantik)

Sei [ ], : N— (C—C) eine Funktion, die jedem Knoten n € N
eine additive Funktion auf C zuordnet, d.h.

Yne NV C CC[n],(lC)=LIIn]c)|ce C.

Dann heiBt das Paar ([ ];,C) lokale abstrakte Semantik bzw.
lokale abstrakte Interpretation.

15.4
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Globale abstrakte Semantik

Definition 15.4.2 (Globale abstrakte Semantik)

Sei ([ ],,C) abstrakte Interpretation und [ ]| : FG— (C —C)
die Globalisierung von [ ],, d.h. VG € FG V¢ € C gilt:

[ GI(c)=ar
{ [nc],o...o[m],(c) falls G=(ny,....n) € LFG
L{[P1(c)|P € P(G)} sonst

Dann heiBt das Paar ([ ],C) die von ([ ],,C) induzierte (glo-
bale) abstrakte Semantik.

15.4
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Abstraktion und Konkretisierung

Definition 15.4.3 (Abstraktion und Konkretisierung)

Seien S; = ([ 1;.C1) und S = ([ 1,.C2) zwei abstrakte
Semantiken.

» Eine Funktion A : C; — C, heiBt Abstraktionsfunktion, in
Zeichen &, <, &7, falls A additiv und surjektiv ist und die
Korrektheitsbedingung

VneN. Ao[n];C[n],0A

erfullt.
» Die Funktion A? : C, — C; definiert durch

Vel A df|_|{C|A

heiBt adjungierte oder Konkretisierungsfunktion zu A.

15.4
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Anmerkungen zu Abstraktion&Konkretisierung

» Additivitat ist eine wesentliche Anforderung an eine
abstrakte Interpretation. Die meisten der folgenden
Ergebnisse gelten nur unter dieser Voraussetzung.

» Surjektivitat ist keine wesentliche Voraussetzung,
erleichtert aber die formale Argumentation.

» Paare aus Abstraktions- und Konkretisierungsfunktion
(A, A%) sind Paare adjungierter Funktionen im Sinne von
Cousot und Cousot (POPL'77) (ebenso in Kapitel 8 die
Paare aus Datenfluss- und reversem Datenflussanalyse-
funktional).

» Die Konkretisierungsfunktion A? ist monoton, i.a. aber
nicht additiv.

» Mit den Bezeichnungen aus Kap. 15.2 entsprechen sich «
und A und ~ und A?.

15.4
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Isomorphie abstrakter Semantiken

Definition 15.4.4 (Isomorphie)

Seien §; = ([ ];.C1) und Sz = ([ ],.C2) zwei abstrakte
Semantiken.

S1 und S, heiBen isomorph, in Zeichen S; ~4 S, oder §; =~ S,,
wenn es eine additive und bijektive Abstraktionsfunktion
A : C; — C, gibt, so dass fir alle G € FG gilt:

Ac[G],=[G],0A

15.4
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Beobachtungsniveau und Beobachtung

Definition 15.4.5 (Beobachtung(sniveau))

Sei S eine abstrakte Semantik, Q (“Q" fir Beobachtung) ein
vollstandiger Halbverband und A : C — (2 eine additive und
surjektive Funktion.

Dann induziert S ein Semantikfunktional oder Verhalten
[1,:FG—(Q2—Q) auf Q durch

VGeFG. [G]=arAc[G]oA®

Wir bezeichnen diese Situation mit S — 4 Q und nennen € ein
Beobachtungsniveau.

15.4
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Modell

Definition 15.4.6 (Modell)

Sei Q2 ein Beobachtungsniveau und S eine abstrakte Semantik
mit S — 4 Q.

Dann heiBt das Paar (S, A) ein Modell von €.

15.4
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Beobachtungsaquivalenz

Definition 15.4.7 (Beobachtungsaquivalenz)
Seien (S, A) und (S’, A’) zwei Modelle von Q.

Dann heiBen (S, A) und (S’, A’) Q-aquivalent oder beobach-
tungsaquivalent fiir Q, in Zeichen (S, A) =q (S, A’) gdw sie
dasselbe Verhalten auf Q induzieren, d.-h. gdw [ [, =1 14-

Veranschaulichung:

S : C———-¢C ¢ ——cC’ 08’ (inducing level)

ol ol (observation level)
15.4
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Eigenschaften der Relation ~q

Lemma 15.4.8 (Aquivalenzrelation)

Die Relation ~q ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller Modelle von €2.

15.1
15.2
15.3
15.4
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Lokale Optimalitat (1)

Definition 15.4.9 (Lokale Optimalitat)
Sei Sy <a, 81 und Sy — 4, 2. Dann definieren wir:

1. Rl(Sl,Al,SQ,A27Q):df {C S Cz ’ 3G € FG 3 c’ €
Q. c=Ao[G],0A]0A3}(c)}

2. RL(S1, A1, Ss, Az, Q) bezeichnet die vollstandige Halb-
verbandshiille von RI(S1, A1, Ss, Az, Q) in Cs.

3- RS(Slu A17 827 A27 Q):df (l[ ]]7 RL(817 Al; 827 A27 Q))y
wobei [ ] folgendermaBen definiert ist:

VGGFGH G]] =Jf

|I G ]]2 | RL(S1,A1,52,A2,Q) falls RL(S]_, Al, 82, Az, Q)
abgeschlossen ist unter [ ],
€ sonst

15.4
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Lokale Optimalitat (2)

Definiton 15.4.9 (Lokale Optimalitat (fgs.))

4. S, heiBt lokal optimal fir &7 und A gdw fir alle n € N
gilt:
Aio[n], oAl =[n],

15.1
15.2
S
15.4
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Voll abstrakte Modelle

Definition 15.4.10 (Voll abstrakte Modelle)
Seien S1, Q und A mit §; — 4 Q.

Ein Paar (S,, A2) mit S, — 4 Q heiBt voll abstraktes Modell
fur S; beziiglich €2 gdw eine Abstraktionsfunktion A; mit
Sy <a, & existiert, die folgende 4 Eigenschaften erfiillt:

1. A= A2 ¢] Al

2. 8 = RS5(851,A1, 8,5, A, Q)

3. &, ist lokal optimal fiir S; und A;

4. Yec,c € RI(S1,ID,81,A,Q). Ai(c) = Al(c') <= VG €
LFG. Ao[G],(c) =Ac[G],(c), wobei ID die
Identitat auf dem semantischen Bereich von S ist.

Wir bezeichnen die Menge aller voll abstrakten Modelle fir Sy,
Q und A, die in der Beziehung S; — 4 €2 stehen, mit
d(S1, A Q). 154
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Existenz und Eindeutigkeit

Theorem 15.4.11 (Existenz und Eindeutigkeit)
Seien S1, Q und A mit §; — 4 Q.

Dann gibt es ein voll abstraktes Modell (S,, A) fiir S;
beziiglich Q2 mit folgender Eindeutigkeitseigenschaft:

O(S1,A, Q) = {(S2.A) | TA. Sy ma SyANAy = Ay 0 A
2

15.4
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Voll abstrakt ist “gut genug"

Theorem 15.4.12 (Abschneidetheorem)
Sei (S, Az) € O(S1, Az 0 AL, Q) mit S, <a, Si. Dann gilt:

VGeFG. Aio[G],0AI =[G,
Insbesondere gilt weiters:

(51, Ay o Al) ~Q (327 Az)

15.1
15.2
S
15.4

15.5
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Veranschaulichung

S1 : C————¢ (basic level)
A1
S2 : G, & G, (computation level)
A2
ol 0 (observation or question level)

G 1L
15.2
S
15.4

15.5
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Aquivalenz

Theorem 15.4.13 (Aquivalenz)
Seien (S, A) und (S, A’) zwei Modelle von . Dann gilt:

(S, A) ~q (S, A) <= O(S, A, Q) = d(S', A, Q)

Interpretation:

» Zusammen mit dem Existenz- und Eindeutigkeitstheorem
15.3.11 und dem Abschneidetheorem 15.3.12 liefert das
Aquivalenztheorem 15.3.13, dass voll abstrakte Modelle
(bis auf Isomorphie) die “abstraktesten” Reprasentanten
ihrer Beobachtungsaquivalenzklasse sind.

15.4
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Interpretation und Quintessenz (1)

Zu vorgegebenem Beobachtungsniveau Q2 und Modell (S, A)
von 2 gibt es ein

» beobachtungsaquivalentes “abstraktestes” Berechnungs-
niveau.

Dieses “abstrakteste” Berechnungsniveau ist das bis auf
Isomorphie

» eindeutig bestimmte voll abstrakte Modell.

Das voll abstrakte Modell ist korrekt und zugleich das
Gesuchte

» vollstandige bzw. optimale Modell.

15.4
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Interpretation und Quintessenz (2)

Dieses voll abstrakte Modell liegt hierarchisch eingebettet
innerhalb des
» 3-Niveaumodells.

In diesem Sinn ist das 3-Niveaumodell hinreichend allgemein
fur den nicht auf Hierarchien abstrakter Interpretationen
beschrankten Begriff der Beobachtungsaquivalenz.

L1,

C, C (basic level)

L1,

S, : C2 —_— C2 (computation level)

15.4
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vational Equivalence. In Proceedings of the 14th Interna-
tional Symposium on Mathematical Foundations of Com-
puter Science (MFCS'89), Springer-V., LNCS 379,
492-502, 1989.
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Motivation

Das Grundproblem der Modellprifung.

Gegeben:
» Ein Modell M
» Eine Eigenschaft £ ausgedrickt als eine Formel ¢

Modellprifungsfrage:
» Besitzt Modell M Eigenschaft &, erfillt M Formel ¢ ?

M ¢

16.1
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Modellprifer und Modellpriifung

Modellpriifer:
» Eine Methode, ein Werkzeug, das die Modellpriifungs-
frage beantwortet.

Modellprifung:
» Ansetzen eines Modellpriifers MP auf ein Paar aus Modell
M und Formel ¢:
» M Epmp ¢ wird : M ist beziiglich ¢
verifiziert oder ¢ ist fiir M verifiziert.
» M Epp ¢ wird widerlegt: M ist beziiglich ¢
falsifiziert oder ¢ ist fiir M falsifiziert.

ZweckmaBig: Ausgabe eines (minimalen) Gegenbeispiels,
das die Verletzung der Formel zeigt (CEGAR (counter-
example-guided abstraction refinement)-Ansatz).
» M Epp ¢ wird
Modellpriifer ist unvollstandig fiir Modell- und Formel— 161

sprache.
761 /102



Modellsprachen
Modellsprachen:
» Transitionssysteme, Kripke-Strukturen

und spezielle Auspragungen:

Automaten

v

v

Flussgraphen

v

(Programm-) Zustandsgraphen

> ...

Modelle konnen sein
» endlich: Endliche Modellprifung
» unendlich: Unendliche Modellpriifung

Notorisches (und schwierig handhabbares) Problem:
» Explosion des Zustandsraums: Zustandsraumexplosion 161
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Formelsprachen

Formelsprachen:
» Temporale, modale Logiken (linear time logics, branching
time logics)
» LTL, CTL, CTL*
» p-Kalkil

> ...

Notorisches (und schwierig handhabbares) Problem:
» Balancierung von Ausdruckskraft und Entscheidbarkeit,

insbesondere effizienter Entscheidbarkeit.

16.1
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Modaler p-Kalkiil (1)

...um Ruckwartsmodalitaten erweiteter p-Kalkiil:

Syntax:

S =tt [ X|DAD| =D | S| [a]® | [a]d | vX. &

Semantik:

[tt]e

[X]e
[P1AD;y]e
[-®]e

[5]e

ﬂ@d)]]e
[l ]e
[vX.®]e

S

e(X)

[®1]en]P:]e

S\[®]e

{peS|BeAPp)}

{pe S|Vqe€ Succ,. g [P]e}
{peS|VpePred,. pe[®]e}

Jis' 515 c [@]els'/X])
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Modaler p-Kalkiil (2)

Abgeleitete Operatoren:

ff = —tt
O VO, = (=P AD,)
(@ = [a](~©)
(& = —[a](-0)
pX.d = vX.~([-X/X])
O~V = -OdVVY

16.1
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Modaler u-Kalkil (3)

Hoher-abstrakte abgeleitete Operatoren:

AG O = vX.(dA[]X)
GUV = vX. (VV(dA[]X)

AGd = vX. (dA[]X)
UV = vX. (WV(SA[]X)

16.1
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Analogie DFA — Modellprifung

Datenflussanalyse:

DFA-Algorithmus fir Eigenschaft E :

Programme — Menge der E erfiillenden Programmpunkte

Modellpriifung:

Modellpriifer : (Modallogische) Formel x Modell

— Menge der die Formel erfilillenden Zustande

Intuitiv:
» Ein DFA-Algorithmus fir E ist ein bezuglich E partiell
ausgewerteter oder bezliglich E spezialisierter Modell-
prufer!

16.1
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Anwendung: PREE

Sicherheit (Notwendigkeit der Berechnung):
NEC=g4r (—(Mod V end)) U Used
Friihestheit (Wert kann nicht friiher bereitgestellt werden):
EAR=¢ start V =( []((=(Mod V start)) U (NEC A =Mod))
Berechnungspunkte:
OCP=4r EAR N NEC

Theorem 16.1.1 (Korrektheit und Optimalitat)

Das Ersetzen der originalen Berechnungen durch neue an den

durch OCP gegebenen Programmpunkten ist korrekt (d.h. se-
mantikerhaltend) und optimal (d.h. mindestens so gut wie jede
andere korrekte Platzierung der Berechnungen). 161
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Zusammenfassung (1)

Diese Charakterisierung des Zusammenhangs von DFA und
Modellpriifung und die PREE-Anwendung geht zurlick auf:

» Bernhard Steffen. Data Flow Analysis as Model Checking.
In Proceedings of the International Conference on
Theoretical Aspects of Computer Software (TACS'91),
Springer-V., LNCS 526, 346-365, 1991.

» Bernhard Steffen. Generating Data Flow Analysis
Algorithms from Modal Specifications. International
Journal on Science of Computer Programming
21:115-139, 1993.
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Zusammenfassung (2)

...ist aufgegriffen worden von:

» David A. Schmidt. Data Flow is Model Checking of
Abstract Interpretations. In Conference Record of the
25th Annual ACM SIGACT-SIGPLAN Symposium on
Principles of Programming Languages (POPL'98), 38-48,
1998.

...und hat in der Folge gefiihrt zu:

» David A. Schmidt, Bernhard Steffen. Program Analysis as
Model Checking of Abstract Interpretations. In Procee-
dings of the 5th Static Analysis Symposium (SAS'98),
Springer-V., LNCS 1503, 351-380, 1998.
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 16 (1)

[§ Béatrice Bérard, Michel Bidoit, Alain Finkel, Francois La-
roussinie, Antoine Peit, Laure Petrucci, Philippe Schnoe-
belen with Pierre McKenzie. Systems and Software Verifi-
cation: Model-Checking Techniques and Tools. Sprin-
ger-V., 2001.

[@ Francesco Buccafurri, Thomas Eiter, Georg Gottlob,
Nicola Leone. Enhancing Model Checking in Verification
by Al Techniques. Artificial Intelligence 112(1-2):57-104,
1999.

[ Edmund M. Clarke. The Birth of Model Checking. In 25
Years of Model Checking. Orna Grumberg, Helmut Veith
(Hrsg.), Springer-V., LNCS 5000, 1-26, 2008.
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 16 (2)

[ Edmund M. Clarke, Orna Grumberg, Doron Peled. Model
Checking. MIT Press, 2001.

[§ Edmund M. Clarke, H. Schlingloff. Model Checking. In
Handbook of Automated Deduction, A. Robinson,
A. Voronkov (Hrsg.), Vol. I, Elsevier, 1635-1790, 2000.

[§ Patrick Cousot, Radhia Cousot. Temporal Abstract Inter-
pretation. In Conference Record of the 27th Annual ACM
SIGACT-SIGPLAN Symposium on Principles of Program-
ming Languages (POPL 2000), 12-25, 2000.

[§ E. Allen Emerson. Temporal and Modal Logic. In Hand-
book of Theoretical Computer Science, Jan van Leeuwen
(Hrsg.), Elsevier, 995-1072, 1990. 16
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 16 (3)

[

Orna Grumberg, Helmut Veith. 25 Years of Model
Checking: History, Achievements, Perspectives.
Springer-V., LNCS 5000, 2008.

George E. Hughes, Max J. Cresswell. An Introduction to
Modal Logic. Methuan, 1968.

George E. Hughes, Max J. Cresswell. A Companion to
Modal Logic. Methuan, 1986.

George E. Hughes, Max J. Cresswell. A New Introduction
to Modal Logic. Routledge, 1996.

16.1
16.2

774/102



Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 16 (4)

[§ Fred Kroger, Stephan Merz. Temporal Logic and State
Systems. Springer-V., 2008. (Chapter 3, Extensions of
Linear Time Logic; Chapter 5, First-Order Linear Time
Logic; Chapter 10, Other Temporal Logics; Chapter 11,
System Verification by Model Checking)

[§ Janusz Laski, William Stanley. Software Verification and
Analysis: An Integrated, Hands-On Approach. Springer-V.,
20009.

[§ Robert Lover. Elementary Logic for Software Develop-
ment. Springer-V., 2008. (Chapter 20.2.2, Temporal,
Modal, and Dynamic Logics)
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 16 (5)

[@ Markus Miiller-Olm, David A. Schmidt, Bernhard Steffen.
Model-Checking: A Tutorial Introduction. In Proceedings
of the 6th Static Analysis Symposium (SAS'99), Sprin-
ger-V., LNCS 1694, 330-354, 1999.

[§ Doron A. Peled. Software Reliability Methods. Springer-V.,
2001.

[ Dirk Richter. Programmanalysen zur Verbesserung der
Softwaremodellpriifung. Dissertation, Universitat Halle-
Wittenberg, 2012.

16.1
16.2

776/102



Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 16 (6)

[§ David A. Schmidt. Data Flow Analysis is Model Checking
of Abstract Interpretations. In Conference Record of the
25th Annual ACM SIGACT-SIGPLAN Symposium on
Principles of Programming Languages (POPL'98), 38-48,
1998.

[§ David A. Schmidt, Bernhard Steffen. Program Analysis as
Model Checking of Abstract Interpretations. In Procee-
dings of the 5th Static Analysis Symposium (SAS'98),
Springer-V., LNCS 1503, 351-380, 1998.

[§ Bernhard Steffen. Data Flow Analysis as Model Checking.
In Proceedings of the International Conference on Theo-
retical Aspects of Computer Software (TACS'91), Sprin-
ger-V., LNCS 526, 346-365, 1991. 161
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 16 (7)

[§ Bernhard Steffen. Generating Data Flow Analysis Algor-
ithms from Modal Specifications. International Journal on
Science of Computer Programming 21:115-139, 1993.

[@ Bernhard Steffen. Property-Oriented Expansion. In Pro-
ceedings of the 3rd Static Analysis Symposium (SAS'96),
Springer-V., LNCS 1145, 22-41, 1996.
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Zustandsexplosionsproblem

Zentrale Herausforderung von Modellprifung in der Praxis:

» Das sog. Zustandsexplosionsproblem

Im Kern:

» Die Zahl der Zustande im Zustandsraum wachst
exponentiell in der Zahl der parallelen/nebenlaufigen
Komponenten

17.1
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Verschiedene Anatze zur Behandlung des
Zustandsexplosionsproblem

» Reduktionstechniken basierend auf Prozessaquivalenzen,
z.B. Bouajjani et al., 1990; Graf et al., 1996.

» Symbolische Modellpriifungstechniken, z.B. McMillan,
1993.

» On-the-fly Techniken, z.B. Jard et al., 1992.

» Lokale Modellprifungstechniken, z.B. Stirling et al., 1991.

» Partielle Ordnungstechniken, z.B. Godefroid, 1996; Peled,
1993; Valmari, 1992.

» Kompositionelle Techniken, Clarke et al., 1989; Santone,
2002.

» Abstraktionstechniken, Barbuti et al., 1999; Clarke et al.,
1994,
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 17 (1)

[@ R. Barbuti, N.D. Francesco, Antonella Santone,
G. Vaglini. Selective Mu-Calculus and Formula-based
Equivalence of Transition Systems.

J. Comput. Syst. Sci. 59(3):537-556, 1999.

[@ A. Bouajjani, J.-C. Fernandez, N. Halbwachs. Minimal
Model Generation. In Proceedings of the 2nd International
Workshop on Computer Aided Verification (CAV'90),
Springer-V., LNCS 531, 197-203, 1990.

[ Edmund M. Clarke, Orna Grumberg, D.E. Long.
Compositional Model Checking. In Proceedings LICS'89,
IEEE Computer Society, 353-362, 1989.
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 17 (2)

[§ Edmund M. Clarke, Orna Grumberg, D.E. Long. Model
Checking and Abstraction. ACM Transactions on
Programming Languages and Systems 16(5):1512-1542,
1994.

[@ P. Godefroid. Partial-Order Methods for the Verification of
Concurrent Systems — An Approach to the State-Explosion
Problem. Springer-V., LNCS 1032, 1996.

[§ Susanne Graf, Bernhard Steffen, Gerald Liittgen.
Compositional Minimization of Finite State Systems using

Interface Specifications. Formal Aspects of Computing
8(5):607-616, 1996.
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 17 (3)

[ C. Jard, T. Jéron. Bounded-memory Algorithms for
Verification On-the-fly. In Proceedings of the 3rd
International Workshop on Computer Aided Verification
(CAV'91), Springer-V., LNCS 575, 192-202, 1992.

[ K.L. McMillan. Symbolic Model Checking. Kluwer, 1993.

[ Doron Peled. All from One, One for All: On Model
Checking Using Representatives. In Proceedings of the 5th
International Workshop on Computer Aided Verification
(CAV'93), Springer-V., LNCS 697, 409-423, 1993.
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 17 (4)

[ Antonella Santone. Automatic Verification of Concurrent
Systems Using a Formula-based Compositional Approach.
Acta Informatica 38(8), 531-564, 2002.

@ Colin Stirling, D. Walker. Local Model Checking in the
Modal Mu-Calculus. Theoretical Computer Science
89(1):161-177, 1991.

@ A. Valmari. A Stubborn Attack on State Explosion. Formal
Methods in System Design 1(4):297-322, 1992.
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Analyse, Verifikation und Transformation

...bewiesen (beweisbar) korrekt und vollstandig/optimal in
einem einheitlichen Rahmen:

Subject Syntactic Transformed
program P transformation t program 1 P]
Semantics Semantics
S S
Subject Semantic Transformed
program transformation 1 program semantics

semantics S [ P] fs]e] = sft[e] |

(aus Cousot& Cousot, POPL 2002)
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Wichtig fur verschiedenste Gebiete, darunter:

Optimierende Ubersetzer (Performanz, Energie,...)
Software-Verifikation
Ubersetzer-Verifikation, Betriebssystem-Verifikation,...
Software
» -Spezifikation, -Analyse, -Validierung, -Generierung
(insbesondere auch modellgetriebene Spezifikation,
Analyse, Verifikation, Generierung, Testung,...)
» -Verstehen
» Refaktorisierung
» (Re-)engineering, Reverse Engineering
» Dokumentation
» -(Kunden)anpassung, -spezialisierung (customization)
Safety and Security (security policy enforcement,...)
Datenschiirfung und -ausbeutung (data mining)
Hardware-Verifikation

vV vy VvVYyy

vV V. Vv v Yy

Grune Informationstechnologie
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All dies

» Statisch und dynamisch.
» Auf Programm-Ebene im Kleinen.

» Auf System-Ebene im GroBen

» Systeme von Systemen
» Hard- und Software-Systeme von Systemen
» Eingebettete Systeme
» Cyberphysikalische Systeme
> Verteilte Systeme: Service-orientierte Systeme, Wolken-
Systeme, Mehrkern-(HW)-Systeme,...
Echtzeit-Systeme

vy

» auf Spezifikations-, Modellierungs-, Programmier-, Zwi-
schensprach- und Binarcode-Ebene.
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Unverzichtbar

Rigorose Fundierung

» Formale Methoden

Wirksame Werkzeug-Unterstiitzung

» Hochskalierende “Denk”-Werkzeuge
» Vollautomatisch
» Knopfdruckanalyse, -verifikation und -transformation
» Halbautomatisch
> Interaktive, benutzergeleitete Analyse, Verifikation und
Transformation
» Orchestrierung und geordnetes Zusammenspiel und
-wirkung liber Methodengrenzen hinweg (z.B. Abstrakte
Interpretation, Modellpriifung, Theorembeweisen,...)
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Wichtige Konferenzen und Zeitschriften (1)

» Annual International Conference on Verification, Model-
Checking, Abstract Interpretation (VMCAI) Series,
Springer-V., LNCS series, since 2000.

» Annual International Conference on Tools and Algorithms
for the Construction and Analysis of Systems (TACAS),
Springer-V., LNCS series, since 1995.

» Annual International Conference on Computer-Aided Veri-
fication (CAV) Series, Springer-V., LNCS series, since
1989.

» Annual International Conference on Software Testing,
Verification and Validation (ICST) Series, IEEE, since
2008.
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Wichtige Konferenzen und Zeitschriften (2)

» Annual International Symposium on Formal Methods
(FM) Series, Springer-V., LNCS series, since 1995.

» Biennial International Symposium on Leveraging
Applications of Formal Methods, Verification, and
Validation (ISoLA) Series, Springer-V., LNCS series, since
2004.

» International Journal on Software Tools for Technology
Transfer (STTT), Springer-V, since 1999.
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Vertiefende und weiterfiihrende Leseempfeh-
lungen fiir Kapitel 18 (1)

[§ Uwe ABmann. How to Uniformly Specify Program Analysis
and Transformation. In Proceedings of the 6th Inter-
national Conference on Compiler Construction (CC'96),
Springer-V., LNCS 1060, 121-135, 1996.

[@ Julien Bertrane, Patrick Cousot, Radhia Cousot, Jerdme
Feret, Laurent Mauborgne, Antoine Ming, Xavier Rival.
Static Analysis and Verification of Aerospace Software by
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Infotech@Aerospace (AIAA 1GA 2010), AIAA-2010-3385,
American Institute of Aeronautics and Astronautics, 1-38,
April 2010.
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Relations

Let M;, 1 </ < k, be sets.

Definition A.1.1 (k-ary Relation)

A (k-ary) relation is a set R of ordered tuples of elements of
My, ..., My, ie., RC M; x ... x M, is a subset of the
cartesian product of the sets M;, 1 </ < k.

Examples

» () is the smallest relation on M; x ... x M.
» My x ... x My is the biggest relation on M; x ... x M,.
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Binary Relations
Let M, N be sets.

Definition A.1.2 (Binary Relation)

A (binary) relation is a set R of ordered pairs of elements of
M and N, i.e., R is a subset of the cartesian product of M and
N, RC M x N, called a relation from M to N.

Examples

» () is the smallest relation from M to N.
» M x N is the biggest relation from M to N.

Note

» If R is a relation from M to N, it is common to write
mRn, R(m, n), or R mn instead of (m, n) € R.
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Between, On

Definition A.1.3 (Between, On)

A relation R from M to N is called a relation between M and
N or, synonymously, a relation on M x N.

If M equals N, then R is called a relation on M, in symbols:
(M,R).
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Domain and Range of a Binary Relation

Definition A.1.4 (Domain and Range)
Let R be a relation from M to N.

The sets
» dom(R) =4 {m|3n € N. (m,n) € R}
» ran(R)=4r {n|3me M. (m,n) € R}

are called the domain and the range of R, respectively.
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Properties of Relations on a Set M

Definition A.1.5 (Properties of Relations on M)

A relation R on a set M is called

v

reflexive iff Vme M. mR m

irreflexive iff Vme M. -mRm

transitive iff Vm,n.pe M. mRn AN nRp = mRp
intransitive ifft Ymn,pe M. mRn AN nRp = —-mRp
symmetric iff Vmne M. mRn <= nRm
antisymmetric iff Vmne M. mRn A nRm = m=n
asymmetric iff Ymne M. mRn = —-nRm

linear iff Vmne M. mRn VnRm V m=n

total iff Ym,ne M. mRn V nRm
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(Anti-) Example

Let G=(N,E,s=1,e =7) be the below (flow) graph, and
let R be the relation ' is linked to - via a (directed) edge’ on
N of G (e.g., node 4 is linked to node 6 but not vice versa).

The relation R is not reflexive, not irreflexive, not transitive,
not intransive, not symmetric, not antisymmetric, not

asymmetric, not linear, and not total.
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Equivalence Relation

Let R be a relation on M.
Definition A.1.6 (Equivalence Relation)

R is an equivalence relation (or equivalence) iff R is reflexive,
transitive, and symmetric.
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A.2
Ordered Sets
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A2.1
Pre-Orders, Partial Orders, and More
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Ordered Sets

Let R be a relation on M.

Definition A.2.1.1 (Pre-Order)

R is a pre-order (or quasi-order) iff R is reflexive and transitive.

Definition A.2.1.2 (Partial Order)

R is a partial order (or poset or order) iff R is reflexive,
transitive, and antisymmetric.

Definition A.2.1.3 (Strict Partial Order)

R is a strict partial order iff R is asymmetric and transitive.
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Examples of Ordered Sets

Pre-order (reflexive, transitive)

» The relation = on logical formulas.

Partial order (reflexive, transitive, antisymmetric)

» The relations =, < and > on IN.
» The relation m|n (m is a divisor of n) on IN.

Strict partial order (asymmetric, transitive)

» The relations < and > on IN.
» The relations C and D on sets.

Equivalence relation (reflexive, transitive, symmetric)

» The relation <= on logical formulas.
» The relation ‘have the same prime number divisors' on IN.

» The relation ‘are citizens of the same country’ on people.
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Note

» An antisymmetric pre-order is a partial order; a symmetric
pre-order is an equivalence relation.

» For convenience, also the pair (M, R) is called a pre-order,
partial order, and strict partial order, respectively.

» More accurately, we could speak of the pair (M, R) as of
a set M which is pre-ordered, partially ordered, and
strictly partially ordered by R, respectively.

» Synonymously, we also speak of M as a pre-ordered,
partially ordered, and a strictly partially ordered set,
respectively, or of M as a set which is equipped with a
pre-order, partial order and strict partial order,
respectively.

» On any set, the equality relation = is a partial order,
called the discrete (partial) order.
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The Strict Part of an Ordering

Let C be a pre-order (reflexive, transitive) on P.

Definition A.2.1.4 (Strict Part of C)
The relation  on P defined by

Vp,qeP.pCg+=aupEq AN p#q
is called the strict part of C.

Corollary A.2.1.5 (Strict Partial Order)
Let (P,C) be a partial order, let  be the strict part of C.

Then: (P,C) is a strict partial order.
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Useful Results

Let C be a strict partial order (asymmetric, transitive) on P.

Lemma A.2.1.6

The relation C is irreflexive.

Lemma A.2.1.7
The pair (P,C), where C is defined by

Vp,geP.pCg<=4ypCqgV p=q

is a partial order.
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Induced (or Inherited) Partial Order

Definition A.2.1.8 (Induced Partial Order)

Let (P,Cp) be a partially ordered set, let @ C P be a subset
of P, and let C be the relation on Q defined by

Vgre@.gqCqr <=a qLCpr

Then: Cg is called the induced partial order on Q (or the
inherited order from P on Q).
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Exercise

Which of the below diagrams are Hasse diagrams (cf. Chapter
A.2.8) of partial orders?

a) b)

c) d) e)
0 00 @ B o

PN ”%ﬂ” )
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A.2.2

Bounds and Extremal Elements
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Bounds in Pre-Orders

Definition A.2.2.1 (Bounds in Pre-Orders)
Let (Q,C) be a pre-order, let g € Q and Q' C Q.

q is called a

>

>

>

lower bound of @', insigns: gC Q',ifVg € Q.qC ¢
upper bound of @', insigns: Q' C q,ifVqg € Q.q Cq
greatest lower bound (glb) (or infimum) of @', in signs:

[1Q, if g is a lower bound of Q" and for every other
lower bound § of @' holds: G C q.

least upper bound (lub) (or supremum) of Q’, in signs:
| | @', if g is an upper bound of Q' and for every other
upper bound § of Q' holds: g C §.
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Extremal Elements in Pre-Orders

Definition A.2.2.2 (Extremal Elements in Pre-Ord’s)

Let (Q,C) be a pre-order, let  be the strict part of C, and
let @ CQandge Q.

q is called a

v

minimal element of Q’, if there isno ¢’ € Q" with ¢’ C q.

v

maximal element of Q’, if thereis no ¢’ € Q' with g C ¢'.

v

least (or minimum) element of Q', if ¢ C Q'.

v

greatest (or maximum) element of Q', if Q' C q.

Note: The least element and the greatest element of Q itself
are usually denoted by | and T, respectively, if they exist. A
least (greatest) element is also a minimal (maximal) element.
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Existence and Uniqueness

...of bounds and extremal elements in partially ordered sets.

Let (P, ) be a partial order, and let @ C P be a subset of P.

Lemma A.2.2.3 (lub/glb: Unique if Existent)

Least upper bounds, greatest lower bounds, least elements,
and greatest elements in @ are unique, if they exist.

Lemma A.2.2.4 (Minimal/Maximal El.: Not Unique)

Minimal and maximal elements in @ are usually not unique.

Note: Lemma A.2.2.3 suggests considering | | and [ ] partial
maps | |,[]: P(P)— P from the powerset P(P) of P to P.
Lemma A.2.2.3 does not hold for pre-orders.
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Characterization of Least, Greatest Elements

...in terms of infima and suprema of sets.

Let (P,C) be a partial order.

Lemma A.2.2.5 (Characterization of L and T)

The least element | and the greatest element T of P are
given by the supremum and the infimum of the empty set, and
the infimum and the supremum of P, respectively, i.e.,

L=[|0=[1]P and T= []o=||P

if they exist.
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Lower and Upper Bound Sets

Considering | | and [] partial functions | |,[]: P(P)— P on
the powerset of a partial order (P, C) suggests introducing
two further maps LB, UB : P(P)— P(P) on P(P):

Definition A.2.2.6 (Lower and Upper Bound Sets)
Let (P,C) be a partial order. Then:

LB, UB : P(P)— P(P) denote two maps, which map a subset
R C P to the set of its lower bounds and upper bounds,
respectively:

1L.VQCP.LB(Q)=a4{lIbe P| IbC Q}

2. VQ CP. UB(Q)=g4r{ub € P|Q C ub}
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Properties of Lower and Upper Bound Sets

Lemma A.2.2.7
Let (P,C) be a partial order, and let @ C P. Then:

| |@=[1]UB(Q) and []Q=]| |LB(Q)

if the supremum and the infimum of @ exist.

Lemma A.2.2.8
Let (P,C) be a partial order, and let Q, @1, @> C P. Then:

1. @ CQ = LB(Q) DLB(@) N UB(Q1) 2 UB(Q)
2. UB(LB(UB(Q)))=UB(Q)
3. LB(UB(LB(Q)))=LB(Q)

Note: Lemma A.2.2.8(1) shows that LB and UB are antitonic
maps (cf. Chapter A.2.5).
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Exercise

Which of the elements of the below diagrams are minimal,
maximal, least or greatest?

a) b) ©) d) e)
0 0 @ @ B i

SRyY

2
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A.2.3

Noetherian Orders, Artinian Orders, and
Well-founded Orders
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Noetherian Orders and Artinian Orders

Let (P,C) be a partial order.

Definition A.2.3.1 (Noetherian Order)

(P,C) is called a Noetherian order, if every non-empty subset
() # Q C P contains a minimal element.

Definition A.2.3.2 (Artinian Order)

(P,C) is called an Artinian order, if the dual order (P, ) of
(P,C) is a Noetherian order.

Lemma A.2.3.3

(P,C) is an Artinian order iff every non-empty subset
() # Q C P contains a maximal element.
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Well-founded Orders

Let (P,C) be a partial order.

Definition A.2.3.4 (Well-founded Order)

(P,C) is called a well-founded order, if (P,C) is a Noetherian
order and totally ordered.

Lemma A.2.35

(P,C) is a well-founded order iff every non-empty subset
() # Q@ C P contains a least element.
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Noetherian Induction

Theorem A.2.3.6 (Noetherian Induction)

Let (N,C) be a Noetherian order, let N,,;, C N be the set of

minimal elements of N, and let ¢ : N — IB be a predicate on
N. Then:

If

1. Vn € Npjp. ¢(n) (Induction base)
2. Vn e N\Npin. (YmZ n. ¢p(m)) = ¢(n) (Induction step)

then:
Vne N ¢(n)
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Chains, Antichains
Let (P,C) be a partial order.

Definition A.2.4.1 (Chain)

A set C C P is called a chain, if the elements of C are totally
ordered, i.e.,, Vo, € C.ciCE Vo E q.

Definition A.2.4.2 (Antichain)

A set C C P is called an antichain, if
Ve, oelC.cgCo=cag=0.

Definition A.2.4.3 (Finite, Infinite (Anti-) Chain)

Let C C P be a chain or an antichain. C is called finite, if the
number of its elements is finite; C is called infinite otherwise.

Note: Any set P may be converted into an antichain by giving
it the discrete order: (P, =).
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Ascending Chains, Descending Chains

Definition A.2.4.4 (Ascending, Descending Chain)
Let C C P be a chain. C given in the form of

» C={cCalolC..}

» C={cdaded...}
is called an ascending chain and descending chain, respectively.
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Eventually Stationary Sequences

Definition A.2.4.5 (Stationary Sequence)
1. An ascending sequence of the form
pPpEpmEpPpLC...
is called to get stationary, if 3n € IN. Vj € IN. ppyj = p,.

2. A descending sequence of the form
pod p1dppd...
is called to get stationary, if 3n € IN. Vj € IN. p,yj = pn.
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Chains and Sequences

Lemma A.2.4.6
An ascending or descending sequence of the form
pEprEpp ... or ppdprdpd...

1. is a finite chain iff it gets stationary.
2. is an infinite chain iff it does not get stationary.

Note the subtle difference between the notion of chains in
terms of sets

{PEPEpE...} or {ppdprdpd...}
and in terms of sequences
pEpEpPpL... or ppdpr JdppJd...

Sequences may contain duplicates, which would correspond to
a definition of chains in terms of multisets.
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Examples of Chains

» The set S=4 {n € IN| n even} is a chain in IN.
» The set S=4{z € Z |z odd} is a chain in Z.

» The set S=4 { {k € IN| k< n}|n € IN} is a chain in the
powerset P(IN) of IN.

Note: A chain can always be given in the form of an ascending
or descending chain.
» {0<2<4<6<...}:IN as ascending chain.
» {...>6>42>22>0}: IN as descending chain.
» {..<-3<-1<1<3<...}: Z as ascending chain.
{...> 3 >1>-1>-3>...}: Z as descending chain.

>

>
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Chains and Noetherian Orders

Let (P,C) be a partial order.

Lemma A.2.4.7 (Noetherian Order)

The following statements are equivalent:

1. (P,C) is a Noetherian order

2. Every chain of the form
po2prdp2d...
gets stationary, i.e.: 3n € IN. Vj € IN. ppyj= p,.
3. Every chain of the form

Po Jp1 Ip2 ...

is finite.
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Chains and Artinian Orders

Let (P,C) be a partial order.

Lemma A.2.4.8 (Artinian Order)

The following statements are equivalent:

1. (P,C) is an Artinian order

2. Every chain of the form
pEpEp ...

gets stationary, i.e.: 3n € IN. Vj € IN. ppyj= p,.
3. Every chain of the form

PpoLpr L pplC ...

is finite.
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Chains and Noetherian, Artinian Orders

Let (P,C) be a partial order.

Lemma A.2.4.9 (Noetherian and Artinian Order)

(P,C) is a Noetherian order and an Artinian order iff every
chain C C P is finite.
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A.25
Directed Sets
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Directed Sets

Let (P,C) be a partial order, and let ) # D C P.

Definition A.2.5.1 (Directed Set)
D = () is called a directed set (in German: gerichtete Menge),

if
| Vd,ec D.3f e D. fe UB({d,e}), ie.,

for any two elements d and e there is a common upper bound
of d and e in D, i.e.,, UB({d,e})N D # 0.
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Properties of Directed Sets

Let (P, C) be a partial order, and let D C P.

Lemma A.2.5.2

D is a directed set iff any finite subset D’ C D has an upper
bound in D, i.e., 3d € D. d € UB(D'), i.e., UB(D') N D # .

Lemma A.2.5.3

If D has a greatest element, then D is a directed set.
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Properties of Finite Directed Sets

Let (P,C) be a partial order, and let D C P.

Corollary A.2.5.4

Let D be a directed set. If D is finite, then | | D exists € D
and is the greatest element of D.

Proof. Choosing D a directed set, we have:

Jd € D. d € UB(D), i.e., UB(D)N D # 0.

This means D C d. The antisymmetry of C yields that d is
unique enjoying this property. Thus, d is the (unique) greatest
element of D given by | | D, i.e.,, d=||D.

Note: If D is infinite, the statement of Corollary A.2.5.4 does
usually not hold.
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Strongly Directed Sets

Let (P,C) be a partial order, and let D C P.

Definition A.2.5.5 (Strongly Directed Set)

D is called a strongly directed set (in German: stark gerichtete
Menge), if any finite subset D’ C D of D has a supremum in
D, ie.,

VD'CD.3deD.d=| |D
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Properties of Strongly Directed Sets (1)

Let (P,C) be a partial order, and let D C P.

Lemma A.2.5.6
Let D be a strongly directed set. Then: P has a least element
1 with L=]0and L € D.

Proof. Let D be a strongly directed set. Since () finite C D,
| |0 exists € D by Definition A.2.5.5, and thus also the unique
least element | = | |() of P.

Lemma A.2.5.7

Let D be a strongly directed set. If D is finite, then
| | D exists € D and is the greatest element of D.

Note: The reasoning of Lemma A.2.5.6 does not hold, if D is
a directed set. The statement of Lemma A.2.5.7 does usually
not hold, if If D is infinite.
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Exercise (1)

Which of the below partial orders are (strongly) directed sets?
Which of their subsets are (strongly) directed sets?

11N B A
A P
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Exercise (2)

Which of the below partial orders are (strongly) directed sets?
Which of their subsets are (strongly) directed sets?

a) b) ©) d)

®
e) f 9 h)
O, (® ()
O S O
© & @ & 6 6 @ O
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A.2.6
Maps on Partial Orders
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Monotonic and Antitonic Maps on POs

Let (C,C¢) and (D, Cp) be partial orders, and let
f € [C — D] be a map from C to D.

Definition A.2.6.1 (Monotonic Maps on POs)
f is called monotonic (or order preserving) iff

Ve,deC.cCed = f(c) Ep f(c)
(Preservation of the ordering of elements)

Definition A.2.6.2 (Antitonic Maps on POs)
f is called antitonic (or order inversing) iff

Ve,deC.cCed = f(c)Cp f(c)
(Inversion of the ordering of elements)
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Expanding and Contracting Maps on POs

Let (C,C¢) be a partial orders (PO), let f € [C — C] be a
map on C, and let ¢ € C be an element of C.

Definition A.2.6.3 (Expanding Maps on POs)

f is called

» expanding (or inflationary) for ¢ iff & C f(¢)
» expanding (or inflationary) iff Vc € C. ¢ C f(c)

Definition A.2.6.4 (Contracting Maps on POs)

f is called

» contracting (or deflationary) for ¢ iff f(&) C &
» contracting (or deflationary) iff Vc € C. f(c) C ¢
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A.2.7

Order Homomorphisms and Order
Isormorphisms between Partial Orders
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PO Homomorphisms, PO Isomorphisms
Let (P,Cp) and (R,Cg) be partial orders, and let

f € [P — R] be a map from P to R.

Definition A.2.7.1 (PO Hom. & Isomorphism)

f is called an

1. order homomorphism between P and R, if f is monotonic
(or order preserving), i.e.,

Vp,ge P.pCpqg= f(p) Cr f(q)
2. order isomorphism between P and R, if f is a bijective

order homomorphism between P and R and the inverse
f~1 of f is an order homomorphism between R and P.

Definition A.2.7.2 (Order Isomorphic)

(P,Cp) and (R,Cg) are called order isomorphic, if there is an
order isomorphism between P and R.
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PO Embeddings

Let (P,Cp) and (R,Cg) be partial orders, and let
f € [P — R] be a map from P to R.

Definition A.2.7.3 (PO Embedding)
f is called an order embedding of P in R iff

Vp,qe P.pCpq < f(p)Crf(q)

Lemma A.2.7.4 (PO Embeddings and Isomorphisms)

f is an order isomorphism between P and R iff f is an order
embedding of P in R and f is surjective.

Intuitively: Partial orders, which are order isomorphic, are
“essentially the same.”
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A.2.8

Hasse Diagrams
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Hasse Diagrams

...are an economic graphical representation of partial orders.

-
o’e

The links of a Hasse diagram

» are read from below to above (lower means smaller).

» represent the relation R of - is an immediate predecessor
of -" defined by
pRq<—=4 pCqgANAreP.pCrCgq
of a partial order (P, C), where [ is the strict part of C.
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Reading Hasse Diagrams

The Hasse diagram representation of a partial order

» omits links which express reflexive and transitive relations
explicitly

» focuses on the ‘immediate predecessor’ relation.

This focused representation of a Hasse diagram

» is economical (in the number of links)
» while preserving all relevant information of the
represented partial order:
» pC gA p=q (reflexivity): trivially represented (just
without an explicit link)
» pLC gAp# q (transitivity): represented by ascending
paths (with at least one link) from p to g.
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A3
Complete Partially Ordered Sets

915/102



A.3.1
CCPOs and DCPOs
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Complete Partially Ordered Sets

...or Complete Partial Orders:

» a slightly weaker ordering notion than that of a lattice
(cf. Appendix A.4), which is often more adequate for the
modelling of problems in computer science, where full
lattice properties are often not required.

» come in two different flavours as so-called
» Chain Complete Partial Orders (CCPOs)
» Directed Complete Partial Orders (DCPOs)

based on the notions of chains and directed sets,
respectively, which turn out to be equvialent (cf. Theorem
3.1.7)
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Complete Partial Orders: CCPOs

Let (P,C) be a partial order.

Definition A.3.1.1 (Chain Complete Partial Order)
(P,C)is a
1. chain complete partial order (pre-CCPO), if every

non-empty (ascending) chain () 2 C C P has a least upper
bound | |C in P, i.e., | | C exists € P.

2. pointed chain complete partial order (CCPO), if every
(ascending) chain C C P has a least upper bound | | C in
P,ie. | |C exists €P.
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Complete Partial Orders: DCPOs

Definition A.3.1.2 (Directedly Complete Partial Ord.)
A partial order (P,C) is a
1. directedly complete partial order (pre-DCPO), if every

directed subset D C P has a least upper bound | | D in P,
i.e., || D exists € P.

2. pointed directedly complete partial order (DCPO), if it is
a pre-DCPO and has a least element L.

919/102



Remarks about CCPOs and DCPOs

About CCPOs
» A CCPO is often called a domain.

» ‘Ascending chain’ and ‘chain’ can equivalently be used in
Definition A.3.1.1, since a chain can always be given in
ascending order. ‘Ascending chain’ is just more intuitive.

About DCPOs

» A directed set S, in which by definition every finite subset
has an upper bound in S, does not need to have a
supremum in S, if S is infinite. Therefore, the DCPO
property does not trivially follow from the directed set
property (cf. Corollary A.2.5.5).
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Existence of Least Elements in CCPOs

Lemma A.3.1.3 (Least Elem. Existence in CCPOs)

Let (C,C) be a CCPO. Then there is a unique least element
in C, denoted by L, which is given by the supremum of the
empty chain, i.e: L=1]]0.

Corollary A.3.1.4 (Non-Emptyness of CCPOs)
Let (C,C) be a CCPO. Then: C # 0.

Note: Lemma A.3.1.3 does not hold for pre-DCPOs, i.e., if
(D,C) is a pre-DCPO, there does not need to be a least
element in D.
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Relating Finite POs, DCPOs and CCPOs

Let P be a finite set, and let C be a relation on P.

Lemma A.3.1.5 (Finite POs, DCPOs and CCPOs)

The following statements are equivalent:
» (P,C) is a partial order.
» (P,C) is a pre-CCPO.
» (P,C) is a pre-DCPO.

Lemma A.3.1.6 (Finite POs, DCPOs and CCPOs)
Let p € P with p C P. Then the following statements are

equivalent.
» (P,C) is a partial order.
» (P,C)is a CCPO.
» (P,C) is a DCPO.
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Equivalence of CCPOs and DCPOs

Theorem A.3.1.7 (Equivalence)

Let (P,C) be a partial order. Then the following statements
are equivalent:

» (P,C)is a CCPO.
» (P,C)is a DCPO.
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SDCPOs: A DCPO Variant

About DCPOs based on Strongly Directed Sets

» Replacing directed sets by strongly directed sets in
Definition A.3.1.2 leads to SDCPOs.

» Recalling that strongly directed sets are not empty
(cf. Lemma A.2.5.9), there is no analogue of pre-DCPOs
for strongly directed sets.

» A strongly directed set S, in which by definition every
finite subset has a supremum in S, does not need to have
a supremum itself in S, if S is infinite. Therefore, the
SDCPOQO property does not trivially follow from the
strongly directed set property (cf. Corollary A.2.5.3).
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Examples of CCPOs and DCPOs (1)

» (P(IN),C) is a CCPO and a DCPO.

» Least element: ()
» Least upper bound | | C of C chain CP(IN): |J ('

» The set of finite and infinite strings S partially oCrdEeCred by
the prefix relation C 5 defined by
Vs,s"€S. sCpp s <gr
s=s"V (s finite NIs' € S. s4++s'=5")
is a CCPO and a DCPO.

» ({—n|neIN},<)is apre-CCPO and a pre-DCPO but
not a CCPO and not a DCPO.
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Examples of CCPOs and DCPOs (2)

» (0,0) is a pre-CCPO and a pre-DCPO but not a CCPO
and not a DCPO.
(Both the pre-CCPO (absence of non-empty chains in ()
and the pre-DCPO (0 is the only subset of () and is not
directed by definition) property holds trivially. Note also
that P=0 implies CT =0 C P x P).

» The partial order P given by the below Hasse diagram is a
CCPO and a DCPO.
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Examples of CCPOs and DCPOs (3)

» The set of finite and infinite strings S partially ordered by
the lexicographical order C ., defined by

Vs, t€S. sCix t <y
s=tV(3p finite,s';t' € S.s=p++s A t=p++t' A
(s'=e V sp<th))
where € denotes the empty string, w; denotes the first

character of a string w, and < the lexicographical
ordering on characters, is a CCPO and a DCPO.
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(Anti-) Examples of CCPOs and DCPOs

» (IN, <) is not a CCPO and not a DCPO.
» The set of finite strings Sy, partially ordered by the
» prefix relation C g defined by
Vs,s' € Shin. s Cppc ' <=gr 35" € Sfip. s ++5" =+’
is not a CCPO and not a DCPO.
» lexicographical order C ., defined by
Vs, t € Sfin. s Ejex t <=ar
dp,s',t' € Sp. s=p++s' N t=p++t' A
(s'=e Vv sl <t'l1)

where € denotes the empty string, w|; denotes the first
character of a string w, and < the lexicographical

ordering on characters, is not a CCPO and not a DCPO.

» (Psin(IN), C) is not a CCPO and not a DCPO.
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Exercise

Which of the partial orders given by the below Hasse diagrams
are (pre-) CCPOs? Which ones are (pre-) DCPOs?

a) b) 9] d) e)

0 ® @@i

h) i)

PEN
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Continuous Maps on CCPOs

Let (C,C¢) and (D,Cp) be CCPOs, and let f € [C — D] be
a map from C to D.

Definition A.3.1.7 (Continuous Maps on CCPOs)
f is called continuous iff f is monotonic and

VC" %0 chain C C. f(I |- C) =p Lp F(C")
(Preservation of least upper bounds)

Note: VS C C. f(S)=ar {f(s)|s € S}
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Continuous Maps on DCPOs

Let (D,Cp) and (E,Cg) be DCPOs, and let f € [D — E] be
a map from D to E.

Definition A.3.1.8 (Continuous Maps on DCPOs)
f is called continuous iff

V D' # () directed set C D. f(D') directed set C E A
f(Up D) =€ e f(D)

(Preservation of least upper bounds)

Note: VS C D. f(S)=ur {f(s)|s €S}
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Characterizing Monotonicity

Let (C,C¢),(D,Cp) be CCPOs, let (E,Cg),(F,CF) be
DCPO:s.

Lemma A.3.1.9 (Characterizing Monotonicity)
1. f: C— D is monotonic
iff V. C" # (0 chain C C.
f(C") chain C DA F( - C') Db Ly F(C)
2. g E— F is monotonic
if VE' = () directed set C E.
g(E’) directed set C F A g(Ug E') ZF LUr g(E)
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Strict Functions on CCPOs and DCPOs

Let (C,C¢), (D,Ep) be CCPOs with least elements L and
1 p, respectively, let (E,Cg),(F,CF) be DCPOs with least
elements | £ and LF, respectively, and let f € [C <% D] and
g € [E < F] be continuous functions.

Definition A.3.1.10 (Strict Functions on CPOs)

f and g are called strict, if the equalities

» f(Uc C)=plUp f(C), g(Ue E)=F LUr g(E)
also hold for C'=0 and E' =0, i.e., if the equalities

» f(Uc0) =c f(Lc)=p Lo =p [0

» f(Ue0) = g(Le)=F Lr =[]0

are valid.
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A.3.2

Constructing Complete Partial Orders
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Common CCPO and DCPO Constructions

The following construction principles hold for

» CCPOs
» DCPOs

Therefore, we simply write CPO.
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Common CPO Constructions: Flat CPOs

Lemma A.3.2.1 (Flat CPO Construction)
Let C be a set. Then:

(C U {L}, Cqae) with Cg; defined by
Ve,de CU{L}. cChedec=1 V c=d
is a CPO, a so-called flat CPO.

G, & & € C C C .

\\\///

1
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Common CPO Constructions: Flat pre-CPOs

Lemma A.3.2.2 (Flat Pre-CPO Construction)
Let D be a set. Then:

(D U{T},Criae) with Ty, defined by
Vd,ec DU{T}. dChre<e=T V d=e
is a pre-CPO, a so-called flat pre-CPO.

///l\\\

1 2 3 4 (1 d6 d7 o
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Common CPO Constructions: Products (1)

Lemma A.3.2.3 (Non-strict Product Construction)
Let (P1,C4), (P2, 55), ..., (Ps, E,) be CPOs. Then:

The non-strict product (X P;, C.), where
» X P;=g4 Py X P, x ... X P, is the cartesian product of
all P, 1 <i<n
» C, is defined pointwise by
V(p1;---spPn)s (q1,---,qn) € XP;.
(P1s---sPn) Ex (qu,- -+, Gn) >ar
Vie{l,...,n}. pi C; q;

is a CPO.
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Common CPO Constructions: Products (2)

Lemma A.3.2.4 (Strict Product Construction)
Let (P1,C1), (P2, 5), ..., (P, C,) be CPOs. Then:

The strict (or smash) product (&) P;, C), where
» & P; =4 X P; is the the cartesian product of all P;
» Co=4r C« defined pointwise with the additional setting

(Pla’Pn):l@)’HIG{l,,n} Pi:J—i
is a CPO.
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Common CPO Constructions: Sums (1)

Lemma A.3.2.5 (Separated Sum Construction)
Let (P1,C1), (P2, C2), ..., (Ps,C,) be CPOs. Then:
The separated (or direct) sum (5, P;,Cq ), where

» P, Pi=4r PLUP, U ... U P, U{L} is the disjoint union
of all P;, 1 < i < n, and a fresh bottom element L

» Cg, is defined by
Vp,qe @ Pi. pCo, g =ur
p=L Vv (3ie{l,....n}. p,ge Pi N pC;q)

is a CPO.
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Common CPO Constructions: Sums (2)

Lemma A.3.2.6 (Coalesced Sum Construction)
Let (P1,C4), (P2, 55), ..., (Py, E,) be CPOs. Then:

The coalesced sum (B, Pi, Ce, ), where

> @\/P’ =df Pl\{J_l}UPQ\{J_Q} U Ce U Pn\{J—n} U {J_}
is the disjoint union of all P;, 1 < < n, and a fresh
bottom element L, which is identified with and replaces
the least elements L; of the sets P;, i.e., L=g4 L;,
ie{l,... ,n}

» Cg, is defined by
vpa q < @\/Pi' P EEBV q <——df

p:J— v (EllE {17'-'7,7}' p,q € Pi A PE/ q)

is a CPO.
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Common CPO Constructions: Function Space

Lemma A.3.2.7 (Continuous Function Space Con.)
Let (C,C¢) and (D, Cp) be pre-CPOs. Then:
The continuous function space ([C <¥ D], C.s), where

» [C 2! D] is the set of continuous maps from C to D
» C % is defined pointwise by
Vige[CE D] fCu g <=a Yc C. f(c)Cpg(c)
is a pre-CPO. It is a CPO, if (D,Cp) is a CPO.

Note: The definition of C .4 does not require C to be a pre-
CPO. This requirement is only to ensure continuous maps.
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A4l

Lattices, Complete Lattices, and Complete
Semi-Lattices
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Lattices and Complete Lattices

Let P = () be a non-empty set, and let (P, C) be a partial
order on P.

Definition A.4.1.1 (Lattice)

(P,C) is a lattice, if every non-empty finite subset P’ of P has
a least upper bound and a greatest lower bound in P.

Definition A.4.1.2 (Complete Lattice)

(P,C) is a complete lattice, if every subset P’ of P has a least
upper bound and a greatest lower bound in P.

Note: Lattices and complete lattices are special partial orders.
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Properties of Complete Lattices

Lemma A.4.1.3 (Existence of Extremal Elements)

Let (P,C) be a complete lattice. Then there is
1. a least element in P, denoted by 1, satisfying:
L=l0=1]P.
2. a greatest element in P, denoted by T, satisfying:

T=M0=LIP.

Lemma A.4.1.4 (Characterization Lemma)

Let (P,C) be a partial order. Then the following statements
are equivalent:

1. (P,C) is a complete lattice.

2. Every subset of P has a least upper bound.

3. Every subset of P has a greatest lower bound.
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Properties of Finite Lattices

Lemma A.4.1.5 (Finite Lattices, Complete Lattices)
If (P,C) is a finite lattice, then (P,C) is a complete lattice.

Corollary A.4.1.6 (Finite Lattices, 1, and T)

If (P,C) is a finite lattice, then (P, C) has a least element
and a greatest element.
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Complete Semi-Lattices

Let (P,C) be a partial order, P # ().

Definition A.4.1.7 (Complete Semi-Lattices)
(P,C) is a complete
1. join semi-lattice iff V() £ S C P. | |S exists € P.
2. meet semi-lattice iff V) # S C P. []S exists € P.

Proposition A.4.1.8 (Spec. Bounds in Com. Semi-L.)
If (P,C) is a complete

1. join semi-lattice, then | | P exists € P, while | | () does
usually not exist in P.

meet semi-lattice, then [ | P exists € P, while []() does
usually not exist in P.
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Properties of Complete Semi-Lattices (1)

Lemma A.4.1.9 (Greatest Elem. in a C. Join Semi-L.)

Let (P,C) be a complete join semi-lattice. Then there is a
greatest element in P, denoted by T, which is given by the
supremum of P, i.e,, T=||P.

Lemma A.4.1.10 (Least Elem. in a C. Meet Semi-L.)

Let (P,C) be a complete meet semi-lattice. Then there is a
least element in P, denoted by L, which is given by the
infimum of P, ie., L=[]P.
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Properties of Complete Semi-Lattices (2)

Lemma A.4.1.11 (Extremal Elements in C. Semi-L.)
If (P,C) is a complete

1. join semi-lattice where | |() exists € P, then | |( is the

least element in P, denoted by L, i.e., L=|]0.

meet semi-lattice where []0) exists € P, then [0 is the
greatest element in P, denoted by T, i.e., T =[1]0.
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Characterizing Upper and Lower Bounds

...in complete semi-lattices.

Lemma A.4.1.12 (Ex. &Char. of Bounds in C. S.-L.)
1. Let (P,C) be a complete join semi-lattice, and let S C P
be a subset of P.

If there is a lower bound for S in P, i.e, if
{pe P|pC S} #0, then[]S exists € P and
[1S=H{peP|pC S}

2. Let (P,C) be a complete meet semi-lattice, and let
S C P be a subset of P.
If there is an upper bound for S in P, i.e, if
{pe P|SC p}#0, then | |S exists € P and
LUS=THpeP|SCp}
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Relating Semi-Lattices and Complete Lattices

Lemma A.4.1.13 (Semi-Lattices, Complete Lattices)
If (P,C) is a complete

1. join semi-lattice with | |0 exists € P

2. meet semi-lattice with [ exists € P
then (P,C) is a complete lattice.
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Lattices and Complete Partial Orders

Lemma A.4.1.14 (Lattices and CCPQOs, DCPOs)
If (P,C) is a complete lattice, then (P,C) is a CCPO and a

DCPO.
Corollary A.4.1.15 (Finite Lattices, CCPOs, DCPOs)

If (P,C) is a finite lattice, then (P,C) is a CCPO and a
DCPO.

Note: Lemma A.4.1.14 does not hold for lattices.
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Examples of Complete Lattices

a) {ab.c) b)

T True

{a,b} {a,c} {b,c}

>

fa}  {b}  {c} False
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(Anti-) Examples

» The partial order (P, C) given by the below Hasse dia-
gram is not a lattice (while it is a CCPO and a DCPO).

» (Psin(IN), C) is not a complete lattice (and not a CCPO
and not a DCPO).

955 /102



Exercise

Which of the partial orders given by the below Hasse diagrams
are lattices? Which ones are complete lattices?

a) b) <) d) e

0 ® ORNO) ® ?

¢
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Descending, Ascending Chain Condition

Let (P,C) be a lattice.

Definition A.4.1.14 (Chain Condition)
P satisfies the
1. descending chain condition, if every descending chain gets

stationary, i.e., for every chain py Jp, J ... Jp, J
there is an index m > 1 with pp, = ppyj for all j € IN.

2. ascending chain condition, if every ascending chain gets
stationary, i.e., for every chain py C po C ... C p, C
there is an index m > 1 with p,, = ppy; for all j € IN.
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Distributive and Additive Functions on Lattices

Let (P,C) be a complete lattice, and let f € [P — P] be a
function on P.

Definition A.4.1.15 (Distributive, Additive Function)
f is called

» distributive (or IM-continuous) iff f is monotonic and
VP CP.f([P)=T]f(P)
(Preservation of greatest lower bounds)
» additive (or Li-continuous) iff f is monotonic and
VP CP.f(LIP) =LIF(P)
(Preservation of least upper bounds)

Note: V'S C P. £(S)=ar { f(s)|s € S}
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Characterizing Monotonicity

...in terms of the preservation of greatest lower and least
upper bounds:

Lemma A.4.1.16 (Characterizing Monotonicity)

Let (P,C) be a complete lattice, and let f € [P — P] be a
function on P. Then:

f is monotonic < VP C P. f(l_IP/) c I_lf(P/)
= VP CP f(|P) 3| ]Ff(P)

Note: VS C P. f(S)=u4r { f(s)|s € S}
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Useful Results on Mon., Distr., and Additivity

Let (P,C) be a complete lattice, and let f € [P — P] be a
function on P.

Lemma A.4.1.17

f is distributive iff f is additive.

Lemma A.4.1.18

f is monotonic, if f is distributive (or additive).
(i.e., distributivity (or additivity) implies monotonicity.)
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A.4.2

Lattice Homomorphisms, Lattice
Isomorphisms
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Lattice Homomorphisms, Lattice Isomorphisms

Let (P,Cp) and (R, Cg) be two lattices, and let f € [P — R]
be a function from P to R.

Definition A.4.2.1 (Lattice Homorphism)

f is called a lattice homomorphism, if

Vp,q € P.f(plpq)="~f(p)Uqf(q) A f(prrq)=1(p)Nqf(q)

Definition A.4.2.2 (Lattice Isomorphism)

1. f is called a lattice isomorphism, if f is a lattice
homomorphism and bijective.

2. (P,Cp) and (R, CR) are called isomorphic, if there is
lattice isomorphism between P and R.
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Useful Results (1)

Let (P,Cp) and (R,Cg) be two lattices, and let f € [P — R]
be a function from P to R.

Lemma A.4.2.3
Fe[P"™ Rl = fe[P™ R]

The reverse implication of Lemma A.4.2.3 does not hold,
however, the following weaker relation holds:

Lemma A.4.2.4
felP™R]=

Vp,qe P. f(pUpq) Jo f(p) Ug f(q) A
f(pMp q) Eq f(p) Mg f(q)
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Useful Results (2)

Let (P,Cp) and (R,Cg) be two lattices, and let f € [P — R]
be a function from P to R.

Lemma A.4.2.5
fFelPBR = FlelRB P

Lemma A.4.2.6

felPBR] < felP™ " Rlwrt Cpand Co
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A4.3

Modular, Distributive, and Boolean Lattices
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Modular Lattices

Let (P,C) be a lattice with meet operation I and join
operation LI.

Lemma A.4.3.1
Vp,qreP.pCr=pU(qgnr)C(pUq)rr

Definition A.4.3.2 (Modular Lattice)
(P,C) is called modular, if

Vp,qreP.pCr=pU(qnr) = (pugq)rr
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Characterizing Modular Lattices

Let (P,C) be a lattice.

Theorem A.4.3.3 (Characterizing Modular Lat. 1)

(P,C) is not modular iff (P, C) contains a sublattice, which is
isomorphic to the below lattice:

N
b\/

Theorem A.4.3.4 (Characterizing Modular Lat. Il)
(P,C) is modular iff

Vp,qre P.pCq, pfir=qlr, pUur=qUr = p=q
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Distributive Lattices

Let (P,C) be a lattice with meet operation M and join
operation L.

Lemma A.4.4.5
1. Vp,greP.pl(qgnr)
2. Vp,q,re P.pf(qUr)

(pUq)N(pUr)

C
J(pMg)u(prr)

Definition A.4.3.6 (Distributive Lattice)
(P,C) is called distributive, if
1. Vp,greP.pU(gnr) = (puUqg)n(pUr)
2.Vp,q,reP.pfi(qur) = (pNg)U(pmr)
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Towards Characterizing Distributive Lattices

Lemma A.4.3.7

The following two statements are equivalent:
L. Vp,greP.pu(gnr)=(puq)N(pUr)
2.Vp,gqreP.pfi(qur)=(pMq)U(pnr)

Hence, it is sufficient to require the validity of property (1) or
of property (2) in Definition A.4.3.6.
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Characterizing Distributive Lattices

Let (P,C) be a lattice.

Theorem A.4.3.8 (Characterizing Distributive Lat.)
(P, ) is not distributive iff (P, C) contains a sublattice,

which is isomorphic to one of the below two lattices:
b)

) e
7N\ |
N / N

a

Corollary A.4.3.9
If (P,C) is distributive, then (P, ) is modular.
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Boolean Lattices

Let (P,C) be a lattice with meet operation 1, join operation
LI, least element 1, and greatest element T.

Definition A.4.3.10 (Complement)
Let p,qg € P. Then:
1. g is called a complement of p, if pLig=T and plg=_L.

2. P is called complementary, if every element in P has a
complement.

Definition A.4.3.11 (Boolean Lattice)

(P,C) is called Boolean, if it is complementary, distributive,
and L # T.

Note: If (P,C) is Boolean, then every element p € P has an

unambiguous unique complement in P, which is denoted by p.
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Useful Result

Lemma A.4.3.12
Let (P,C) be a Boolean lattice, and let p,q,r € P. Then:

1. p=p (Involution)
2. pUg=png, plig=pUg (De Morgan)
3. pCE g < pUg=T < plig=_L1

4. pCqUlr < pMNgCr < gL pUr
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Boolean L. Homomorphisms, L. Isomorphisms

Let (P,Cp) and (Q,Cg) be two Boolean lattices, and let
f € [P— Q] be a function from P to Q.

Definition A.4.3.13 (Boolean Lattice Homorphism)

f is called a Boolean lattice homomorphism, if f is a lattice
homomorphism and

VpeP. f(p)=1f(p)
Definition A.4.3.14 (Boolean Lattice Isomorphism)

f is called a Boolean lattice isomorphism, if f is a Boolean
lattice homomorphism and bijective.

973/102



Useful Results

Let (P,Cp) and (Q,Cq) be two Boolean lattices, and let

felP bhom Q] be a Boolean lattice homomorphism from P to

Q.

Lemma A.4.3.14
f(LY=L AFf(T)=T

Lemma A.4.3.15

f is a Boolean lattice isomorphism iff f(L)=1 A f(T)=T
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A4.4

Constructing Lattices
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Lattice Constructions: Flat Lattices

Lemma A.4.4.1 (Flat Construction)

Let C be a set. Then:

(CU{L, T}, Cpat) with Egsy defined by

Ve,de CU{L, T} cCprdec=1L Vc=d Vd=T

is a complete lattice, a so-called flat lattice (or diamond

lattice).

7

¢ &6 G & G G

N
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Lattice Constructions: Products, Sums,...

Like the principle underlying the construction of flat CPOs and
flat lattices, also CPO construction principles for

>

>

>

>

>

non-strict products
strict products
separate sums
coalesced sums

continuous (here: additive, distributive) function spaces

carry over to lattices and complete lattices (cf. Appendix
A.3.2).
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A.4.5

Algebraic and Order-theoretic View of
Lattices
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Motivation

In Definition A.4.1.1, we introduced lattices in terms of

» ordered sets (P, C), which induces an order-theoretic
view of lattices.

Alternatively, lattices can be introduced in terms of

» algebraic structures (P, M, ), which induces an algebraic
view of lattices.

Next, we will show that both views are equivalent in the sense
that a lattice defined order-theoretically can be considered
algebraically and vice versa.
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Lattices as Algebraic Structures

Definition A.4.5.1 (Algebraic Lattice)

An algebraic lattice is an algebraic structure (P, M, ), where

» P () is a non-empty set
» M,J: P x P— P are two maps such that for all
p,q,r € P the following laws hold (infix notation):
» Commutative Laws: pfg=qnp
pUg=qUp
» Associative Laws:  (pMg)Mr=pM(gmr)
(pUq)Ur=pU(qUr)
» Absorption Laws:  (pMg)Up=p
(pUg)p=p
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Properties of Algebraic Lattices
Let (P,1,L!) be an algebraic lattice.

Lemma A.4.5.2 (Idempotency Laws)

For all p € P, the maps M, LI : P x P — P satisfy the following
law:

» |dempotency Laws: plMp=p
pUp=p

Lemma A.4.5.3
For all p,q € P, the maps M, : P x P — P satisfy:

L. pMg=p<= plqg=gq
2. pflg=pUg<—=p=gq
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Induced (Partial) Order

Let (P,1,L!) be an algebraic lattice.

Lemma A.4.5.4
The relation £ C P x P on P defined by

Vp,ge P.pC q<=u4 plig=p

is a partial order relation on P, i.e., C is reflexive, transitive,
and antisymmetric.

Definition A.4.5.5 (Induced Partial Order)

The relation T defined in Lemma A.4.5.4 is called the induced
partial order of (P, I, LJ).
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Properties of the Induced Partial Order

Let (P,1,L1) be an algebraic lattice, and let C be the induced
partial order of (P, 1, L).

Lemma A.4.5.6

For all p, g € P, the infimum (= greatest lower bound) and
the supremum (= least upper bound) of the set {p, g} exists
and is given by the image of ' and LI applied to p and q,
respectively, i.e.,

Vp,geP. [ {p.at=pNg A | [{p.a}=pUg

Lemma A.4.5.6 can inductively be extended yielding:
Lemma A.4.5.7
Let ) # Q C P be a finite non-empty subset of P. Then:

glb,lube P.glb=[]Q A glb=] | @
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Algebraic Lattices Order-theoretically

Corollary A.4.5.8 (From (P,1,U) to (P,C))
Let (P,1,11) be an algebraic lattice. Then:

(P,C), where C is the induced partial order of (P,I1, L), is an
order-theoretic lattice in the sense of Definition A.4.1.1.
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Induced Algebraic Maps

Let (P,C) be an order-theoretic lattice.

Definition A.4.5.9 (Induced Algebraic Maps)

The partial order C of (P, C) induces two maps 1 and U from
P x P to P defined by

1. Vp,ge P.prig=a [ {p,q}
2. Vp,ge P.pUqg=u | {p, q}
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Properties of the Induced Algebraic Maps (1)

Let (P,C) be an order-theoretic lattice, and let 1 and LI be
the induced maps of (P, C).

Lemma A.4.5.10
Let p,qg € P. Then the following statements are equivalent:

1.pEgq
2. pfig=p
3. pUg=gq
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Properties of the Induced Algebraic Maps (2)

Let (P,C) be an order-theoretic lattice, and let M and LI be
the induced maps of (P, LC).

Lemma A.4.5.11
The induced maps M and LI satisfy, for all p,q,r € P,
» Commutative Laws: pfg=qnp
pUg=qUp
» Associative Laws:  (pMg)Mr=pf(gnr)
(pUq)Ur=puU(qUr)
» Absorption Laws:  (pMq)Up=p
(pUg)Mp=p
» |ldempotency Laws: plMp=p
pUp=p
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Order-theoretic Lattices Algebraically

Corollary A.4.5.12 (From (P,C) to (P,1,L))
Let (P,C) be an order-theoretic lattice. Then:

(P,11,L1), where I and LI are the induced maps of (P, 1,L), is
an algebraic lattice in the sense of Definition A.4.5.1.
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Equivalence of Order-theoretic and Algebraic
View of a Lattice (1)

From order-theoretic to algebraic lattices:

» An order-theoretic lattice (P, C) can be considered
algebraically by switching from (P,C) to (P,1,L1), where
M and L are the induced maps of (P,C).

From algebraic to order-theoretic lattices:

» An algebraic lattice (P,M, L) can be considered
order-theoretically by switching from (P,M,U) to (P,C),
where C is the induced partial order of (P, M, L).
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Equivalence of Order-theoretic and Algebraic
View of a Lattice (2)

Together, this allows us to simply speak of a lattice P, and to
speak only more precisely of P as an

» order-theoretic lattice (P, C)
» algebraic lattice (P, 1, L)

if we want to emphasize that we think of P as a special
ordered set or as a special algebraic structure.
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Bottom and Top vs. Zero and One (1)

Let P be a lattice with a least and a greatest element.

Considering P

» order-theoretically as (P, C), it is appropriate to think of
its least and greatest element in terms of bottom 1 and

top T with
> J_:l_l@
> T:H@

» algebraically as (P,1,L), it is appropriate to think of its
least and greatest element in terms of zero 0 and one 1,
where (P, 1, U) is said to have a

» zero element, if 30 e P.Vpe P. puU0=p
» one element, if 31 € P.Vpe P. pfl=p
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Bottom and Top vs. Zero and One (2)

Lemma A.4.5.13
Let P be a lattice. Then:

» (P,C) has a top element T iff (P,M, ) has a one

element 1, and in that case [ |0 =T =
(

» (P,C) has a bottom element L iff
element 0, and in that case | | =1 =

Y

L)
1.
M,U) has a zero
0.
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On the Adequacy of the Order-theoretic and
the Algebraic View of a Lattice

In mathematics, usually the

» algebraic view of a lattice is more appropriate as it is in
line with other algebraic structures (“a set together with
some maps satisfying a number of laws”), e.g., groups,
rings, fields, vector spaces, categories, etc., which are
investigated and dealt with in mathematics.

In computer science, usually the

» order-theoretic view of a lattice is more appropriate, since
the order relation can often be interpreted and under-
stood as " carries more/less information than -, “ is
more/less defined than -,” - is stronger/weaker than -,
etc., which often fits naturally to problems investigated
and dealt with in computer science.
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A.5

Fixed Point Theorems
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Fixed Points of Functions

Definition A.5.1 (Fixed Point)

Let M be a set, let f € [M — M] be a function on M, and let
m € M be an element of M. Then:

m is called a fixed point of f iff f(m) = m.
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| east, Greatest Fixed Points in Partial Orders

Definition A.5.2 (Least, Greatest Fixed Point)

Let (P,C) be a partial order, let f € [P — P] be a function
on P, and let p be a fixed point of f, i.e., f(p)=p. Then:

p is called the

» least fixed point of f, denoted by puf,
iffVge P.f(q)=q=pLCq

» greatest fixed point of f, denoted by v/f,
iffVge P. f(q)=qg=qgCp
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Towers in Chain Complete Partial Orders

Definition A.5.3 (f-Tower in C)

Let (C,C) be a CCPO, let f € [C — C] be a function on C,
and let T C C be a subset of C. Then:

T is called an f-tower in C iff

1. LeT.
2. If t € T, then also f(t) € T.
3. If T"C Tisachainin C, then | |T" € T.

997/102



Least Towers in Chain Complete Partial Orders

Lemma A.5.4 (The Least f-Tower in C)

The intersection
I=qr ﬂ{T| T f-tower in C}
of all f-towers in C is the least f-tower in C, i.e.,

1. | is an f-tower in C.
2. VT f-towerin C. | C T.

Lemma A.5.5 (Least f-Towers and Chains)

The least f-tower in C is a chain in C, if f is expanding.
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Ab5.1

Fixed Point Theorems for Complete
Partial Orders
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Fixed Points of Exp./Monotonic Functions

Fixed Point Theorem A.5.1.1 (Expanding Function)

Let (C,C) be a CCPO, and let f € [C ¥ C] be an expanding
function on C. Then:

The supremum of the least f-tower in C is a fixed point of f.

Fixed Point Theorem A.5.1.2 (Monotonic Function)

Let (C,C) be a CCPO, and let f € [C ™" C] be a monotonic
function on C. Then:

f has a unique least fixed point uf, which is given by the
supremum of the least f-tower in C.
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Note

» Theorem A.5.1.1 and Theorem A.5.1.2 ensure the
existence of a fixed point for expanding functions and of a
unique least fixed point for monotonic functions,
respectively, but do not provide constructive procedures
for computing or approximating them.

» This is in contrast to Theorem A.5.1.3, which does so for
continuous functions. In practice, continuous functions
are thus more important and considered where possible.
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Least Fixed Points of Continuous Functions

Fixed Point Theorem A.5.1.3 (Knaster Tarski,Kleene)

Let (C,C) be a CCPO, and let f € [C =¥ C] be a continuous
function on C. Then:

f has a unique least fixed point uf € C, which is given by the
supremum of the (so-called) Kleene chain

{L (L), F2(L),.. .} ie.
pf=| | ()= J{L F(L). L)}

i€INg

Note: fo—df/dc f—dffOf’ ! , 1> 0.
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Proof of Fixed Point Theorem A.5.1.3 (1)

We have to prove:
pf= L f(L)=LHF (L) |i=0}
ieNg
1. exists,
2. is a fixed point of f,
3. is the least fixed point of f.
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Proof of Fixed Point Theorem A.5.1.3 (2)

1. Existence

» By definition of L as the least element of C and of f° as
the identity on C we have: | =f(L)C f1(L)=f(L).

» Since f is continuous and hence monotonic, we obtain by
means of (natural) induction:
Vi,jeINg. i<j= fi(L)C (L) Ff(L).

» Hence, the set {f'(_L) | i > 0} is a (possibly infinite)
chain in C.

» Since (C,C) is a CCPO and {f/(L) | i > 0} a chain in
C, this implies by definition of a CPO that the least
upper bound of the chain {f’(L) | i >0}

|_|{fi(J—) | i>0}= |_| (L) exists.

iE|N0
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Proof of Fixed Point Theorem A.5.1.3 (3)

2. Fixed point property

(L] 7
(f continuous) = II_Ile fo(fi(J_))
= ’|€j‘|0 (L)
(C'=g4¢ {f'L | i>1}is a chain = .
L C exists =LU]C) = Lu||f(L)

(FP(L)=ar L) = |] (L)
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Proof of Fixed Point Theorem A.5.1.3 (4)

3. Least fixed point property

>

>

Let ¢ be an arbitrary fixed point of f. Then: L C c.
Since f is continuous and hence monotonic, we obtain by
means of (natural) induction:
VieNg. fi(L)C fi(c) (=c).
Since c is a fixed point of f, this implies:
Vi€ INg. fi(L)C c (=Fi(c)).
Thus, c is an upper bound of the set {f/(L) | i € INg}.
Since {f'(L) | i € INo} is a chain, and | |;c, /(L) is by
definition the least upper bound of this chain, we obtain
the desired inclusion

|| fl(h)Ce

fE'NO

OJ
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Least Conditional Fixed Points

Let (C,C) be a CCPO, let f € [C — C] be a function on C,
and let d, ¢y € C be elements of C.

Definition A.5.1.4 (Least Conditional Fixed Point)
¢y is called the

» least conditional fixed point of f wrt d (in German:
kleinster bedingter Fixpunkt) iff ¢4 is the least fixed point
of C with d C ¢y, i.e.,

VxeC.f(x)=x N dCx = ¢ C x.
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Least Cond. Fixed Points of Cont. Functions

Theorem A.5.1.5 (Conditional Fixed Point Theorem)

Let (C,C) be a CCPO, let d € C, and let f € [C =¥ C] be a
continuous function on C which is expanding for d, i.e.,
d C f(d). Then:

f has a least conditional fixed point ufy; € C, which is given by
the supremum of the (generalized) Kleene chain

{d.f(d),f?(d),.. } ie.
pha= | | £i(d)=| [{d.f(d),*(d),...}

i€INg
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Finite Fixed Points

Let (C,C) be a CCPO, let d € C, and let f € [C "3 C] be a
monotonic function on C.

Theorem A.5.1.6 (Finite Fixed Point Theorem)

If two succeeding elements in the Kleene chain of f are equal,
i.e., if there is some i € IN with f/(L)=f""1(L), then we
have: uf =f/(L).

Theorem A.5.1.7 (Finite Conditional FP Theorem)

If f is expanding for d, i.e., d C f(d), and two succeeding
elements in the (generalized) Kleene chain of f wrt d are
equal, i.e., if there is some i € IN with f'(d) = f""1(d), then
we have: ufy=f'(d).

Note: Theorems A.5.1.6 and A.5.1.7 do not require continuity
of f. Monotonicity (and expandingness) of f suffice(s).
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Towards the Existence of Finite Fixed Points

Let (P,C) be a partial order, and let p,r € P.

Definition A.5.1.8 (Chain-finite Partial Order)
(P,C) is called

» chain-finite (in German: kettenendlich) iff P does not
contain an infinite chain.

Definition A.5.1.9 (Finite Element)

p is called
» finite iff the set Q=4 {q € P|q C p} does not contain
an infinite chain.

» finite relative to r iff the set Q=4 {g € P|rC qC p}
does not contain an infinite chain.
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Existence of Finite Fixed Points

There are numerous conditions, which often hold in practice
and are sufficient to ensure the existence of a least finite fixed
point of a function f (cf. Nielson/Nielson 1992), e.g.

» the domain or the range of f are finite or chain-finite,
» the least fixed point of f is finite,

» f is of the form f(c)=c L g(c) with g a monotonic
function on a chain-finite (data) domain.
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Fixed Point Theorems, DCPOs, and Lattices

Note: Complete lattices (cf. Lemma A.4.1.13) and DCPOs
with a least element (cf. Lemma A.3.1.5) are CCPOs, too.

Thus, we can conclude:

Corollary A.5.1.10 (Fixed Points, Lattices, DCPOs)

The fixed point theorems of Chapter A.5.1 hold for functions
on complete lattices and on DCPOs with a least element, too.
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A.5.2

Fixed Point Theorems for Lattices
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Fixed Points of Monotonic Functions

Fixed Point Theorem A.5.2.1 (Knaster, Tarski)

Let (P,C) be a complete lattice, and let f € [P ™% P] be a
monotonic function on P. Then:
1. f has a unique least fixed point uf € P, which is given by
pf =[Hp e Plf(p) E p}.
2. f has a unique greatest fixed point vf € P, which is
given by vf = | [{p € P[p E f(p)}.

Characterization Theorem A.5.2.2 (Davis)
Let (P,C) be a lattice. Then:
(P,C) is complete iff every f € [P ™3" P] has a fixed point.
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The Fixed Point Lattice of Mon. Functions

Theorem A.5.2.2 (Lattice of Fixed Points)

Let (P,C) be a complete lattice, let f € [P ™3 P] be a
monotonic function on P, and let Fix(f) =4 {p € P|f(p)=
p} be the set of all fixed points of . Then:

Every subset F C Fix(f) has a supremum and an infimum in
Fix(f), i.e., (Fix(f),E|Fix(r)) is a complete lattice.

Theorem A.5.2.3 (Ordering of Fixed Points)

Let (P,C) be a complete lattice, and let f € [P ™% P] be a
monotonic function on P. Then:

|| Fi(L) CoufCufC []|F(T)

i€INg i€INg
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Fixed Points of Add./Distributive Functions

For additive and distributive functions, the leftmost and the
rightmost inequality of Theorem A.5.2.3 become equalities:

Fixed Point Theorem A.5.2.4 (Knaster,Tarski,Kleene)

Let (P,C) be a complete lattice, and let f € [P — P] be a
function on P. Then:
1. f has a unique least fixed point uf € P given by
uf = ian, F(L), if £ is additive, i.e., f € [P % P].
2. f has a unique greatest fixed point vf € P given by

vf=[ien, f'(T), if f is distributive, i.e., f € [P L Pl.

Recall: fozdf Ild¢; fi:df fo fiil, i >0.
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A.6

Fixed Point Induction
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Admissible Predicates

Fixed point induction allows proving properties of fixed points.
Essential is the notion of an admissible predicate:

Definition A.6.1 (Admissible Predicate)

Let (P,C) be a complete lattice, and let ¢ : P—IB be a
predicate on P. Then:

¢ is called admissible (or L-admissible) iff for every chain
C C P holds:
(Vee C ¢(c)) = o |C)

Lemma A.6.2

Let (P,C) be a complete lattice, and let ¢ : P— IB be an
admissible predicate on P. Then: ¢(L)= true.

Proof. The admissibility of ¢ implies ¢(| | #) = true. Moreover,
we have L = | |(), which completes the proof.

1018/10



Sufficient Conditions for Admissibility

Theorem A.6.3 (Admissibility Condition 1)

Let (P,C) be a complete lattice, and let ¢ : P—IB be a
predicate on P. Then:

¢ is admissible, if there is a complete lattice (Q, Zq) and two
additive functions f, g € [P B Q], such that

VpeP.¢(p) < f(p) Co glp)

Theorem A.6.4 (Admissibility Condition 2)

Let (P,C) be a complete lattice, and let ¢,7 : P — IB be two
admissible predicates on P. Then:

The conjunction of ¢ and 1), the predicate ¢ A 1 defined by
VpeP. (¢ N ¥)(p)=ard(p) A(p)

is admissible.

1019/10



Fixed Point Induction on Complete Lattices

Theorem A.6.5 (Fixed Point Induction on C. Lat.)

Let (P,C) be a complete lattice, let f € [P 2 P] be an
additive function on P, and let ¢ : P — IB be an admissible
predicate on P. Then:

The validity of

» VpeP. ¢(p) = o(f(p)) (Induction step)
implies the validity of ¢(uf).
Note: The induction base, i.e., the validity of ¢(L), is implied
by the admissibility of ¢ (cf. Lemma A.6.2) and proved when
verifying the admissibility of ¢.
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Fixed Point Induction on CCPOs

The notion of admissibility of a predicate carries over from
complete lattices to CCPOs.

Theorem A.6.6 (Fixed Point Induction on CCPOs)

Let (C,C) be a CCPO, let f € [C ™" C] be a monotonic
function on C, and let ¢ : C — IB be an admissible predicate
on C. Then:

The validity of
» Vce C. ¢(c) = o(f(c)) (Induction step)

implies the validity of ¢(uf).

Note: Theorem A.6.6 holds (of course still), if we replace the
CCPO (C,C) by a complete lattice (P, C).

) =
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its Applications. Pacific Journal of Mathematics
5(2):285-309, 1955.

[§ Simon Thompson. Haskell: The Craft of Functional Pro-
gramming. Addison-Wesley/Pearson, 3rd edition, 2011.
(Chapter 9, Reasoning about Programs; Chapter 17.9,
Proof revisited)

[{ Franklyn Turbak, David Gifford with Mark A. Sheldon.
Design Concepts in Programming Languages. MIT Press,
2008. (Chapter 5, Fixed Points; Chapter 105, Software
Testing; Chapter 106, Formal Methods; Chapter 107,
Verification and Validation)
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