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Grundlagen

Syntax und Semantik von Programmiersprachen...

e Syntax: Regelwerk zur Spezifikation wohlgeformter Pro-
gramme

e Semantik: Regelwerk zur Spezifikation der Bedeutung
oder des Verhaltens wohlgeformter Programme oder Pro-
grammteile (aber auch von Hardware beispielsweise)
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Literaturhinweise 1(2)

Als Textblcher...

e Hanne R. Nielson, Flemming Nielson. Semantics with Ap-
plications: An Appetizer, Springer, 2007.

e Hanne R. Nielson, Flemming Nielson. Semantics with App-
lications: A Formal Introduction, Wiley Professional Com-
puting, Wiley, 1992.

(Siehe http://www.daimi.au.dk/~bra8130/Wiley_book/wiley.html fiir ei-
ne frei verfligbare (liberarbeitete) Version.)
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Literaturhinweise 2(2)

Erganzend und weiterfiihrend...

e Ernst-Rldiger Olderog, Bernhard Steffen. Formale Seman-
tik und Programmverifikation. In Informatik-Handbuch,
P. Rechenberg, G. Pomberger (Hrsg.), Carl Hanser Ver-
lag, 129 - 148, 1997.

e Krzysztof R. Apt, Ernst-Rldiger Olderog. Programmveri-
fikation — Sequentielle, parallele und verteilte Programme.
Springer, 1994.

e Jacques Loeckx and Kurt Sieber. The Foundations of Pro-
gram Verification, Wiley, 1984.

e Krzysztof R. Apt. Ten Years of Hoare's Logic: A Survey
— Part 1, ACM Transactions on Programming Languages
and Systems 3, 431 - 483, 1981.
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Motivation
...formale Semantik von Programmiersprachen einzufiihren:

(Mathematische) Rigorositat formaler Semantik...

e erlaubt Mehrdeutigkeiten, Uber- und Unterspezifikationen
in naturlichsprachlichen Dokumenten aufzudecken und auf-
zuldsen

e bietet die Grundlage fiir Implementierungen der Program-
miersprache, fiir Analyse, Verifikation und Transformation
von Programmen
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Unsere Modellsprache

e Die Programmiersprache WHILE
— Syntax

— Semantik

e Semantikdefinitionsstile

(...und wofiir sie besonders geeignet sind und ihre Bezie-
hungen zueinander)

— Operationelle Semantik
* Naturliche Semantik
x Strukturell operationelle Semantik
— Denotationelle Semantik
— Axiomatische Semantik
x Beweiskalkile fir partielle & totale Korrektheit
* Korrektheit, Vollstandigkeit




Kapitel 1.2 Programmiersprache WHI-
LE
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Programmiersprache WHILE

WHILE, der sog. “while”-Kern imperativer Programmierspra-
chen, besitzt

e Zuweisungen (einschlieBlich der leeren Anweisung und der
Fehleranweisung)

e Fallunterscheidungen
e while-Schleifen

e Sequentielle Komposition

Beachte: WHILE ist ‘“schlank, nichtsdestotrotz Turing-
madchtig!
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Uberblick uiber Syntax & Semantik (1)

e Syntax
...Programme der Form:
™ = xz:=a | skip | abort |
if b then w1 else mp fi |

while b do 71 od |
T, T2

e Semantik
...in Form von Zustandstransformationen:
[[]]:Prg—>(Z—>Z)
uber

— X=y{o | o Var — D} Menge aller Zustdnde lber der
Variablenmenge VVar und geeignetem Datenbereich D.

(In der Folge werden wir fiir D oft die Menge der ganzen Zahlen
Z betrachten.)

Uberblick uber Syntax & Semantik (2)

Zahldarstellungen
z = 0]1|2]...1]19
n = z|nz
Arithmetische Ausdrlicke
a = nl|z|lay +ap|a xapx|al —anlai/az] ...
Boolesche Ausdriicke

b = true] false|
a1 = azla1 # azla; <azlay <az|...|
b1 Abp| b1 Vbo| by
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Uberblick uiber Syntax & Semantik (3)
In der Folge bezeichnen wir mit...
¢ Num die Menge der Zahldarstellungen, n € Num

Var die Menge der Variablen, z € Var

Aexpr die Menge arithmetischer Ausdriicke, a € Aexpr

e Bexpr die Menge Boolescher Ausdriicke, b € Bexpr

Prg die Menge aller WHILE-Programme, = € Prg

Kap. 1.2 Programmiersprache WHILE 12

Uberblick uber Syntax & Semantik (4)

In der Folge werden wir im Detail betrachten...

e Operationelle Semantik
— Natirliche Semantik: [ ],,s : Prg — (X — ¥)
— Strukturell operationelle Semantik:
[ Dsos:Prg — (2 — %)
e Denotationelle Semantik: [ [z : Prg — (X — X)

e Axiomatische Semantik: ...abweichender Fokus

...und deren Beziehungen zueinander, d.h. die Beziehungen
zwischen

[ ]]505) [ ]]ns und [[W]]ds
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Kapitel 1.3: Semantik von Ausdrucken
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Semantik arithmetischer & Boolescher
Ausdrucke

Die Semantik von WHILE stitzt sich ab auf die...
Semantik
e arithmetischer Ausdriicke: [.]4 : Aexpr — (X — Z)

e Boolescher Ausdriicke: [.] g : Bexpr— (X —B)
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Semantik arithmetischer Ausdricke (1)
[-14:Aexpr— (X —Z) induktiv definiert durch

e [n]a(a)=glnlyn

[z]a(o)=g4ro(x)
[a1 + a2 [ a(o)=g plus([a1 1 4(o), [a214(o))

[a1*azx]a(e)=g mal([a1]a(c),[az2]a(o))

[a1 — a2 [ a(o)=gr minus([ a1 D a(o), [ a2]a(o))
[ a1/az 1 a(o)=gf durch([ a1 1 a(o),[a2]4(o))

e ... (andere Operatoren analog)

wobei

e plus, mal, minus, durch :Z x Z — Z die libliche Addition, Multiplikati-
on, Subtraktion und (ganzzahlige) Division auf den ganzen Zahlen Z
bezeichnen.

Semantik arithmetischer Ausdrucke (2)
[.1x : Num— Z induktiv definiert durch

e [00y=40, ..., [9]n=gs 9

o [niln=q plus(mal(10,[n],4),[i1x), i € {0,...,9}

o [ —nly=g minus([n]n)

Beachte: 0, 1,2,... bezeichnen syntaktische Entitaten,
0,1, 2, ... bezeichnen semantische Entitaten, in diesem Fal-
le ganze Zahlen.
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Semantik Boolescher Ausdrucke (1)

[.1g: Bexpr— (X — B) induktiv definiert durch

[true] gp(o)=g4 tt

[ false | g(o)=g4 ££

[a1 = as ]]B(U)zdf { ;; iilrlic,tequal([[al ]]A(U)a [ a> ]]A(U))

e ... (andere Relatoren (z.B. <, <, ...) analog)

[-b1p(a)=qr neg([b15())
[b1 Ab2 1 p(o)=gs conj([ b1 15(e), [b215(c))

[61 Vb2 lg(o)=qy disi([ b1 1p(0), [b21R())
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Semantik Boolescher Ausdrucke (2)

...wobei

e tt und ff die Wahrheitswertkonstanten “wahr” und
“falsch” sowie

e conj, disj : BxB — B und neg : B — B die libliche zweistel-
lige logische Konjunktion und Disjunktion und einstellige
Negation auf der Menge der Wahrheitswerte und

e cqual : Z x Z — B die Ubliche Gleichheitsrelation auf der
Menge der ganzen Zahlen

bezeichnen.

Beachte auch hier den Unterschied zwischen den syntaktischen
Entitaten true und false und ihren semantischen Gegensticken
tt und ff.
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Vereinbarung

In der Folge seien die
e Semantik arithmetischer Ausdriicke:
[-14:Aexpr— (X—2Z)
e Semantik Boolescher Ausdriicke:
[.15: Bexpr— (X —B)

wie zuvor und die Menge der (Speicher-) Zustdnde wie folgt
festgelegt:

e (Speicher-) Zustdnde: Y=y {o|oc:Var—7Z}
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Kapitel 1.4 Syntaktische und semanti-
sche Substitution
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Freie Variablen

...arithmetischer Ausdricke:

FV(n) = 0
FV(z) = {z}
FV(a1+az) = FV(a1)UFV(ap)

...Boolescher Ausdricke:

FV(true) = 0
FV(false) = 0
FV(ai =ap) = FV(a1)UFV(as)
FV(bl /\bQ) = FV(bl) UFV(bQ)
FV(by Vby) = FV(b1)UFV(by)
FV(=b1) = FV(b1)
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Eigenschaften von [ |4, und [ [z

Lemma 1.4.1
Seien a € AEXpr und o,0' € & mit o(z) = o/'(z) fur alle z €
FV(a). Dann gilt:

[alalo) =Talale)

Lemma 1.4.2
Seien b € BExpr und 0,0’ € ¥ mit o(z) = o'(x) fir alle z €
FV(b). Dann gilt:

[615(0) =Mb1p(a")
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Syntaktische/Semantische Substitution

Von zentraler Bedeutung...

e Substitutionen
— Syntaktische Substitution

— Semantische Substitution

Syntaktische Substitution

Definition 1.4.3

Die syntaktische Substitution fiir arithmetische Terme ist eine
dreistellige Abbildung

-[-/-] : Aexpr x Aexpr x Var — Aexpr

die induktiv definiert ist durch

nlt/x] =g n  fir n € Num

— Substitutionslemma ’ . t fallsy==z
ylt/z] =g y sonst
(t1 op t2)[t/x] =g (t1[t/z] op to[t/x])  fir op € {+,%,—,...}
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Substitutionslemma

Semantische Substitution

Definition 1.4.4

Die semantische Substitution ist eine dreistellige Abbildung
/] ZxZxVar - ¢

die definiert ist durch

olz/=)(y)=qr {

z falls y ==z
o(y) sonst
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Wichtig:

Lemma 1.4.5 (Substitutionslemma)
[elt/z]1a(o) =M ellalcllt]aleo)/x])
wobei
e [t/x] die syntaktische Substitution und

o [[t14(e)/z] die semantische Substitution

bezeichnen.

Analog gilt ein entsprechendes Substitutionslemma fiir [ ] 5.
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Kap. 1.5: Induktive Beweisprinzipien 28

Induktive Beweisprinzipien (1)
Zentral:

e Vollstandige Induktion

e Verallgemeinerte Induktion

e Strukturelle Induktion

...zum Beweis einer Aussage A.
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Induktive Beweisprinzipien (2)
Zur Erinnerung hier wiederholt:
Die Prinzipien der...

e Vvolilstandigen Induktion
(A(D) AN (VneIN.A(n) » A(n+1))) = VnelN.A(n)

e verallgemeinerten Induktion

(VneIN. (Vm<n.A(m)) = A(n)) = VneIN.A(n)

e strukturellen Induktion

(Vs € S.Vs € Komp(s). A(s")) = A(s)) > VseS. A(s)

Beachte: > bezeichnet hier die logische Implikation.
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.4.1 (1)

...durch strukturelle Induktion

Seien a € AExpr und 0,0’ € & mit o(z) = o/'(z) fur alle z €
FV(a).

Induktionsanfang:
Fall 1: Sei a =n, n € Num.

Mit den Definitionen von [ 4 und [ [y erhalten wir unmittel-
bar wie gewlinscht:

[ala(@)=0nlale)=[nly=0[nlalc)=0alal")
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.4.1 (2)

Fall 2: Sei a ==z, ¢ € Var.

Mit der Definition von [ ]4 erhalten wir auch hier wie
gewiinscht:

[ala(e)=[z]a(0) =0c(z)=0'(z) =[z]ac") =Talals)
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.4.1 (3)

Induktionsschluss:
Fall 3: Sei a = a1 + an, a1,a> € Aexpr
Dann erhalten wir:

[alalo)
[a1+az2]4(0)
lai1la(e) + Taxlalo)
[a11a(c") 4+ Lazxlale")
[a1+ axla(c)
[ala(oh

(Induktionshypothese fiir a1, as)

Ubrige Falle: Analog. g.e.d.
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Kapitel 1.6 Semantikdefinitionsstile

Kap. 1.6 Semantikdefinitionsstile 34

Semantikdefinitionsstile (1)

Es gibt unterschiedliche Stile, die Semantik einer Program-
miersprache festzulegen. Sie richten sich an unterschiedliche
Adressaten und deren spezifische Sicht auf die Semantik...

Insbesondere unterscheiden wir den...
e denotationellen
e operationellen
e axiomatischen

Stil.
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Semantikdefinitionsstile (2)

e Sprachentwicklersicht

— Denotationelle Semantik

e Sprach- und Anwendungsimplementierersicht

— Operationelle Semantik

* Strukturell operationelle Semantik (small steps se-
mantics)

x Natirliche Semantik (big steps semantics)

e Programmierer- und Verifizierersicht

— Axiomatische Semantik
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Kapitel 2 Operationelle Semantik von
WHILE
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Kapitel 2.1 Strukturell Operationelle
Semantik
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Literaturhinweise

e Gordon D. Plotkin. A Structural Approach to Operational
Semantics. Journal of Logic and Algebraic Programming
60-61, 17 - 139, 2004.

e Gordon D. Plotkin. An Operational Semantics for CSP.
In Proceedings of TC-2 Working Conference on Formal
Description of Programming Concepts II, Elsevier, 1982.
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Strukturell operationelle Semantik

...i.S.v. Gordon D. Plotkin.

e Die SO-Semantik von WHILE ist gegeben durch ein Funk-
tional:
[[ . ]]sos : Prg g (Z_’ ZE)

das in der Folge von uns zu definieren ist...

Dabei gilt:

o .=y U {error}, wobei error einen speziellen Fehlerzu-
stand bezeichnet, error € .
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Strukturell operationelle Semantik

Intuitiv:

e Die SO-Semantik beschreibt den Berechnungsvorgang von
Programmen ©m € Prg als Folge elementarer Speicherzu-
standsiibergange.

Zentral:

e ...der Begriff der Konfiguration!
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Konfigurationen

e Wir unterscheiden:

— Nichtterminale bzw. (Zwischen-) Konfigurationen -~
der Form (m,o):
...(Rest-) Programm = ist auf den (Zwischen-) Zu-
stand ¢ anzuwenden.

— Terminale bzw. finale Konfigurationen ~ der Formen o
oder error
...beschreiben das Resultat nach Ende der Be-
rechnung, wobei Ende nach...

* reguldrer Terminierung: angezeigt durch gewohnliche
Zustande o

*x irreguldarer Terminierung: angezeigt durch error-
behaftete Konfiguration

e [ bezeichne die Menge aller Konfigurationen, v €™
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SOS-Regeln von WHILE (1)

[SkiPsos] (skip,oc)y=0c

[abortsos] (abort,o)=>error

[aSs0s]  i=to= ot T /Al

(m1,0)=>(m},0")

1
comp
[ sos] (m11m2,0) = (7 i72,07)
2 (m1,0)=0’
[compZos] (m1;m2,0)=>{m2,07)
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SOS-Regeln von WHILE (2)

. t h— JR—
[I%OS] (if b then =, else np fi,o)=(71,0) [[bl]B(U) =tt
ff — —
[(50s] (if b then =, else np fi,o)=(n2,0) Lo HB(U) =1t
[whilesos]  TWhile 5 do = 0do)=(if b then =: while b do = od else skip fi.o)
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Sprechweisen (1)

Wir unterscheiden

e Pramissenlose Axiome der Form

Konklusion

e Pramissenbehaftete Regeln der Form

Pramisse
Konklusion

ggf. mit Randbedingungen (Seitenbedingungen) wie z.B. in
Form von [b] g(c) =£f in der Regel [ifﬂs].
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Sprechweisen (2)
Im Fall der SO-Semantik von WHILE haben wir demnach

e 6 Axiome
...fur die leere Anweisung, Fehleranweisung, Zuweisung,
Fallunterscheidung und while-Schleife.

e 2 Regeln
...fur die sequentielle Komposition.
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Berechnungsschritt, Berechnungsfolge

e Ein Berechnungsschritt ... ist von der Form
(m,o)=y mit ye(Prgx X, )UX.=TI
e Eine Berechnungsfolge zu einem Programm w angesetzt
auf einen (Start-) Zustand o € X ist

— eine endliche Folge ~q,...,v; von Konfigurationen mit
70 = (m,0) und v;=,;41 fur alle i € {0,...,k — 1},

— eine unendliche Folge von Konfigurationen mit ~g =
(m, o) und v;=;41 fiur alle i € IN.
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Terminierende vs. divergierende Be-
rechnungsfolgen

e Eine maximale (d.h. nicht mehr verlangerbare) Berech-
nungsfolge heilt

— regular terminierend, wenn sie endlich ist und die letzte
Konfiguration aus % ist,

— irreguldr terminierend, wenn sie endlich ist und die letzte
Konfiguration error-behaftet ist,

— divergierend, falls sie unendlich ist.
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Beispiel (1)
Sei
eoceX mito(zx)=3

e m € Prg mit
T=y: =1, whilex<>1doy:=yx*xzx;, z:=x—1 od

Betrachte

e die von 7w angesetzt auf o, d.h. die von der Anfangskonfi-
guration

(y:=1; whilexz<>1ldoy:=yx*z, z:=x—1 0d,o)
induzierte Berechnungsfolge
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Beispiel (2)

(y:=1; whilexz<>1doy:=yx*z;, z:=x—1 0d,o)
(while x <>1doy:=y=x*z;, z:=xz—1 od,o[1/y])
(ifx <>1
then y :=yx*xx;, x .=z — 1,
while x <>1doy:=yx*xx, x :==xz—1 od
else skip fi,o[1/y])
= (y=yxz, x:=x—1;
while x <>1doy:=yxz;, z:=x—1 od,o[1/y])
= (z:=z-1;
while z <>1doy:=yxz;, x:=z—1 od,(c[1/y])[3/y])

vu

(= (z:=z-1;
while z <>1doy:=yx*z;, z:=x—1 od,c[3/y])) )

= (whilez<>1doy:=yx*z;, z:=z—1 od,(c[3/y])[2/z])

Beispiel (3)

= (ifz<>1
then y i==yx*xx; z :=x — 1,
while x <>1doy:=yx*xx, x :==x—1 od
else skip fi, (a[3/y])[2/x])
= (yi=yx*z;, v:=x—1;
while z <>1do y:=yx*z; z:=x—1 od,(c[3/y])[2/z])
= (z:=z2—-1;
while z <>1do y:=yx*z;, z:=x—1 od,(c[6/y])[2/z])
= (whilez<>1ldoy:=yx*z;, z:=z—1 od,(c[6/y])[1/z])
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Beispiel (4)

= (fz<>1
then y i =yx*xzx;, v ' =a—1;
while x <>1doy:=yx*xx, x .=z —1 od
else skip fi, (c[6/y])[1/z])

Beispiel (Detailbetrachtung) (5)

(y:=1; whilez<>1doy:=yxz;, z:=z—1o0d,0)
([asssos], [comp2]) = (whilez<>1doy:=yxx;, x:=xz—1 od,o[1/y])

steht vereinfachend fir...

[ass ¢od < > N ]
. y:=1, o) —> O [1W]
= (skip, (o[6/y))[1/a]) fcomp 2}
= (o[6/y])[1/7] { y:=1; while x <> 1 doy = y"; x := x-1 od, g) =>
<whi|ex<>ld0y:= y*x; X := x-1 od, O [1y] >
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Beispiel (Detailbetrachtung) (6) Beispiel (Detailbetrachtung) (7)
_ ((y:=yxz;, z:=2-1);
<Wh|lex<>1d0y::y*x; CL'::CC—IOd,O'[]./yD Wh||eaj<>1doy:y*x' x.=x—1 Od’o'[l/yD
. . 2 1 — -
o sos]y so0sls .05, = —1;
[whileses] = (ifz<>1 ([asSsos], [comp? ], [compl]) = (z:=z-1
then y :=yx*z;, z:=x—1; while x <>1doy:=yx*xz;, z:=x—1 od,
while z <>1doy:=yx*xz;, x:=z—1 od (e[1/yD[3/v])
else skip fi,o[1/y])
steht vereinfachend fur...
steht vereinfachend fur...
[while g lass god ey TR R————— 5
<whi|ex<>ldoy:: y*X; X := x-1 od, O [1ly] > :> [comp zos] Yy bl - DY)
<ifx<> 1 then y:= y*x; x := x-1; ) Y= YR X = X1, 0 [1ly] > 47—:><-<1( O [1/yD[3ny] >
while x <> 1 doy := y*x; x := x-1 od [comp _ 1
else skip fi, o [1y] > <(y = y*x; x = x—1); while x <> 1 doy := y*x; x := x-1 od, O [1H] > :>
X :=x-1; while x <> 1 doy := y*x; x := x-1 od, ( O [1/y]D)[3My] >
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Determinismus der SOS-Regeln

Lemma 2.1.1

Vr€Prg, 0 € Xe, 7,7 €T (m,0) =~y Am, o) =+ = y=+
Erinnerung: = bezeichnet hier die logische Implikation.

Korollar 2.1.2
Die von den SOS-Regeln fiir eine Konfiguration induzierte Be-
rechnungsfolge ist eindeutig bestimmt, d.h. deterministisch.

Salopper, wenn auch weniger prazise:
Die (SO-) Semantik von WHILE ist deterministisch!
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Das Semantikfunktional [ [,

Korollar 2.1.2 erlaubt uns jetzt festzulegen:

e Die strukturell operationelle Semantik von WHILE ist ge-
geben durch das Funktional

II']]sos : Prg_)(z_’zt?)

welches definiert wird durch:

o falls (r,0) =* o/

o
error falls (mw, o) =* error oder

(m, o) =* (n', error)
undef sonst

VrePrg, o € . [7]s5(0) =g
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Variante induktiver Beweisfuhrung

Induktion uber die Lange von Berechnungsfolgen:

e Induktionsanfang

— Beweise, dass A fur Berechnungsfolgen der Lange 0 gilt.

e Induktionsschritt

— Beweise unter der Annahme, dass A fiir Berechnungsfol-
gen der Lange kleiner oder gleich k gilt (Induktionshypo-
thesel!), dass A auch fiir Berechnungsfolgen der Lange

k41 qilt.
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Anwendung

e Induktive Beweisfiihrung liber die Lange von Berechnungs-
folgen ist typisch zum Nachweis von Aussagen Uber Eigen-
schaften strukturell operationeller Semantik.

Ein Beispiel dafiir ist der Beweis von...
Lemma 2.1.3
vr, 7' € Prg, 0,0 € X, k€ IN. ({(n1;m0,0) =k -

30’ € T, k1, ko € IN. (k1+ko = kA (m1,0) =M 6/ A (m2,0') =F2 o
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Naturliche Semantik (1)

...ebenfalls flr das Beispiel von WHILE:

[skipns]

(skip,o)—0c
Kap. 2.2 Natirliche Semantik T
abort,o)—error
[assns) . T=ro=aTi a7l
— ! ! N 1
[compns] <7r1’(<77>f1;;27,<07r>2:70>" :
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Natirliche Semantik (2) Beispiel zur naturlichen Semantik (1)
/
. T1,0) — O _ . .
[if] il theﬁ] 71r1 e>|se s fho)—=o’ [0]p(c)=tt Sei 0 € & mit o(z) = 3.
/ Dann gilt:
A e [615(0) =
(If b then m; else m fio)—o (y:=1; whilez #1doy:=y*zx;, z :=z—10d, o) — o[6/y][3/z]
_— (,0) — o (while b do 7 od,o’) — o _
[Whllens] (while b do = 0d,s)—c” [[b]]B(U) =t ) i) e Gy e J—
S e uu’»DTi\&y‘ 77‘““”'<x>rmw‘>?,wm, — ‘ [ORPS— : — >;: ifﬂ,,o,my,,..x,,,,mww>amynm
(whitefs]  hite s do = ods)=s [615(c)=£f i e
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Beispiel zur naturlichen Semantik (2)

Das gleiche Beispiel in etwas gefadlligerer Darstellung:

[ass ] [ass ]
comp_| (y =y, olilyl) — o3l (x:=x-10134]) — o 3] 121X
"~ (y=yxix=x-1510) — ol3n] 12 T
s [while " ]
* {y=10) — olih]  while x <> 1do y = yx; x = x-1 oas [14]) 6ly] [1x]
{y:=1;while x <> 1doy = y'x; x = x-1 ody —— [6H] [1x]
lass ] lass, )
" (y=yxolyin ) — olohl (2 ( x=x-1006M(2x] ) — ol6M] (1]
[comp, ] [while :S]
(y =y x=x-1gByI2X ) — o6/l 111 { while x <> 1doy := yx; x := x-1 ods [6ly] [1x] ) —— o [6/y] (114
hile® ]
" { while x <> 1doy := y*x; x := x-1 ods [3y] [21x] ) o [61y] [
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Determinismus der NS-Regeln

Lemma 2.2.1

VrePrg, cex, v,v €r. (mo) =~ Amo) =+ = ~y=+

Korollar 2.2.2

Die von den NS-Regeln fiir eine Konfiguration induzierte fi-
nale Konfiguration ist (sofern definiert) eindeutig bestimmt,
d.h. deterministisch.

Salopper, wenn auch weniger prazise:
Die (N-) Semantik von WHILE ist deterministisch!
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Das Semantikfunktional [ ],

Korollar 2.2.2 erlaubt uns festzulegen:

e Die natlirliche Semantik von WHILE ist gegeben durch das
Funktional

[[']]ns : Prg_)(ZHZE)

welches definiert wird durch:

/ /

o falls (m,0) — o
VrePrg, ce . [n],,(oc)=g4 { error falls (m,0) — error
undef sonst
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Variante induktiver Beweisf[]hrung
Induktion Uber die Form von Ableitungsbaumen:

e Induktionsanfang

— Beweise, dass A filir die Axiome des Transitionssystems
gilt (und somit fir alle nichtzusammengesetzte Ablei-
tungsbiaume).

e Induktionsschritt

— Beweise fiir jede echte Regel des Transitionssystems un-
ter der Annahme, dass A flir jede Pramisse dieser Regel
gilt (Induktionshypothese!), A auch fiir die Konklusion
dieser Regel gilt, sofern die (ggf. vorhandenen) Rand-
bedingungen der Regel erfiillt sind.
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Anwendung

e Induktive Beweisfuhrung Uber die Form von Ablei-
tungsbaumen ist typisch zum Nachweis von Aussagen Uber
Eigenschaften natirlicher Semantik.

Ein Beispiel daflir ist der Beweis von Lemma 2.2.1!
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Kap. 2.3 Strukturell operationelle und
naturliche Semantik im Vergleich
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Strukturell operationelle Semantik

Der Fokus liegt auf...

e individuellen Schritten einer Berechnungsfolge, d.h. auf
der Ausfiihrung von Zuweisungen und Tests

Intuitive Bedeutung der Transitionsrelation...

(m,0)=
...mit v von der Form (x’,0’) oder ¢’ oder error beschreibt
den ersten Schritt der Berechnungsfolge von m angesetzt
auf 0. Folgende Ubergange sind maoglich:

— ~ von der Form («’,o'):
Abarbeitung von 7 nicht vollstdndig; das Restprogramm =’ ist auf
o’ anzusetzen

— ~ von der Form o’
Abarbeitung von 7 vollstandig; = angesetzt auf o terminiert in ei-
nem Schritt in ¢’

— ~ von der Form error:
Abarbeitung von w terminiert irregular

Naturliche Semantik

Der Fokus liegt auf...

e Zusammenhang von initialem und finalem Zustand einer
Berechnungsfolge

Intuitive Bedeutung von...

(m,o) =~
...mit v von der Form ¢’ oder error ist: = angesetzt auf
initialen Zustand o terminiert schlieBlich im finalen Zustand

o’ bzw. terminiert irregular.
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Kap. 3 Denotationelle Semantik von
WHILE
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Denotationelle Semantik (1)

...auch flr das Beispiel von WHILE:

[ skiplys = Id

[ abort 1,45 = Error

[z:=t]gs(0) =ol[t]a(0)/2]

(71 m2las = [m2las © [71las

[if b then my else 73 fi]lys = cond([ b1, [ 71 Das, [ 72 Jas)
[ while b do w7 od ]z = FIX F

where F g =cond([b]lg,go [ 7 14s, Id)
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Denotationelle Semantik (2)

Es bezeichnen:
e Id:>X.— 3. die identische Zustandstransformation:
Vo€ Id(o)=g40
e Error : . — 2. die konstante Zustandstransformation mit:

Vo € > Error(o)=gerror
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Denotationelle Semantik (3)

Zur Hilfsfunktion cond...
Funktionalitat...
cond: (ZI—-B)x (Z—-X)x (=)= (X—X)

Definiert durch...

gy o fallspo=tt

cond(pan.0) o = { 97 B0 7=

Zu den Argumenten und zum Resultat von cond...

e 1. Argument: Pradikat (in unserem Szenario total definiert; siehe Vor-
lesungsteil 1)

e 2.&3. Argument: Je eine partiell definierte Zustandstransformation

e Resultat: Wieder eine partiell definierte Zustandstransformation

Kap. 3 Denotationelle Semantik von WHILE 75




Denotationelle Semantik (4)

Zur Hilfsfunktion FIX...
Funktionalitat...
FIX  (Z-2)>(EZ—-D)—=(=—>%)
Definiert durch...
Fg=cond([b]p,g0[nlas Id)
Daraus ergibt sich...

e FIX ist ein Funktional (“Zustandstransformationsfunktio-
nal)

e Die denotationelle Semantik der while-Schleife ist ein Fix-
punkt des Funktionals F' (und zwar der kleinste!)

Mehr Details zu FIX und Co. spater!
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Denotationelle Semantik (5)

e Operationelle Semantik
...der Fokus liegt darauf, wie ein Programm ausgefiihrt
wird

e Denotationelle Semantik
...der Fokus liegt auf dem Effekt, den die Ausflihrung ei-
nes Programms hat: Fiir jedes syntaktische Konstrukt gibt
es eine semantische Funktion, die ersterem ein mathema-
tisches Objekt zuweist, i.a. eine Funktion, die den Effekt
der Ausfiihrung des Konstrukts beschreibt (jedoch nicht,
wie dieser Effekt erreicht wird).

Kap. 3 Denotationelle Semantik von WHILE 77

Denotationelle Semantik (6)

Zentral fiir denotationelle Semantiken: Kompositionalitat!

Intuitiv:

e Fiir jedes Element der elementaren syntaktischen Kon-
strukte/Kategorien gibt es eine zugehdrige semantische
Funktion

e Fir jedes Element eines zusammengesetzten syntaktischen
Konstrukts/Kategorie gibt es eine semantische Funktion,
die Uber die semantischen Funktionen der Komponenten
des zusammengesetzten Konstrukts definiert ist.
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Denotationelle Semantik (7)

Lemma 3.1

Fir alle m € Prg ist durch die Gleichungen von Folie “Deno-
tationelle Semantik (1)"” eine (partielle) Funktion [« ] s defi-
niert, die denotationelle Semantik von 7.
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Hauptergebnisse

Theorem

V& € Pl’g [[W]]sosz[[ﬂ-]]ns: [[ﬂ-]]ds

Die Aquivalenz der strukturell operationellen, natiirlichen und
denotationellen Semantik von WHILE legt es nahe, den se-
mantikangebenden Index in der Folge fortzulassen und ver-
einfachend von [ ] als der Semantik der Sprache WHILE zu
sprechen:

[[]]:Prg—>(Z—>ZE)
definiert durch

[ ]]:df[[ ]]sos

Kap. 3.1 Fixpunktfunktional
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WHILE — Denotationelle Semantik (1)

e Prg ...bezeichne die Menge aller Programme der Sprache
WHILE
Denotationelle Semantik

[ 14 :Prg— (= — %)
Somit...

e Die denotationelle Semantik eines WHILE-Programmes ist
eine (partiell definierte) Zustandstransformation, wobei die
Menge der Zustande gegeben ist durch

Y=y{o|o:V — D}
Beachte...
e Auch die operationelle (die strukturell operationelle wie auch die
natirliche) Semantik eines WHILE-Programms ist eine (partiell de-

finierte) Zustandstransformation auf X, nicht aber die axiomatische
Semantik.

WHILE — Denotationelle Semantik (2)

Erinnerung:
[ skip], = Id

[abort],, = Error

[z:=tl4(o) =ollt]alo)/]

[71; mollgy=0m204 o [mlys

[if b then 7 else 5 fi]l,, = cond([ b1 [ 71 Dusr [ 72 Dus)
[while b do = od ], = FIX F

where F g = cond([b]lg, g0 [ 745 Id)
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WHILE — Denotationelle Semantik (3)

Noch offen...

e Die Bedeutung von...
— cond und

— FIX F

Diese Bedeutung wollen wir in der Folge aufklaren...
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Zur Bedeutung von cond

Hilfsfunktion cond...

Funktionalitat...
cond  (Z—-B)x (=) x(Z—-X)—>(X—X)

Definiert durch...

gr o ifpo=tt

cond(p, g1,92) 0 =qf { go o0 ifpo=ff

Zu den Argumenten und zum Resultat von cond...

e 1. Argument: Pradikat (in unserem Szenario total definiert; siehe Vor-
lesungsteil 1)

e 2.&3. Argument: Je eine partiell definierte Zustandstransformation

e Resultat: Wieder eine partiell definierte Zustandstransformation
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Damit erhalten wir

...fur die Bedeutung der Fallunterscheidung

[if b then 7 else 75 fi]y, o

= CO’I’Ld([[b]]B,[Iﬂ']_ ]]dsa[[ﬂ-Q ]]ds) (o}
o’ falls ([b]g o=ttt
VvV ([blg o =1t
error falls ([b]lg o=ttt
V ([b]lg o =1t
undef falls ([b]g o=tt
VvV ([blg o =1t

[71]as o=0")
[ lgs o =0)
[ 7114 0 =error)
[ 72 4s 0 =error)
[ 71 ]4s © =undef)
[ 7o 14s © =undef)

>>>>> >

Erinnerung:

e [b] ist in unserem Szenario total definiert; [b] 3 o ist daher stets von
undef verschieden.
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Zur Bedeutung von FIX F
Funktionalitat...
FIX  (ZE-2) > (Z—D)—(Z—>X)
Definiert durch...
Fg=cond([blp,g0[7]as Id)
Daraus ergibt sich...

e FIX ist ein Funktional (“Zustandstransformationsfunktio-
nal")

e Die denotationelle Semantik der while-Schleife ist ein Fix-
punkt des Funktionals F (und zwar der Kkleinste!)
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Schrittweise zur denotationellen Se-
mantik der while-Schleife

Dazu folgende Beobachtung...

e while b do m od muss dieselbe Bedeutung haben wie...
if b then (7; while b do 7w od) else skip fi

Daraus folgt...
e [while b do 7 od ], =cond([b], [ while b do 7 od [, 0 [ 7 1145, Id)
uUnd daraus schlieBlich...

e [while b do 7 od ]l;,; muss Fixpunkt des Funktionals F' sein, dass defi-
niert ist durch

F 9= cond([[b]]B,go [[ﬂ-]]dsrld)

Oder anders ausgedrickt, es muss gelten:
[ while b do 7 od ], = F'([ while b do 7 od ],,)

...was uns wie gewilinscht zu einer kompositionellen Definition von
[ while b do = od ], und damit von [ ], insgesamt fiihren wird.

Etwas formaler: Unser Arbeitsplan

Erforderlich...
e Einige Resultate aus der Fixpunkttheorie
Zu tun...

e Nachzuweisen, dass diese Resultate auf unsere Situation
anwendbar sind.

AnschlieBend bleibt nachzuholen...

e Der mathematische Hintergrund (Ordnungen, CPOs,
Stetigkeit von Funktionen) und die bendtigten Resultate
(Fixpunktsatz)
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Folgende drei Argumente...

...werden dafiir entscheidend sein
1. [ — X] kann vollstandig partiell geordnet werden.
2. F im Anwendungskontext ist stetig

3. Fixpunktbildung im Anwendungskontext wird ausschlieB-
lich auf stetige Funktionen angewendet.

Insgesamt ergibt sich dann daraus die Wohldefiniertheit von

[ lgs:Prg— (X — %)
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Ordnung auf Zustandstransformationen

Bezeichne...

e [~ — 3] die Menge der partiell definierten Zustandstrans-
formationen.

Wir definieren...

g1 C go <= Vo € X. g1 0 definiert =o' = go o definiert =o'

mit g1,92 € [ — ]
Lemma 3.1.1
1. ([X —X],C) ist eine partielle Ordnung.

2. Die total undefinierte (d.h. nirgends definierte) Funktion
1L X=X mit L o=wundef fur alle ¢ € X ist kleinstes
Element in ([ — X],D)
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Ordnung auf Zustandstransformationen

Sogar...

Lemma 3.1.2
Das Paar ([~ — X],C) ist eine vollstdndige partielle Ordnung
(CPO) mit kleinstem Element L.

Weiter gilt: Die kleinste obere Schranke LIY einer Kette Y ist
gegeben durch

graph(LIY) =U{graph(g)|g € Y}
Das heiBt: (LUY)o=0¢' <= Jg€VY. g o=0’
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Einschub: Graph einer Funktion

Der Graph einer totalen Funktion f : M — N ist definiert durch
graph(f)=g {(m,n) € M x N|f m=n}
Es gilt:
e (m,n) € graph(f) A (m,n') € graph(f) = n=n’ (rechtseindeutig)

e Vmée M. 3n e N. (m,n) € graph(f) (linkstotal)

Der Graph einer partiellen Funktion f : M — N mit Definitions-
bereich MyC M ist definiert durch

graph(f)=gr {{m,n) € M x N|f m=nAm € My}

Vereinbarung...
Fir f: M — N partiell definierte Funktion auf My C M schreiben wir

e f m=n, falls (m,n) € graph(f)

o f m=undef, falls m & My
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Stetigkeitsresultate (1)

Lemma 3.1.3
Sei gg € [ —X], sei p € [~ — B] und sei F definiert durch

F g=cond(p, g, 90)
Dann gilt: F ist stetig.

Zur Erinnerung: Seien (C,C¢) und (D,Cp) zwei CPOs und sei f : C — D
eine Funktion von C nach D.
Dann heiBt f...

e monoton gdw. Vc¢,d € C. cCe c = f(c) Cp f()
(Erhalt der Ordnung der Elemente)

o stetig gdw. V' C C. f(Lec) =p Upron
(Erhalt der kleinsten oberen Schranken)
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Stetigkeitsresultate (2)

Lemma 3.1.4
Sei gg € [ — X] und sei F definiert durch

F g=gogo
Dann gilt: F ist stetig.
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Zusammen mit...

Lemma 3.1.5

Die Gleichungen zur Festlegung der denotationellen Semantik
von WHILE (vgl. Folie 15 von heute) definieren eine totale
Funktion

[ 1as € [Prg— (X —>0)]

...sind wir durch! Wir kdnnen beweisen:
[D4s:Prg— (X — )

ist wohldefiniert!
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Und somit wie anfangs angedeutet...

AuS...

1. Die Menge [~ — %] der partiell definierten Zustandstrans-
formationen bildet zusammen mit der Ordnung C eine
CPO.

2. Funktional F mit “F g=cond(p, g,g0)" und “gogg" ist stetig

3. In der Definition von [ ];s wird die Fixpunktbildung aus-
schlieBlich auf stetige Funktionen angewendet.
...ergibt sich wie gewlinscht:
[14s:Prg— (= — %)
...ist wohldefiniert!
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Kap. 3.2 Mengen, Relationen, Ordnun-
dgen und Verbande
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Mathematische Grundlagen

im Zusammenhang mit der...
1. Definition abstrakter Semantiken flir Programmanalysen

2. Definition der denotationellen Semantik von WHILE im
Detail
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Wichtig insbesondere...

e Mengen, Relationen, Verbande
e Partielle und vollstandige partielle Ordnungen

e Schranken, Fixpunkte und Fixpunkttheoreme
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Mengen und Relationen 1(2)
Sei M eine Menge und R eine Relation auf M, d.h. RC M x M.
Dann heiBt R...

e reflexiv gdw. Vm € M. m Rm

e transitiv gdw. Vm,n,pe M. mRn N nRp = mRp

e antisymmetrisch gdw. Vm,n € M. mRn AnRm = m=mn

Dariiberhinaus... (in der Folge allerdings weniger wichtig)
e symmetrisch gdw. Vm,n € M. mRn <= nRm

e total gdw. Vm,n € M. mRn V nRm
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Mengen und Relationen 2(2)
Eine Relation R auf M heil3t
e Quasiordnung gdw. R ist reflexiv und transitiv

e partielle Ordnung gdw. R ist reflexiv, transitiv und anti-
symmetrisch

Zur Vollstandigkeit sei erganzt...

e Aquivalenzrelation gdw. R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch

...eine partielle Ordnung ist also eine antisymmetrische Quasiordnung, eine
Aquivalenzrelation eine symmetrische Quasiordnung.
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Schranken, kleinste, groB3te Elemente
Sei (Q,C) eine Quasiordnung, sei ¢ € Q und Q' C Q.
Dann heiBt q...

e obere (untere) Schranke von @', in Zeichen: Q' C q (¢ C
Q"), wenn fur alle ¢ € Q' gilt: ¢/ Cq (¢ C ¢)

e kleinste obere (gréBte untere) Schranke von @', wenn q
obere (untere) Schranke von Q' ist und fir jede andere
obere (untere) Schranke g von Q' gilt: ¢ C ¢ (GC q)

e groBtes (kleinstes) Element von Q, wenn gilt: Q C q (¢ C Q)
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Eindeutigkeit von Schranken

e In partiellen Ordnungen sind kleinste obere und groBte un-
tere Schranken eindeutig bestimmt, wenn sie existieren.

e Existenz (und damit Eindeutigkeit) vorausgesetzt, wird
die kleinste obere (groBte untere) Schranke einer Menge
P’ C P der Grundmenge einer partiellen Ordnung (P,C)
mit LJP’ (I'1P") bezeichnet. Man spricht dann auch vom
Supremum und Infimum von P’.

e Analog flr kleinste und groBte Elemente. Existenz voraus-
gesetzt, werden sie Ublicherweise mit L und T bezeichnet.
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Verbande und vollstandige Verbande

Sei (P,C) eine partielle Ordnung.

Dann heiBt (P,C)...

e Verband, wenn jede endliche Teilmenge P’ von P eine klein-
ste obere und eine groBte untere Schranke in P besitzt

e Vvollstidndiger Verband, wenn jede Teilmenge P’ von P eine
kleinste obere und eine groBte untere Schranke in P besitzt

...(vollsténdige) Verbdnde sind also spezielle partielle Ordnungen.
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Volilstandige partielle Ordnungen

...ein etwas schwacherer, aber in der Informatik oft ausreichen-
der und daher angemessenerer Begriff.

Sei (P,C) eine partielle Ordnung.
Dann heiBt (P,C)...
e vollstdndig, kurz CPO (von engl. complete partial order),

wenn jede aufsteigende Kette K C P eine kleinste obere
Schranke in P besitzt.

Es gilt:

e Eine CPO (C,C) (genauer ware: “kettenvollstédndige partielle Ordnung
(engl. chain complete partial order (CCPO)") besitzt stets ein klein-
stes Element, eindeutig bestimmt als Supremum der leeren Kette und
iiblicherweise mit L bezeichnet: L=4 L 10.
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Ketten

Sei (P,C) eine partielle Ordnung.

Eine Teilmenge K C P heiBt...

e Kette in P, wenn die Elemente in K total geordnet sind.
Fir K={kgC ki CkoC...} ({ko dky Jdkod...}) spricht
man auch genauer von einer aufsteigenden (absteigenden)
Kette in P.

Eine Kette K heiBt...

e endlich, wenn K endlich ist, sonst unendlich.
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Kettenendlichkeit, endliche Elemente

Eine partielle Ordnung (P,C) heiBt

e kettenendlich gdw. P enthalt keine unendlichen Ketten

Ein Element p € P heiB3t

e endlich gdw. die Menge Q=4 {q € P|q C p} keine unendli-
che Kette enthalt

e endlich relativ zu r € P gdw. die Menge Q=4 {q € P|r C
g C p} keine unendliche Kette enthadlt
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(Standard-) CPO-Konstruktionen 1(4)

Flache CPOs...
Sei (C,C) eine CPO. Dann heiBt (C,C)...

e flach, wenn fur alle ¢,d € C gilt: cCd<c=1 V c=d

G & &G 6 &G G &

N

1
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(Standard-) CPO-Konstruktionen 2(4)

Produktkonstruktionen...

Seien (P1,C1),(P>,C5),...,(Py,Cy) CPOs. Dann sind auch...

e das nichtstrikte (direkte) Produkt (X P;,C) mit
(q1,92,---,an) € X Py (p1,p2,---,pn) C (q1,92,---,qn) =
e und das strikte (direkte) Produkt (smash Produkt) mit
- (Q®P,O)=(PL P Q... 0 P,,C), wobei C wie oben
definiert ist, jedoch zusatzlich gesetzt wird:
(p1,p2,--ypn)=L=3i€{1,...,n}. p; =1,
CPOs.
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(Standard-) CPO-Konstruktionen 3(4)

Summenkonstruktion...

Seien (P1,C1),(P>,C5),...,(Py,Cy) CPOs. Dann ist auch...

e die direkte Summe (@ P;,C) mit...

—(@®P,C)= (PLUP, U ... U P,,C) disjunkte Vereini-
gung der P;, i € {1,...,n} und Vp,q € ®P,.. pC q =
Ji e {1,...,n}. p,q € P, A p C; ¢ und der Identifika-
tion der kleinsten Elemente der (P;,5;), i € {1,...,n},
d.h. L=dei, XS {l,...,n}

eine CPO.
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(Standard-) CPO-Konstruktionen 4(4)

Funktionenraum...

Seien (C,C¢) und (D,Ep) zwei CPOs und [C — D]=gy
{f:C — D | f stetig} die Menge der stetigen Funktionen von
C nach D.

Dann ist auch...

e der stetige Funktionenraum ([C — D],C) eine CPO mit
—Vfg€lC—D] fCg+=VcelC. f(c)Epyg(c)
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Funktionen auf CPOs / Eigenschaften

Seien (C,C¢) und (D,Cp) zwei CPOs und sei f : C — D eine
Funktion von C nach D.

Dann heiBt f...

e monoton gdw. Ve, € C. cC ¢ = f(c) Ep f()
(Erhalt der Ordnung der Elemente)

e stetig gdw. VC' C C. f(UsC) =p Upf(ch)
(Erhalt der kleinsten oberen Schranken)

Sei (C,C) eine CPO und sei f:C — C eine Funktion auf C.
Dann heiBt f...

e inflationdr (vergréBernd) gdw. Vc e C. cC f(c)
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Funktionen auf CPOs / Resultate

Mit den vorigen Bezeichnungen gilt...

Lemma
f ist monoton gdw. V' C C. f(WdsC") Jp Upf(ch)

Korollar
Eine stetige Funktion ist stets monoton, d.h. f stetig = f
monoton.
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(Kleinste und groBte) Fixpunkte 1(2)

Sei (C,C) eine CPO, f:C — C eine Funktion auf C und sei ¢
ein Element von C, also ce C.

Dann heiBt ¢ ...
e Fixpunkt von f gdw. f(c) =c
Ein Fixpunkt ¢ von f heiBt...
e kleinster Fixpunkt von f gdw. Vde C. f(d)=d=cCd

e groBter Fixpunkt von f gdw. Vd e C. f(d)=d=dCc
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(Kleinste und groBte) Fixpunkte 2(2)

Seien d,cqy € C. Dann heiBt ¢4 ...

e bedingter kleinster Fixpunkt von f bezlglich d gdw. ¢; ist
der kleinste Fixpunkt von C mit d C ¢4, d.h. fur alle anderen
Fixpunkte z von f mit d C z gilt: ¢4 C .

Bezeichnungen:
Der kleinste bzw. groBte Fixpunkt einer Funktion f wird oft
mit pf bzw. vf bezeichnet.
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Fixpunktsatz

Theorem 3.2.1 (Knaster/Tarski, Kleene)
Sei (C,C) eine CPO und sei f: C — C eine stetige Funktion
auf C.

Dann hat f einen kleinsten Fixpunkt pf und dieser Fixpunkt
ergibt sich als kleinste obere Schranke der Kette (sog. Kleene-
Kette) {1, f(L), f2(L),...}, d.h.

pf =Uieng F/(0) =L, £(1), £2(1), ..}
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Beweis des Fixpunktsatzes 3.2.1 1(4)

Zu zeigen: uf...
1. existiert
2. ist Fixpunkt

3. ist kleinster Fixpunkt
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Beweis des Fixpunktsatzes 3.2.1 2(4)

1. Existenz
e Esgilt fO L =1 und L Ce¢ fiir alle c e C.

e Durch vollstandige Induktion lasst sich damit zeigen:
L E fic fur alle c € C.

e Somit gilt f*L C f™1 fur alle n,m mit n < m. Somit ist
{f"L | n > 0} eine (nichtleere) Kette in C.

e Damit folgt die Existenz von I_IieNofi(J_) aus der CPO-
Eigenschaft von (C,C).
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Beweis des Fixpunktsatzes 3.2.1 3(4)

2. Fixpunkteigenschaft

F(Wieng F(1)
(f stetig) = Llien,F(f"L)
= uielenJ—
(K Kette = LUK=1U0UK) = Uiy /L U L
(f°=1) = LenL
= Lien /" (L)
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Beweis des Fixpunktsatzes 3.2.1 4(4)

3. Kleinster Fixpunkt

— Sei ¢ beliebig gewahlter Fixpunkt von f. Dann gilt L C ¢
und somit auch f*1 C f"c fur alle n > 0.

— Folglich gilt f*1 C ¢ wg. der Wahl von ¢ als Fixpunkt
von f.

— Somit gilt auch, dass c¢ eine obere Schranke von
{fi(L) | i € Ng} ist.
— Da I_IieNOfi(J_) nach Definition die kleinste obe-

re Schranke dieser Kette ist, gilt wie gewinscht
U’LENon(J—) E C.
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Bedingte Fixpunkte

Theorem 3.2.2 (Endliche Fixpunkte)
Sei (C,C) eine CPO, sei f: C — C eine stetige, inflationadre
Funktion auf C' und sei d € C.

Dann hat f einen kleinsten bedingten Fixpunkt pf; und die-
ser Fixpunkt ergibt sich als kleinste obere Schranke der Kette

{d, f(d), f2(d), ...}, d.h.
pfa=Uien, fi(d) =LI{d, f(d), f2(d),.. .}
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Endliche Fixpunkte

Theorem 3.3.3 (Endliche Fixpunkte)
Sei (C,C) eine CPO und sei f: C — C eine stetige Funktion
auf C.

Dann gilt: Sind in der Kleene-Kette von f zwei aufeinanderfol-
gende Glieder gleich, etwa fi(L) = fit1(1), so gilt uf = fi(L).
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Existenz endlicher Fixpunkte

Hinreichende Bedingungen flir die Existenz endlicher Fixpunkte
sind...

e Endlichkeit von Definitions- und Wertebereich von f

e f ist von der Form f(c)=cU g(c) fir monotones g lber
kettenendlichem Wertebereich
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Kapitel 4 Axiomatische Semantik von
WHILE
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AXxiomatische Semantik

Insbesondere: ...Korrektheit und Vollstandigkeit der axioma-
tischen Semantik

Erinnerung:

e Hoare-Tripel (syntaktische Sicht) bzw. Korrektheitsfor-
meln (semantische Sicht) der Form

{p} = {q} bzw. [p] 7 [q]

e Giltigkeit einer Korrektheitsformel im Sinne
— partieller Korrektheit

— totaler Korrektheit
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Kapitel 4.1 Partielle und totale Korrekt-
heit
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Definition partieller Korrektheit
Sei w € Prg ein WHILE-Programm:

Eine Hoaresche Zusicherung {p} = {q} heiBt

e giiltig (im Sinne der partiellen Korrektheit) oder kurz
(partiell) korrekt gdw. fiir jeden Anfangszustand o gilt:
ist die Vorbedingung p in o erfullt und terminiert die zu-
gehorige Berechnung von w angesetzt auf o regular in ei-
nem Endzustand ¢/, dann ist auch die Nachbedingung q in

Definition totaler Korrektheit
Sei w € Prg ein WHILE-Programm:

Eine Hoaresche Zusicherung [p] 7 [q] heiBt

e giiltig (im Sinne der totalen Korrektheit) oder kurz (total)
korrekt gdw. fur jeden Anfangszustand o gilt: ist die Vor-
bedingung p in o erflllt, dann terminiert die zugehorige
Berechnung von w angesetzt auf o regular mit einem End-
zustand ¢/ und die Nachbedingung q ist in ¢’ erfillt.

o’ erfillt.
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Partielle und totale Korrektheit
e Die Zustandsmenge
Ch(p)=gr{oc € Z|[plp(o) = tt}
heiBt Charakterisierung von p € Bexp.
Intuitiv

“Totale Korrektheit = Partielle Korrektheit 4+ Terminierung”
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e Semantik von Korrektheitsformeln:
Eine Korrektheitsformel {p} 7 {q} heiBt

— partiell korrekt (in Zeichen: =, {p} 7 {q}), falls
[=1(Ch(p)) € Ch(q)

— total korrekt (in Zeichen: =y {p} = {q}), falls
{p} m {q} partiell korrekt ist und Def([7]) D Ch(p) gilt.

Dabei bezeichnet Def([[7]) die Menge aller Zustande,
fur die w reguldr terminiert.

Konvention: [ 7 J(Ch(p))=g4 {[71(c) |0 € Ch(p)}
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Erinnerung

...an einige Sprechweisen:

Ein (deterministisches) Programm

e angesetzt auf einen Anfangszustand o terminiert regular
gdw. m nach endlich vielen Schritten in einem Zustand ¢’ €
3~ endet.

e angesetzt auf einen Anfangszustand o terminiert irregular
gdw. 7 nach endlich vielen Schritten zur Konfiguration
undef fuhrt.

e Ein Programm = heiBBt divergent gdw. « terminiert flr kei-
nen Anfangszustand regular.
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Veranschaulichung (1)

...der Charakterisierung Ch(p) einer logischen Formel p:

Menge aller Zustande

Charakterisierung von gh(p) < Z
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Veranschaulichung (2)

...der Giiltigkeit eine Hoareschen Zusicherung {p} = {q} im
Sinne partieller Korrektheit:

Menge aller Zustande

Charakterisierung ;/on gh(p) =< X

Definitionsbereich vor : ) < X

Bild von [L TUL far Tt

Bild von [L TUI fiir TUI) ~ Ch(p)

Veranschaulichung (3)

...der Gliltigkeit eine Hoareschen Zusicherung [p] 7 [q] im Sinne
totaler Korrektheit:

Menge aller Zustande

Charakterisierung von gh(p) = 2

Definitionsbereich vonr : ) = X

Bild von [L TUL fur Tt

Bild von [[ TUI fiir Ttl) ~ Ch(p)




Starkste Nachbedingungen, schwachste
Vorbedingungen

In der Folge:

Prazisierung von...
e Starkste Nachbedingungen

e Schwachste Vorbedingungen
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Starkste Nach- und schwachste Vorbe-
dingungen (1)

In der Situation der vorigen Abbildungen gilt:

o [ 7 (Ch(p)) heiBt stdrkste Nachbedingung von « beziiglich
p.

o [7] Y(Ch(q)) heiBt schwéchste Vorbedingung von
beziiglich ¢, wobei [7] 1 (Z)=4{c € =|[7](0) € &'}

o [7] 1(Ch(q)) U C(Def([x])) heiBt schwichste liberale
Vorbedingung von w beziglich g, wobei C den Mengenkom-
plementoperator (bzgl. der Grundmenge X) bezeichnet.
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Starkste Nach- und schwachste Vorbe-
dingungen (2)

Lemma 4.1.1

Ist [ =] total definiert, d.h. gilt Def([[w]) = X, dann gilt fir
alle Formeln p und gq:

[~ 1(Ch(p)) € Ch(q) <= [71 '(Ch(a)) 2 Ch(p)

Beweis: Ubungsaufgabe
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Partielle vs. totale Korrektheit

Lemma 4.1.2

Flr deterministische Programme = gilt:

[p] 7 [al = {p} 7 {qa}
d.h. fir deterministische Programme impliziert totale Korrekt-
heit bzgl. eines Paars aus Vor- und Nachbedingung auch par-
tielle Korrektheit bzgl. dieses Paars aus Vor- und Nachbedin-
gung.
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Schwachste VVor- und starkste Nachbe-
dingungen

...noch einmal anders betrachtet:
Definition
Seien A, B, A1, Aj, ... (logische) Formeln
e A heiBt schwéicher als B, wenn gilt: B= A

e A; heiBt schwdchste Formel in {Aq, As,...}, wenn gilt:
Aj=A; fur alle j.
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Schwachste Vorbedingungen
Definition

Sei w ein Programm und ¢ eine Formel.
Dann heiBt

e wp(m,q) schwéichste Vorbedingung fiir totale Korrektheit
von 7 beziiglich (der Nachbedingung) g, wenn

[wp(m, ¢)] 7 [q]

total korrekt ist und wp(w,q) die schwachste Formel mit
dieser Eigenschaft ist.

e wip(m,q) schwichste liberale Vorbedingung fiir partielle
Korrektheit von © beziiglich (der Nachbedingung) ¢, wenn

{wlp(r,q)} = {q}

partiell korrekt ist und wip(w, q) die schwachste Formel mit
dieser Eigenschaft ist.

Starkste Nachbedingungen (1)

Analog zu A ist schwdéicher als B lasst sich definieren:

e A heiBt starker als B, wenn gilt: B ist schwacher als A,
d.h. wenn gilt: A= B

e A; heiBt starkste Formel in {A1, Aa,...}, wenn gilt: A;= A;
fur alle j.

Zum Uberlegen:

Ist es sinnvoll, den Begriff der stdrksten (liberalen) Nachbe-
dingung spo(p,7) bzw. slpo(p,7) “in genau gleicher Weise”
zum Begriff der schwachsten (liberalen) Vorbedingung wp(w, q)
bzw. wip(w,q) zu gegebenem Programm =« und Vorbedingung
p zu betrachten?
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Starkste Nachbedingungen (2)

Betrachte...

Definition(sversuch)

Sei 7 ein Programm und p eine Formel.
Dann heiBt

e spo(p, ) stdrkste Nachbedingung fir totale Korrektheit von
m beziiglich (der Vorbedingung) p, wenn

[p] ™ [spo(p,m)]
total korrekt ist und spo(p, w) die starkste Formel mit dieser
Eigenschaft ist.

e slpo(p, ) starkste liberale Nachbedingung fiir partielle Kor-
rektheit von = beziiglich (der Vorbedingung) p, wenn

{p} = {slpo(p, ™)}
partiell korrekt ist und slpo(p,n) die starkste Formel mit
dieser Eigenschaft ist.




Starkste Nachbedingungen (3)

Fragen

e Gibt es Programme = und Formeln p derart, dass
— spo(p, )
— slpo(p, )
unterscheidbar, d.h. logisch nicht aquivalent sind?
e Wie passen die hier betrachteten Begriffe von schwachsten

Vor- und starksten Nachbedingungen mit denen auf Folie
13 von diesem Vorlesungsteil betrachteten zusammen?
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Kapitel 4.2 Beweiskalkul fur partielle
Korrektheit

Kap. 4.2 Beweiskalkil fur partielle Korrektheit 145

Hoare-Kalkul HKpy fur partielle Kor-
rektheit

[skip] {p}sk_ip{p}

[abort]

{p} abort {q}

[ass] ety w=t o}

{p} m1 {r}, {r} m {q}
[comp] {110} T {fJ}2

lite] pAbl ™ {a}, {pAb} w2 {q)
{p} if b then =y else =, fi {q¢}

, {Inb} m {1}
[while] {11 while b do = od {IA-b}

p=p1, {p1} ™ {1}, a1 =4
[cons] EEOEEC
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Diskussion von Vorwartszuweisungsregel(n)

e Eine Vorwadrtsregel fiir die Zuweisung wie

[aSSde] {p} z:=t {3z plz/z]\ z=t[z/z]}

mag natlrlich erscheinen, ist aber beweistechnisch unan-
genehm durch das Mitschleppen quantifizierter Formeln.

e Beachte: Folgende scheinbar naheliegende quantorfreie
Realisierung der Vorwartszuweisungsregel ist nicht korrekt:

[asSpqivel {p} ==t {p[t/=]}

Beweis: Ubungsaufgabe
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Kapitel 4.3 Beweiskalkul fur totale Kor-
rektheit
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II;Icg?re—Kalk[il HKrp fur totale Korrekt-
ei

...identisch mit HKpg, wobei aber Regel [while] ersetzt ist
durch:

- INb=u[t/v], {IANbAt=w} 7 {IANt<w}
[whilerk] {17 while b do = od {7 A-b]

wobei
e u Boolescher Ausdruck uber der Variablen v,
e t Term,
e w Variable, die in I, b, w und t nicht frei vorkommt,

o M=y {o(v)|o € X A [u]p(c)=tt} noethersch geordnete
Menge (sog. noethersche Halbordnung).

~» Terminationsordnung!
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Zur Vollstandigkeit
...Sseien die Ubrigen Regeln des Hoare-Kalkll HKpg fur totale
Korrektheit hier ebenfalls angegeben:
— Bemerkung

[skip] {p} skip {p}

[ass] ety w=t 4}

{p} m1 {r}, {r} m {q}
[comp] {110} T {fJ}2

{p} 1T b then =y else = fi {¢}

p=p1, {p1} 7 {@1}, a1 =4¢
{r} = {q}

[cons]

Zum Uberlegen: Warum fehlt eine Regel fiir abort?
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In den vorigen Regeln verwenden wir geschweifte statt ecki-
ger Klammern flir zugesicherte Eigenschaften, um einen Be-
zeichnungskonflikt mit der ebenfalls durch eckige Klammern
bezeichneten syntaktischen Substitution zu vermeiden.
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Wohlfundierte oder Noethersche Ord-
nungen (1)
Definition

Sei P eine Menge und sei < eine irreflexive und transitive Re-
lation auf P.

Dann ist das Paar (P, <) eine irreflexive partielle Ordnung.

Beispiele: (Z,<), (Z,>), (N, <), (N,>)
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Wohlfundierte oder Noethersche Ord-
nungen

Definition

Sei (P, <) eine irreflexive partielle Ordnung und sei W eine
Teilmenge von P.

Dann heiBt die Relation < auf W wohlfundiert, wenn es keine
unendlich absteigende Kette

Le<wry <wp < wo
von Elementen w; € W gibt.

Das Paar (W, <) heiBt dann eine wohlfundierte Struktur oder
auch eine wohlfundierte oder Noethersche Ordnung.

Sprechweise: Gilt w < w' fur w,w’ € W, sagen wir, w ist kleiner
als w' oder w' ist gréBer als w.

Beispiele: (N, <), aber nicht (Z, <), (Z,>) oder (N,>)
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Wohlfundierte oder Noethersche Ord-
nungen (3

Konstruktionsprinzipien fur wohlfundierte Ordnungen aus ge-
gebenen wohlfundierten Ordnungen...

Lemma 4.3.1
Seien (W1,<1) und (W5, <) zwei wohlfundierte Ordnungen.

Dann sind auch

o (W1 xWos, <com) Mit komponentenweiser Ordnung definiert
durch

(m1,m2) <com (n1,n2) gdw. mq <1 n1 Amo <o no
o (W1 x Wo, <o) Mit lexikographischer Ordnung def. durch
(m1,m2) <jep (n1,m2) gdw.
(m1 <1mn1) V (m1=n1 A mp<pnp)

wohlfundierte Ordnungen.

Anmerkungen zu...

...den der
e Konsequenzregel [cons] und der
e Schleifenregeln [whilepg] und [whilepg]

von HKpy bzw. HKpgi zugrundeliegenden Intuitionen.
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Zur Konsequenzregel (1)

p=p1, {p1} ™ {a1}, a1 =4¢

[cons] R

Intuitiv:

Die Konsequenzregel

e ...stellt die Schnittstelle zwischen Programmyverifikation
und den logischen Formeln der Zusicherungssprache dar
e ...erlaubt es,

— Vorbedingungen zu verstarken
(Ubergang von p; zu p méglich, falls p=>p; (& Ch(p) C Ch(p1))

— Nachbedingungen abzuschwachen
(Ubergang von ¢ zu ¢ mdglich, falls g1 =q (& Ch(q1) C Ch(q))

...um so die Anwendung anderer Beweisregeln zu
ermaoglichen.
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Zur Konsequenzregel (2)

Veranschaulichung von Verstarkung und Abschwachung:

Menge aller Zustande

“Chipy)

p=—>n {p} m{ay 9, == ¢
zB.: x>5=—> x>0 {x>0}T{y>5} y>5—> y>0
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Zur while-Regel in HKpy

{IAB} « {I}
{1} while b do = od {IA-b}

[while]

Intuitiv:

e Das durch I beschriebene Pradikat gilt...

— vor und nach jeder Ausfliihrung des Rumpfes der while-
Schleife

— und wird deswegen als Invariante der while-Schleife be-
zeichnet.
e Die while-Regel besagt weiter, dass

— wenn zusdtzlich (zur Invarianten) auch b vor jeder
Ausflihrung des Schleifenrumpfs gilt, dass nach Beendi-
gung der while-Schleife = b wahr ist.
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Zur while-Regel in HK7g (1)

Erinnerung:
: INb=ult/v], {INbAt=w} 7 {I ANt<w}
[whilerk] {17 while b do = od {IA=b}
wobei

e u Boolescher Ausdruck uber der Variablen v,
e ¢t arithmetischer Term,
e w Variable, die in I, b, m und t nicht frei vorkommt,

o M=g4{o(v)|o € X A [u]p(o)=tt} noethersch geordnete
Menge (sog. noethersche Halbordnung).

~» Terminationsordnung!
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Zur while-Regel in HKpg (2)

e Pramisse 1: IAb=ult/v]
Wann immer der Schleifenrumpf noch einmal ausgefuhrt wird (d.h. T Ab
ist wahr), gilt, dass u[t/v] wahr ist, woraus aufgrund der Definition von
M folgt, dass der Wert von t Element einer noethersch geordneten
Menge ist.

e Pramisse 2: {INbAt=w} m {INt < w}

— w speichert den initialen Wert von ¢ (w ist sog. logische Variable),
d.h. den Wert, den t vor Eintritt in die Schleife hat (gilt, da w als
logische Variable insbesondere nicht in m vorkommt)

— Zusammen damit, dass der Wert von w (als logische Variable) in-
variant unter der Ausfiihrung des Schleifenrumpfs ist, garantiert
t < w in der Nachbedingung von Pramisse 2, dass der Wert von ¢
nach jeder Ausfiihrung des Schleifenrumpfs bzgl. der noetherschen
Ordnung abgenommen hat.

e Zusammen implizieren die obigen beiden Punkte die Terminierung der
while-Schleife, da es in einer noethersch geordneten Menge keine un-
endlich absteigenden Ketten gibt. Folglich kann die Bedingung I Ab
in Pramisse 1 nicht unendlich oft wahr sein, da dies zusammen mit
Pramisse 2 ein unendliches Absteigen erforderte.)
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Programm- vs. logische Variablen

Wir unterscheiden in Zusicherungen {p} = {q} zwischen...

e Programmvariablen
...Variablen, die in m vorkommen

e |logischen Variablen
...Variablen, die in m nicht vorkommen

Logische Variablen erlauben...

e sich initiale Werte von Programmvariablen zu “merken”, um in Nach-
bedingungen geeignet darauf Bezug zu nehmen.

Beispiel:

e {r=n}y:=1, whilez# 1ldoy:=yxz;z:=z—10d {y=n! An>0}

...die Nachbedingung macht eine Aussage iiber den Zusammenhang
des Anfangswertes von z (gespeichert in n) und des schlieBlichen Wer-
tes von y.

e {r=n}y:=1, whilexz#1ldoy :=yxz;z:=z—10od {y=z! Az >0}

...die Nachbedingung macht eine Aussage iUber den Zusammenhang
der schlieBlichen Werte von z und y. (Beachte: nur mit Programmva-
riablen keine Aussage lber die Fakultatsberechnung in diesem Bsp.!)

HKTK VErsus HKPK

Beachte:

HK7 und HKpg sind bis auf die Schleifenregel (und die Regel
fur abort) identisch...

e Totale Korrektheit: [whiler k]

. IANb=uft/v], {INbAt=w} 7 {IANt<w}
[whilerk] {77 while b do = od {TA=b)

e Partielle Korrektheit: [whilepg]

. {INb} w {I}
[whilepk] 7y white b do = od (744
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Nachtrag zur totalen Korrektheit (1)

Oft, insbesondere fiir die von uns betrachteten Beispiele, reicht
folgende, weniger allgemeine Regel fir while-Schleifen, um
Terminierung und insgesamt totale Korrektheit zu zeigen.

I=t>0, {INbAt=w} 7 {IAt<w}
{I} while b do = od {IA-b}

[whileZ, ]

wobei
e t arithmetischer Term Uber ganzen Zahlen,

e w ganzzahlige Variable, die in I, b, w und ¢t nicht frei vor-
kommt,

Beachte: Statt beliebiger Terminationsordnungen hier Festle-
gung auf eine spezielle Noethersche Ordnung als Terminati-
onsordnung, namlich (N, <).
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Nachtrag zur totalen Korrektheit (2)
Beweistechnische Anmerkung:
“Zerlegt” man [while/.,] wie folgt:

I=1t>0, {INb} w {I}, {INbAt=w} 7 {t<w}
{I} while b do = od {I A-b}

[while/]. ]

wird deutlich, dass der Nachweis totaler Korrektheit einer Hoa-
reschen Zusicherung besteht aus

e dem Nachweis ihrer partiellen Korrektheit
e dem Nachweis der Termination

Diese Trennung kann im Beweis explizit vollzogen werden. Der
Gesamtbeweis wird dadurch modular. Oft gilt, dass der Ter-
minationsnachweis einfach ist.

Randbemerkung: Die obige Trennung kann fiir [whilerx] analog vorgenom-
men werden.
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Linearer vs. baumartiger Beweisstil

Vorteil linearen gegeniber baumartigen Beweisnotationsstils:
e wenig Redundanz

e daher insgesamt knappere Beweise
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Sprechweisen im Zshg. mit Hoare-
Tripeln (1)

Hoaresche Zusicherungen sind von einer der zwei Formen
e {p} m {q} und
o [p] 7 [d]

wobei

e p, q logische Formeln sind (meist pradikatenlogische For-
meln 1. Stufe) und

e m ein Programm ist.
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Sprechweisen im Zshg. mit Hoare-
Tripeln (2)

In einer Hoareschen Zusicherung von einer der Formen
e {p} 7 {q} und

e [p] 7 [q]

heiBen

e p und g Vor- bzw. Nachbedingung.
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Sprechweisen Im Zshg. mit Hoare-
Tripeln (3)

In einer Hoareschen Zusicherung werden ublicherweise

e geschweifte Klammern wie in

{p} ™ {q}

fur Tripel im Sinne partieller Korrektheit und

e eckige Klammern wie in

[p] = [q]

flr Tripel im Sinne totaler Korrektheit

benutzt.
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Sprechweisen Iim Zshg. mit Hoare-
Tripeln

Zwei Beispiele Hoarescher Zusicherungen:

{a > 0}
z:=a; y:=1;, whilez>1doy =yx*xz,z:=xz—1 od
{y =al}
...zum Ausdruck partieller Korrektheit von = bzgl. der Vorbe-
dingung a > 0 und der Nachbedingung y = a!l

[a > 0]
z:=a; y:=1, whilez>1doy =yx*xz,z:=z—1 od
[y = al]
...Zum Ausdruck totaler Korrektheit von w bzgl. der Vorbedin-
gung a > 0 und der Nachbedingung y = a!
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Sprechweisen im Zshg. mit Hoare-
Tripeln

Die Wortwahl

e Hoaresches Tripel oder kurz Hoare-Tripel bzw.

e Hoaresche Zusicherung oder kurz Korrektsheitsformel
betont jeweils die

e syntaktische bzw.

e semantische Sicht

auf

o {p} 7 {q} bzw. [p] 7 [q]
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Kapitel 4.3 Korrektheit und
Vollstandigkeit
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Korrektheit und Volistandigkeit von
HKPK und HKTK

Sei K ein Kalkil fir partielle bzw. totale Korrektheit
Zentral sind dann die Fragen der...

e Korrektheit: ...ist jede mithilfe von K ableitbare Korrekt-
heitsformel partiell bzw. total korrekt?

e \VolIstiandigkeit: ...ist jede partiell bzw. total korrekte Kor-
rektheitsformel mithilfe von K ableitbar?

Speziell:

e Sind HKpy und HKpg korrekt und vollstdndig?
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Hauptresultate

Zur Korrektheit:
Theorem [Korrektheit von HKpy und HK7g]

1. HKpg ist korrekt, d.h. jede mit HK py ableitbare Korrekt-
heitsformel ist gultig im Sinne partieller Korrektheit.

2. HKp ist korrekt, d.h. jede mit HKpg ableitbare Korrekt-
heitsformel ist giiltig im Sinne totaler Korrektheit.

Beweis ...durch Induktion Uber die Anzahl der Regelanwen-
dungen im Beweisbaum zur Ableitung der Korrektheitsformel.

Zur Volilstandigkeit:

Fur Korrektheitskalklle ist i.a. nur sog. relative Vollstandigkeit
moglich. Das gilt auch fur HKp und HK7g. Details dazu in
der Folge.
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Zur Korrektheit und_ Vollstandigkeit
Hoarescher Beweiskalkule

Sei K ein Hoarescher Beweiskalkiil (z.B. HKpg und HKrg).
Dann heiBt K...
e korrekt (engl. sound), falls gilt: Ist eine Korrektheitsformel

mit K herleitbar/beweisbar, dann ist sie auch semantisch
gultig. In Zeichen:

F {p}t 7 {¢} = F {p} 7 {q}

e Vvolistdndig (engl. complete), falls gilt: Ist eine Korrekt-
heitsformel semantisch giiltig, dann ist sie auch mit K her-
leitbar/beweisbar.

F {p} m{a} = + {p} 7 {q}
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Zur Korrektheit von HKpx und HEKpx

Theorem [Korrektheit von HKpy und HKypg]

1. HKpy ist korrekt, d.h. jede mit HK pg ableitbare Korrekt-
heitsformel ist giiltig im Sinne partieller Korrektheit:

ok {p} ™ {a} = Ep {p} 7 {q}

2. HKr ist korrekt, d.h. jede mit HK g ableitbare Korrekt-
heitsformel ist glltig im Sinne totaler Korrektheit:

Fao ] 7 [d] = FEu [p] 7 [d]

Beweis ...durch Induktion Uber die Anzahl der Regelanwendungen im Be-
weisbaum zur Ableitung der Korrektheitsformel.

Kap. 4.3 Korrektheit und Vollstandigkeit 176

Zur Volilstandigkeit Hoarescher Beweis-
kalkule

Generell mussen wir unterscheiden zwischen Vollstandigkeit
e extensionaler und
e intensionaler

Ansatze.
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Extensionale vs. intensionale Ansatze

e Extensional

~» Vor- und Nachbedingungen sind durch Pradikate be-
schrieben.

e Intensional

~» Vor- und Nachbedingungen sind durch Formeln einer
Zusicherungssprache beschrieben.
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Zur Vollstandigkeit von HKpy & HK1 g

Flr den extensionalen Ansatz gilt:

Theorem [Volistandigkeit von HKpy und HKpg]

1. HKpg ist vollstandig, d.h. jede im Sinne partieller Korrekt-
heit gultige Korrektheitsformel ist mit HKpy ableitbar:

Fpr {p} m {a} = Fp {p} 7 {q}

2. HKp ist vollstandig, d.h. jede im Sinne totaler Korrektheit
glltige Korrektheitsformel ist mit H Ky ableitbar:

Fuw [p] © [d] = by [p] 7 [q]

Beweis ...durch strukturelle Induktion lUber den Aufbau von =.
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Zur Volistandigkeit von HKpy & HKpp

Fur intensionale Ansatze (durch unterschiedliche Wahlen der
Zusicherungssprache) gilt Vollstandigkeit i.a. nur relativ zur
Entscheidbarkeit und Ausdruckskraft der Zusicherungsspra-
che.

Intuition

e Entscheidbarkeit
...ist die Giiltigkeit von Formeln der Zusicherungssprache algorithmisch
verifizierbar bzw. falsifizierbar?

e Ausdruckskraft

...lassen sich alle Pradikate, insbesondere schwachste und schwachste
liberale Vorbedingungen und Terminationsfunktionen, durch Formeln
der Zusicherungssprache beschreiben?

~» tieferliegende Frage: ...lassen sich schwachste Vorbedingungen
etc. syntaktisch ausdriicken?

Stichwort: Relative Vollstandigkeit im Sinne von CoOOK.
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Kapitel 4.4 Beweis partieller Korrekt-
heit: Zwei Beispiele
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Die beiden Beispiele im Uberblick 1(2)

...Beweis partieller Korrektheit von Hoareschen Zusicherungen
anhand zweier Programme zur Berechnung

e der Fakultat und

e der ganzzahligen Division mit Rest
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Die beiden Beispiele im Uberblick 2(2)

Im Detail:

Beweise, dass die beiden Hoareschen Zusicherungen

{a > 0}
r:=a, y:=1, whilex>1doy:=y*xx;z:=x—1 od
{y=al}
und
{x >0Ay >0}
q:=0;r:=zx;whiler>ydogqg:=q+1;,r:=r—y od
{r=qgxy+rA0<r<y}

gliltig sind im Sinne partieller Korrektheit.

In der Folge geben wir die Beweise daflir in baumartiger No-
tation an...
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (1)

Ass Ass
{m0* (-)1=al & (x-1)>0} y:=y*x {y* (x-1)!=al & (x-1)>0} {y*(x-1)!=al & (x-1)>0} x:=x-1{y*xi=al & x>0}
Comp
yrxizal & x>0 & x>1==> (y¥)* (x-1)1=al & (x-1)>0 {0m9* (D=2l & (x-1)>0} y:=y*x; x:=x-1{y*x!=al & x>0}
Cons
{y*xi=al & x>0 & x>1} y:=y*x; x:=x-1{y*xi=al & x>0}
While
T {y*xi=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*x; x:= -1 OD {y*x!=al & x>0 & ~(x>1)} yrxi=al & x>0& ~(x>1) =>y=al
Cons Cons

{250} x:=a y:=1{y*xi=al & x>0} {y*xi=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*x; x:= x-1 OD {y=al}

Comp
{20} x:=a y:=1; WHILE x>1 DO y:=y*X; x:=x-1 OD {y=al}
Ass
{1*al=al & >0 & a=a) x:=a {1*x!=a! & a>0 & x=a} {I*xi=al & a0 & x=a} y:=1 {y*xl=al & a>0 & x=a}
Comp
a>0==>1%al=al @a>0&a=a  {1*al=al & a>0 & a=a} x:=a; y:=1 {y*x!=al & a>0 & x=a) y"xl=al & a>0 & x=a ==> y*l=al & x>0
Cons
y*xi=al & x>0}
&: Logisches und
~ : Logisches nicht
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (2)

Ass Ass

{3 (x-1)!=al & (x-1)>0} y:=y*x {y* (x-1)!=al & (x-1)>0} {y*(x-D!=al & (x-1)>0} x:=x-1{y*x!=al & x>0}

yixi=al & x>0 & x>1==> (y*x)* (x-1)1=al & (x-1)>0 L) (D)1=l & (¢1)>0} y:=y"x; x=x-1{y*x!=al & x>0}
Cons
{y*x1=al & x>0 & x>1} y:=y*x; x:=x-1{y*x!=al & x>0}
| While
T {y*x1=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*x; x:= x-1 OD {y*x!=al & x>0 & ~(x>1)} yxi=al & x>0 & ~(x>1) ==>y=al
Cons Cons
{@0} x:=a y:=1{y*x!=al & x>0} {y*x!=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*X; x:= x-10D {y=al}
Comp
{@>0) x:=a y:=1; WHILE x>1 DO y:=y*x; x:=x-10D {y=al}
wobei
Ass Ass
| {1*al=a! & a>0} x:=a {1*x!=a! & x>0} {I*x1=al & x>0} y:=1 {y*x!=a! & x>0}
T = Comp
a>0 ==> 1*al=al & a>0 {1*al=al & a>0} x:=a; y:=1 {y*x!=al & x>0}
Cons

{a>0} x:=a; y:=1 {y*xi=al & x>0}

&: Logisches und
~ : Logisches nicht
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Comp

Bew. partieller Korrektheit: Division

Ass Ass
(@) Yy & 1y>=0} G=qHL {XEar Y+ & 1-y>=0}  {X=qry+-y & 1-y>=0} r=r-y {X=q*y+T & r>=0}

Comp
(X=q*y+r & r>=0 & r>=y) => (x=(q+1)*y+r-y & r-y>=0) {x=(q+1)*y+r-y & r-y>=0} q:=q+1; r:=r-y {x=q*y+r & r>=0}
Cons
{X=QrY+ & 1>=0 & 1>=y} q=qHL; r:=ry {X=g*y+r & r>=0}
While
{X=q*y+r & r>=0} WHILE r>=y DO q:=q+1; r:=r-y OD {X=q*y+ & r>=0& ~(r>=y)} (X=q*y+1 & r>=0 & ~(r>=y)) => (X=q*y+T & 1>=0 & 1<y)
Cons

Ass
=0ty+x & x>=0} G:=0 {X=qy+X & X>=0} {X="y+x & X>=0} =X {X=q"y+r & r>=0}

Comp
(x>=0 & y>0) => (x=0*y+x & x>=0) {x=0*y+x & x>=0} :=0; r:=x {X=q*y+r & r>=0}

Cons

{x>=0& y>0} G:=0; r:=x {x=q*y+1 & r>=0} {x=g*y+r & r>=0} WHILE r>=y DO q:=G+1; r:=r-y OD {x=g*y+r & r>=0 & r<y}

Comp
{x>=0 & y>0} q:=0; r:=x; WHILE r>=y DO q:=q+1; r:=r-y OD {x=q*y+r & r>=0 & r<y}

&: Logisches und
~ : Logisches nicht
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Lineare Beweisskizzen

e Die unmittelbare baumartige Notation von Hoareschen
Korrektheitsbeweisen ist i.a. unhandlich.

e Alternativ hat sich deshalb eine Notationsvariante ein-
geblrgert, bei der in den Programmtext Zusicherungen als
Annotationen eingestreut werden.

e In der Folge demonstrieren wir diesen Notationsstil am
Beispiel des Nachweises der partiellen Korrektheit unseres
Fakultatsprogramms beziiglich der angegebenen Vor- und
Nachbedingung. Man spricht auch von einem sog. linearen
Beweis bzw. linearen Beweisskizze.
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Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (1)

Beweise, dass das Hoare-Tripel

{a > 0}
z:=a; y:=1;, whilez>1doy =yx*xz,z:=xz—1 od
{y =al}

gultig ist im Sinne partieller Korrektheit.

Wir entwickeln den Beweis in der Folge Schritt fur Schritt!

Kap. 4.4 Beweis partieller Korrektheit: Zwei Beispiele 188

Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (2)

Schritt 1
“Traumen” der Invariante...
o {yxz! =a!' A x>0}

...um die [while]-Regel anwenden zu kdnnen.
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Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (3)

Schritt 2

Behandlung des Rumpfs der while-Schleife...
Der Nachweis der Giiltigkeit von
{y*sa!=alANz>0ANz>1}
Yy =yxzx,
x =z —1;
{y*a! =al Az >0}
erlaubte mithilfe der [while]-Regel den Ubergang zu:
{y*z! =al Az >0}
while x > 1 do
{ysz!l=al ANz >0ANz>1}

Yy =yx*m,
rx.=xz—1;
{y*z! =al Az >0}
od [while]

{ysz!'=alAz>0A-(z>1)}
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Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (4)

Behandlung des Rumpfs der while-Schleife im Detail:

{yxzl=a'Az>0A2>1}

Y =y *T,
T . =x—1;

{y*xz! =a! Az >0}
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Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (5)

Wegen Riickwaéartszuweisungsregel wird der Rumpf der while-
Schleife von hinten nach vorne bearbeitet:

{yxx!l=a' ANz >0Az>1}

{yx(z—1)'=a' Az—1>0}
z:=zx—1; [ass]

{y*xx! =a! ANz >0}
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Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (6)

Nach abermaliger Anwendung der [ass]-Regel erhalten wir...

{yxx!l=al Az >0Ax>1}

{yxz)*(z—1)!'=a' ANz—1>0}
y:=y=*x, [ass]
{yx(z—1)'=a' Az—1>0}
x:=x — 1; [ass]

{y*xz!'=a!' Az >0}

...wobei noch eine “Beweisllicke” verbleibt!
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Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (7)

Schluss der “Beweisliicke” in der zugrundeliegenden Theorie:

{yxx!l=a'ANax>0Azx>1}
| [cons]
{yxz)*x(z— L)' =a' Az —1>0}
y =y xx; [ass]
{yx(z—1)!'=a' Az—1>0}
z:=zx— 1; [ass]

{y*xx! =a! Az >0}
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Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (8)

Anwendung der [while]-Regel liefert nun wie gewiinscht:

{y*xx!l =a!' A x>0}
while z > 1 do
{yxxl=alAax>0A2x>1}
| [cons]
{yxx)*(z—1)!'=a' ANxz—1>0}
y = y=*x; [ass]
{yx(z—1)'=a' Az—1>0}
x:=uz—1; [ass]
{y*xx! =a! A x>0}
od [while]
{yxzl=a' Az >0A=(z>1)}
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Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (9)

Schritt 3

Zur gewiinschten Nachbedingung verbleibt offenbar ebenfalls
eine Beweisllicke:

{y*xz! =a! A x>0}
while z > 1 do
{y*xz!=alANz>0A2>1}
| [cons]
{yxx)*(z—1)!=a' Az—1>0}
y = yxx, [ass]
{yx(z—1)'=a' Az—1>0}
.=z — 1; [ass]
{yxz! =a! A x>0}
od [while]
{yxz!l=al Az >0A —(z>1)}

{y = al}

Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (10)

Schluss der Beweisliicke in der zugrundeliegenden Theorie:
{y*xx! =a! Az >0}
while z > 1 do
{ysa!=alANz>0ANz>1}
| [cons]
{yxz)*(z—1)!'=a' Az—1>0}
y .= y=xx, [ass]
{yx(z—1)!'=a'Az—1>0}
r .=z —1; [ass]
{yxz! =a!' Az >0}
od [while]
{ysz!=alAxz>0A~(z>1)}
| [cons]
{ysz!l=alANz>0Az<1}
| [cons]
{yxzx!=a' ANz =1}
U [cons]

{y =d'}
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Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (11)

Aus Platzgrinden etwas verklrzt dargestellt:

{yxz!l =a! AN x>0}
while z > 1 do
{yxzxl=alAx>0A2>1}
| [cons]
{yxx)*(z—1)!=a'Az—1>0}
y =y xx; [ass]
{yx(z—1)'=a' Az—1>0}
z:=zx— 1; [ass]
{yxz! =a! A x>0}

od [while]
{yxzx!l=a' ANz >0A-(z>1)}
| [cons]
{y =al}
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Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (12)

Schritt 4

Es verbleibt, die Beweislicke zur gewinschten Vorbedingung
zu schlieBen:

{a > 0}
Ti=a;
y:=1;

{y*xz! =al Az >0}
while z > 1 do
{ysz!l=alANz>0Az>1}
| [cons]
{lyxz)*«(z—1)'=a' Az —1>0}
y =y *x; [ass]
{ys(z—1)!=a'Az—-1>0}
z:=x — 1; [ass]
{y*z! =a! Az >0}
od [while]
{y*xz!=al Az>0A(z>1)}
| [cons]

{y =a!}




Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (13)

Einmalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:
{a > 0}

T :=a;
{lxz!=a!' A x>0}

y =1, [ass]
{y*a! =al Az >0}
while z > 1 do
{y*xz!=a' Az >0A2>1}
| [cons]
{yxz)*(z—1)!'=a' Az —1>0}
y =y x*x; [ass]
{ys(z—1)!'=a'Az—1>0}
z =z — 1; [ass]
{y*a! =al Az >0}
od [while]
{ysz!l=al Az>0A(z>1)}
| [cons]

{y =d'}

Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp

Abermalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:
{a > 0}

{lxa'=a'Aa>0}
= a; [ass]
{1zl =al Az >0}

y = 1; [ass]
{y*xz!' =al Az >0}
while 2 > 1 do
{ysaxl=al ANz >0Az>1}
| [cons]
{(yxz)*(x—1)!=a' Az—1>0}
y =y x*x, [ass]
{ys(z—1)!'=a'Az—-1>0}
r .=z —1; [ass]
{y*xz! =al Az >0}
od [while]
{ysz!'=alAz>0A~(z>1)}
| [cons]

{y=a'}

. (14)

Ann
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Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (15)

Schluss der letzten Beweisliicke in der zugrundeliegenden
Theorie:
{a >0}

| [cons]
{l+a!=a!' Aa>0}
= a; [ass]
{lxz!l=al Az >0}

y = 1; [ass]
{yxa! =a! Az >0}
while z > 1 do
{ysa!=al ANz >0ANz>1}
| [cons]
{yxz)*x(xz—1)!'=a' Az —1>0}
y:=yx*x, [ass]
{yx(z—1)!'=a' Axz—1>0}
.=z —1; [ass]
{y*z! =al Az >0}
od [while]
{ysz!=al Az>0A~(z>1)}
| [cons]

{y=al}

Uberblick (16)  {«>0}

U [cons]
{lxal=a' A a >0}
z = a; [ass]
{lxz!=a!' Az >0}

y =1, [ass]
{y*xz! =al Az >0}
while z > 1 do
{ysz!l=al ANz >0Az>1}
| [cons]
{lyxz)*«(z—1)'=a' Az —1>0}
y = yx*x; [ass]
{ys(z—1)!=a'Az—-1>0}
z =z — 1; [ass]
{y*xz! =al Az >0}
od [while]
{ysz!=al Az>0A(z>1)}
U [cons]
{ysz!l=al ANz >0Az<1}
| [cons]
{y*z! =al ANz =1}
| [cons]

{v=al}




Lin. Beweisskizze f. Fakultatsbsp. (17)
Damit haben wir insgesamt wie gewilinscht gezeigt:

Das Hoaresche Tripel
{a > 0}
r:=a;, y:=1, whilez>1doy:=yxa,z:=x2—1 od
{y=al}

ist gultig im Sinne partieller Korrektheit.
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Kapitel 4.7 Beweis totaler Korrektheit:
Ein Beispiel
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Das Beispiel im Uberblick

Beweise, dass das Hoare-Tripel
[a > 0]
rz:=a; y:=1, whilez>1doy :=yx*xz,z:=z—1 od
[y = al]

gultig ist im Sinne totaler Korrektheit.

Wir entwickeln den Beweis in der Folge Schritt fiir Schritt!
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Wahl von Invariante und Terminie-
rungsterm

Schritt 1

“Traumen” ...
e der Invariante: yxx! =a! Ax >0
e des Terminierungsterms: t = x
evonu. u=v>0

...um die [while]-Regel anwenden zu kdnnen.
Beachte:
e Aus der Wahl von u =v > 0 und von b=z > 1 folgt:
- M=1{0,1,2,3,4,...}
— (v>0)[z/v]=x>0
...und somit insgesamt: I A b= x € M mit (M, <) Noethersch geordnet.

Hinweis zur Notation: = steht flir svntaktisch qleich




Wahl von Invariante und Terminie-
rungsterm

Mit der vorherigen Wahl von I, t und u gilt:

M =4 {o@]oex A [ulp(o)=tt}
= {o@]oeX A [v>O0]y(c) =1t}
= {oW)|ocex A groessergleich([v]4(c),[0]4(c))}
= {o@)|o X A groessergleich(c(v),0) =tt}
= {o(@)|oceX A o(v) >0}
= Nu{0}

Damit haben wir insbesondere:
o (M,<)=(NU{0}, <) ist noethersch geordnet.

o uft/z] = (v>0)[z/v] =2 >0
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Bemerkung

Der Beweis wird wieder in Form einer linearen Beweisskizze
prasentiert...
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (1)

Schritt 2

Behandlung des Rumpfs der while-Schleife...
Der Nachweis der Gliltigkeit von
yxax!l=al Az >0N2x>1=22>0
lyxz!l=alAz>0Az>1Az=w]
Y i=yra,
x.i=xz—1;
lyxz!=alAz>0Ax<w]

erlaubte mithilfe der [while]-Regel den Ubergang zu:
lyxz! =al Az > 0]
while x > 1 do

yxzx!l=al ANz >0Axz>1=22>0
lyxz!l=alAz>0Az>1Az=w]

Y =yxx,

x =z —1;
lyxz!=alAz>0Az<w]

od [while]

lyxz!l=a' Az >0A (x> 1)]

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (2)

Behandlung des Rumpfs der while-Schleife im Detail:

yxx!l=al A >0ANz>1=22>0
lyxz!=a'Az>0ANx>1Az=w

Y=y *x;
.=z —1;

lyxz!'=a' Az >0 Az <w]
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (3)

Wegen Riickwaéartszuweisungsregel wird der Rumpf der while-
Schleife von hinten nach vorne bearbeitet:

yxzx!l=al ANz >0Ax>1=22>0
lyxz!'=alAx>0Ax2>1Az=w]

Y =y*x,
yx(z—1)!=a'Az—1>0Az2—-1<w
z:=x—1; [ass]

lyxz!=al Az >0Az<w
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (4)

Nach abermaliger Anwendung der [ass]-Regel erhalten wir...

yxx!l=al Az >0ANz>1=22>0
lyxz!=a'Az>0Ax>1Az=w

[((yxx)*x(z—1)=a'Azxz—-1>0Az2—-1<w
y = y=*x; [ass]
yx(z—1)!=a'Azx—-1>0Az—-1<w
x:=x— 1; [ass]
lyxz!'=a' Az >0 Az <w]

...wobei noch eine “Beweisllicke” verbleibt!
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (5)

Schluss der “Beweisliicke” in der zugrundeliegenden Theorie:
yxx!l=al ANe>0ANz>1=22>0
yxx!=alAz>0Az>1Az=w
| [cons]
[(yxz)*x(z—1)!=a'ANz—1>0Az—1<w
y =y xx; [ass]
yx(z—1)!=a'ANz—1>0Az2—-1<w
z:=x—1; [ass]

lyxz!=al Az >0Az<w
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (6)

Anwendung der [while]-Regel liefert nun wie gewiinscht:

[y*x! =a!' Az > 0]
while x > 1 do

yxx!l=al A >0ANz>1=22>0
lyxz!'=a' Axz>0ANx>1A2=w

| [cons]
[(yxx)*x(z—1)!=a'Ax—-1>0Az2—1<w
y = yx*x; [ass]
yx(z—1)!=a'Azx—-1>0Az2—-1<w
x:==x — 1; [ass]
lyxz!=a'Az>0Az<w]
od [while]
[yxx!=a' Az >0A=(x>1)]
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (7)

Schritt 3

Zur gewiinschten Nachbedingung verbleibt offenbar ebenfalls

eine Beweislucke:
lyxz!' =a! A x> 0]

while x > 1 do

yxx!l=al Ae>0ANz>1=22>0
yxz!'=alAx>0Ax2>1Az=w]

| [cons]
(yrx)*x(z—1)=alAz—1>0Az—1<w|
y :=yxx, [ass]
yx(z—1)!=a'Az—-1>0Az2—-1<w
z:=x— 1; [ass]
lyxz!=a'Az>0Az<w]
od [while]
lyxz!'=a' Az >0A=(x>1)]

{y=aqal}

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (8)

Schluss der Beweisliicke in der zugrundeliegenden Theorie:
[y*z! =al Az > 0]
while z > 1 do

yxax!l=alANz>0Nx>1=22>0
lyxzl=alAz>0ANz>1Az=w]
| [cons]
[((yrzx)*x(z— 1) =alAzxz—1>0Az—1<w]
y = yx*x, [ass]
lyx(z—1)=a'Az—-1>0Az2-1<w]
r .=z — 1; [ass]
lyxzl=al ANz >0Az<w]
od [while]
lyxz!l=al Az >0A (x> 1)]
| [cons]
lysz!=al Az>0Ax< 1]
| [cons]
l[yxax!' =a!' Az =1]
| [cons]
[y =al]

Letblaald. Cim DAl

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (9)

Aus Platzgrinden etwas verklrzt dargestellt:

[yxz!' =a! A x> 0]
while > 1 do

yxx!l=al Ae>0ANz>1=22>0
lyxz!'=a'Axz>0Ax2>1Azx=w]

| [cons]
[(yxx)*(z—1)=alAx—-1>0ANAz2—1<w
y = yx*x; [ass]
yx(z—1)!=a'ANz—-1>0Az—-1<w
xz:=x—1; [ass]
lyxz!=a'Axz>0Az<w]
od [while]
[yxz!'=a' Az >0A=(x>1)]
| [cons]
[y = a!]

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (10)

Schritt 4
Es verbleibt, die Beweislicke zur gewinschten Vorbedingung
zu schlieBen: [a > 0]

T .=a,

y:=1;

[yxx! =al Az > 0]
while z > 1 do

yxax!l=al Az >0AN2x>1=22>0
lyxzl=alAz>0ANz>1Az=w]
| [cons]
[((yxx)*x(x—1)!=a'Ax—1>0Az—1<w
y =yxx, [ass]
[ysx(z—1)=a'Nz—-1>0Az—-1<uw]
r .=z —1; [ass]
lyxx!=alAz>0Ax<w]
od [while]
lyxz!=al Az>0A—(z>1)]
| [cons]
ly = al]




Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (11)

Einmalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:
[a > 0]

z=a,
[Lxz!=a! Az >0]
y =1, [ass]
lyxz! =al Az > 0]
while z > 1 do

yxax!l=al Az >0AN2x>1=2>0
lyxz!l=alAz>0Az>1Az=w]

| [cons]
[((yxz)*x(z—1)=alAxz—1>0Az—1<w]
y =y x*x; [ass]
[ys(z—1)!=a'Nz—-1>0Az—-1<w]
.=z —1; [ass]
lysxz!=alAz>0Az<w]

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (12)

Abermalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:
[a > 0]

[Lxal=a!' Aa>0]
x = a; [ass]
[Lxz!=a!' Az >0]
y = 1; [ass]
[y*x! =al A x> 0]
while > 1 do

yxzx!l=alANz>0Az>1=22>0
lyxx!=alAz>0Ax>1Az=w

| [cons]
[(yrxzx)*x(z—1)!=alAz—1>0Az—1<w]
y =y x*x, [ass]
lyx(z—)=a'Az—-1>0Az2—-1<w]
z =z — 1; [ass]

od [while] lyxz!l=al ANz >0Az<w]
lyszx!=al Az >0A—(z>1)] od [while]
| [cons] lyxx!=al Az >0A—(z>1)]
vy =al] 4 [cons]
[y =al]
[a > 0]

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (13)

Schluss der letzten Beweisliicke in der zugrundeliegenden
Theorie: [a > 0]
| [cons]
[Lxal=a!' Aa>0]
z ;= a; [ass]
[lxz!=a! Az >0]
y =1, [ass]
lyxz! =al Az > 0]
while z > 1 do

yxzx!l=alANx>0Axz>1=22>0
lyxz!l=alAz>0Az>1Az=w]

| [cons]
[((yxx)*x(x—1)=a'Azx—-1>0Az—-1<w
y =y x*x; [ass]
lys(z—1)N!=a'ANz—-1>0Az—-1<uw]
z =z — 1; [ass]
lyxzx!=alAz>0Az<w]
od [while]
lysz!=al Az >0A (x> 1)]
| [cons]
[y =a!]

Uberblick (14) | 'icong

[Lxal=a' Aa>0]
T = a; [ass]
[Lxz!=a!' Az >0]
y = 1; [ass]
lyxz! =al Az > 0]
while > 1 do

yxz!l=alANz>0Azxz>1=z22>0
lyxx!=alAz>0Ax>1Az=w

| [cons]
[((yrxx)*x(z— 1) =a'Az—1>0Az—-1<w
y = yx*x, [ass]
lyx(z—)=a'ANz—-1>0Az2—-1<w]
z:=x—1; [ass]
lyxzl=al ANz >0Az<w]
od [while]
lyxx!=al Az >0A—(z>1)]
| [cons]
lyxz!=a' Nz >0Ax<1]
| [cons]
lyxzx! =a! Az =1]
| [cons]
[y =al]




Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (15)
Damit haben wir wie gewiinscht insgesamt gezeigt:

Die Hoaresche Zusicherung
[a > 0]
r:=a;, y:=1, whilez>1doy:=yxa,z:=x—1 od
[y = a!]

ist gultig im Sinne totaler Korrektheit.
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Automatische Ansatze zur Programm-
verifikation (1)

... Theorema-Projekt am RISC, Linz: http://www.theorema.org

“The Theorema project aims at extending current computer algebra sy-
stems by facilities for supporting mathematical proving. The present early-
prototype version of the Theorema software system is implemented in Ma-
thematica . The system consists of a general higher-order predicate logic
prover and a collection of special provers that call each other depending
on the particular proof situations. The individual provers imitate the proof
style of human mathematicians and produce human-readable proofs in na-
tural language presented in nested cells. The special provers are intimately
connected with the functors that build up the various mathematical do-
mains.

The long-term goal of the project is to produce a complete system which
supports the mathematician in creating interactive textbooks, i.e. books
containing, besides the ordinary passive text, active text representing al-
gorithms in executable format, as well as proofs which can be studied at
various levels of detail, and whose routine parts can be automatically gene-
rated. This system will provide a uniform (logic and software) framework
in which a working mathematician, without leaving the system, can get
computer-support while looping through all phases of the mathematical
problem solving cycle.”

[...] (Zitat von http://www.theorema.org)

Automatische Ansatze zur Programm-
verifikation (2)

Einige Artikel zu Programmverifikation mit Theorema:

e Laura Ildico Kovacs and Tudor Jebelean. Practical Aspects
of Imperative Program Verification using Theorema. In
Proceedings of the 5th International Workshop on Symbo-
lic and Numeric Algorithms for Scientific Computing (SYN-
ASC 2003), Timisoara, Romania, October 1-4, 2003.

apache.risc.uni-linz.ac.at/internals/ActivityDB/publications/
download/risc 464/synasc03.pdf

e Laura Ildico Kovacs and Tudor Jebelean. Generation of
Invariants in Theorema. In Proceedings of the 10th Inter-
national Symphosium of Mathematics and its Applications,
Timisoara, Romania, November 6-9, 2003.

www.theorema.org/publication/2003/Laura/Poli Timisoara nov.pdf

Kap. 4.8 Ausblick 227




Kapitel 5 Worst-Case Execution Time
Analyse

Kap. 5 Worst-Case Execution Time Analyse 228

In der Folge

Von Verifikation zu Analyse...

o Worst-Case Execution Time-Analyse als erstes Beispiel

...nach

e Hanne Riis Nielson, Flemming Nielson. Semantics with Ap-
plications — A Formal Introduction, Wiley, 1992.
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Worst-Case Execution Time (WCET)-
Analyse

Motivation:

e In vielen Anwendungsbereichen sind Aussagen uber die
Ausfiuhrungszeit erforderlich.

e Der Nachweis totaler Korrektheit garantiert zwar Termi-
nierung, sagt aber nichts Uber den Ressourcen-, speziell
den Zeitbedarf aus.

In der Folge:

e Erweiterung und Adaptierung des Beweissystems filir totale
Korrektheit, um solche Aussagen zu ermadglichen.
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Die grundlegende Idee (1)

...zur Zuordnung von Ausflihrungszeiten:

e [ eere Anweisung
...Ausfiihrungszeit in O(1), d.h. Ausflihrungszeit ist be-
schrankt durch eine Konstante.

o Zuweisung
...Ausfiihrungszeit in O(1).

e (Sequentielle) Komposition
...Ausflihrungszeit entspricht, bis auf einen konstanten
Faktor, der Summe der Ausflihrungszeiten der Komponen-
ten.
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Die grundlegende Idee (2)

e Fallunterscheidung
...,Ausfuhrungszeit entspricht, bis auf einen konstan-
ten Faktor, der goBeren der Ausflihrungszeiten der beiden
Zweige.

e (while)-Schleife
...Ausflihrungszeit der Schleife entspricht, bis auf
einen konstanten Faktor, der Summe der wiederholten
Ausfiihrungszeiten des Rumpfes der Schleife.

Bemerkung: Verfeinerungen sind offenbar moglich.

Kap. 5 Worst-Case Execution Time Analyse 232

Formalisierung

...dieser grundlegenden Idee in 3 Schritten:

1. Angabe einer Semantik, die die Auswertungszeit arithme-
tischer und Boolescher Ausdricke beschreibt.

2. Erweiterung und Adaption der natirlichen Semantik von
WHILE zur Bestimmung der Ausfiihrungszeit eines Pro-
gramms.

3. Erweiterung und Adaption des Beweissystems flr totale
Korrektheit zum Nachweis Uber die GroBenordnung der
Ausfiuihrungszeit von Programmen.
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Erster Schritt

Festlegung von Semantikfunktionen
o [.174: Aexpr—Z und
o [.1y5: Bexpr—Z

zur Beschreibung der Auswertungszeit arithmetischer und Boo-
lescher Ausdriicke (in Zeiteinheiten einer abstrakten Maschi-
ne).

Kap. 5 Worst-Case Execution Time Analyse 234

Semantik zur Ausfuhrungszeit der Aus-
wertung arithmetischer Ausdrucke

[-174 : Aexpr— Z induktiv definiert durch
o [n]ra=q1
o [zlra=a1

lar +axllpa=arla1lra+Taxlra+1

lar*aplpa=arla1lpa+Ta2lpa+1

lair —aolra=grlarlra+Taxlra+1

Tai/azlra=arlarlra+ Taxlra+1

... (andere Operatoren analog, ggf. auch mit operations-
spezifischen Kosten)
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Anmerkungen zu [.];4 und [.]1p
Die Semantikfunktionen

o [.lraund [.I7p

...beschreiben intuitiv die Anzahl der Zeiteinheiten, die eine
(hier nicht spezifizierte) abstrakte Maschine zur Auswertung
arithmetischer und Boolescher Ausdriicke bendtigt.
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Semantik zur Ausfuhrungszeit der Aus-
wertung Boolescher Ausdrucke

[.1rp : Bexpr— Z induktiv definiert durch

o [truellrp=q4r 1

[ false lrp=qr 1

a1 =aslrp=grla1lra+Maxlra+1

[a1 <axllrp=grla1lra+Ta2llpa+1

... (andere Relatoren (z.B. <, ...) analog)

[-blrp=q [blrp+1
[o1Abo lrp=ar [ b1 17+ (0217 +1

[or v lrp=agr b1l + 1b2]7rp+1

Zweiter Schritt

Erweiterung und Adaption der
e naturlichen Semantik von WHILE

zur Bestimmung der Ausfiihrungszeit von Programmen.
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Idee

Ubergang zu Transitionen der Form

(m,0) =t o

mit der Bedeutung, dass m angesetzt auf o nach ¢t Zeiteinheiten
in ¢/ terminiert.
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Naturliche Semantik erweitert um den
Ausfuhrungszeitaspekt (1)

...fur das Beispiel von WHILE:

[skiPtns] Thipo) =T o

[abortins] (abort,a) —1 error
[asStns] —
(@=t,o) —UtIraT o[[¢]4(0)/a]
(m1,0) =" o' (mo,0") —'2 o
com
[ ptns] (771;7r2,a'> ERZEE) o
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Naturliche Semantik erweitert um den
Ausfuhrungszeitaspekt (2)

to./

ift ] {my.0) — b =tt
[i tns (if b then =, else =5 fi,o) —Lelpptit+l o I ]]B(U)
t -/
fff <77270'> — 0 —ff
[ifins) (if b then =, else m, fio) —L0lrp+i+l o [615(o)
'

A (r,0) —ta' (while b do 7 od, o) —t o _
[Whlletnsl <Wh||e b do = Od,o’> _>[[b]]TB+t+f/+2 p [[b]]B(U)—tt
It — _
[whiley, ] (while b do = od,0) —I0IrE+3 [blp(c) =11
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Beispiel zur nat. “Zeit”-Semantik (1)

Sei 0 € & mit o(z) = 3.
Dann gilt:

(y:=1; whilez #1doy:=y*zx;, z :=z—10d, o) — o[6/y][3/z]

- st - , T o
Do e = senen Cumtoxes 00y = e xct ot 901 11 ) —— o 6h1 ]

1) —E— o (3] 21 (il x <> 1doy =y x = x-1 ot (301 (25 ) —2= (61 (154

Cuntex = 100y =y x =) —2 g
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fcomp, ]

Beispiel zur nat. “Zeit”-Semantik (2)

Das gleiche Beispiel in etwas gefalligerer Darstellung:

fass) 3 fass) 3
fcomp. ] (y=yx oly) —= o3 (x:=x-101301) —> 03] [2ix]
s (y=yx=x-1olthl)y —& olanl (26 T®
fass, ] [while]

—— E
{y=1,06) —2% ol { while x <> 1 doy = yx; x = x-1 oat [1y] ) 3L M

{y =1L while x<>1doy =y x = x-10d) — gl6ly] (K]
fass ] fass,] -
" (y=yxoByN ) —= oley] 2 " ( x=x-1olel2i ) — ol6lyl (1]
feomp, ] [wh\le:'S]
{y=ywx=x-100[2 ) —2= ol6h] K Cwhile x <> 1doy = yx; x = x-1 oy [61Y) (1] ) —~ 0161 [1h]
[wmle:s]

22 ol6m 11

(while x <> 1doy = y*x; x := x-1 odt (3] [2] )
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Dritter Schritt

Erweiterung und Adaption der
e des Beweiskalklils flir totale Korrektheit

um den Ausfilihrungszeitaspekt von Programmen.

Idee (1)
Ubergang zu Korrektheitsformeln der Form
{p} = {e{ q}
wobei
e p und g Pradikate (wie bisher!) und

e ¢ € Aexp ein arithmetischer Ausdruck ist.
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Axiomatische Semantik zum Ausfuh-
rungszeitaspekt (1

Idee (2) g P (1)

Die Korrektheitsformel
{p} m {el q}

ist gliltig gdw. fiir jeden Anfangszustand o gilt: ist die Vorbe-
dingung p in o erfiillt, dann terminiert die zugehorige Berech-
nung von w angesetzt auf o reguldr mit einem Endzustand o’
und die Nachbedingung q ist in ¢’ erfullt, und die ben&tigte
Ausfiihrungszeit ist in O(e).
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[skiPel sk 1007
[aSse] {plt\z]} ==t {1ip}

{pAes=u} m {erlr Aea<u}, {r} m2 {ealq}
{p} m1im2 {e1tenlq)
wobei u frische logische Variable ist

[itee] {pAb} 71 {ela}, {pA—b} m {elq}
el {p} if b then =, else =, fi {elq}

[compe]

'} m {'Ud'}
eonsel Gy e ety
wobei (fiir eine natiirliche Zahl k) p= p'Ae < kxe

und ¢ = q
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Axiomatische Semantik zum Ausfuh-
rungszeitaspekt (2)

{p(z+1) Ae'=u} m {e1p(2) Ae<u}

[whilee] 2= 57 While 5 d6 = 0d {elp(0)]

wobei p(z+1) = bAe>e; +¢€, p(0)=-bAl1<e

u eine frische logische Variable ist und

2z Werte aus den natiirlichen Zahlen annimmt (d.h. z > 0)
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Beispiele (1)

Die Korrektheitsformel

[l
{x=3} y:=1; while x/=1 do y:=y*x; x:=x-1 od {1 \/ True}

beschreibt, dass die Ausfiihrungszeit des Fakultatsprogramms
angesetzt auf einen Zustand, in dem z den Wert 3 hat, von
der Grossenordnung von 1 ist, also durch eine Konstante be-
schrankt ist.
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Beispiele (2)

Die Korrektheitsformel

I
{x>0} y:=1; while x/=1 do y:=y*x; x:=x-1 od {x \/ True}

beschreibt, dass die Ausfliihrungszeit des Fakultatsprogramms
angesetzt auf einen Zustand, in dem x einen Wert groBer als 0
hat, von der Grossenordnung von z ist, also linear beschrankt
ist.
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Kapitel 6 Programmanalyse
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Programmanalyse

...speziell Datenflussanalyse

Typische Fragen sind...

e Welchen Wert hat eine Variable an einer Programmestelle?
~» Konstantenausbreitung und Faltung

e Steht der Wert eines Ausdrucks an einer Programmstelle

verfiigbar?
~ (Partielle) Redundanzelimination

e Ist eine Variable tot an einer Programmstelle?
~» Elimination (partiell) toten Codes
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Kapitel 6.1 Hintergrund und Motivation
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Hintergrund und Motivation

...(Programm-) Analyse zur (Programm-) Optimierung
Language

4

Optimizer

Compiler

Data Flow Analysis

® CodeMotion - ® Isterm t available?

® Constant Propagation
® Dead Code Elimination
..

O term t a constant?

= ® Isvariablev dead?
...

Data Flow Analysis

Machine
Language
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In der Folge
Zentrale Fragen...

Grundlegendes ebenso...

e \Was heiBt Optimalitat
...in Analyse und in Optimierung?

...wie (scheinbar) Nebensachliches:

e \Was ist eine angemessene Programmreprisentation?
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Ausblick

Genauer werden wir unterscheiden...
e Intraprozedurale,
e interprozedurale,

e parallele,

Datenflussanalyse.

Ausblick

Ingredienzien intraprozeduraler Datenflussanalyse:

e (Lokale) abstrakte Semantik
1. Ein Datenflussanalyseverband C=(C,n,u,C, L, T)
2. Ein Datenflussanalysefunktional [ ]| : E— (C—C)

3. Anfangsinformation/-zusicherung cs € C

e Globalisierungsstrategien
1. “Meet over all Paths"-Ansatz (MOP )
2. Maximaler Fixpunktansatz (MaxFP )

e Generischer Fixpunktalgorithmus
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Ausblick: Intraprozedurale Datenfluss-
i analyse (1)
Ausblick
...die (detaillierte) Werkzeugkistensicht:
Hauptresultate:
Intraprocedural C
. . . e ora - []
e Sicherheits- (Korrektheits-) Theorem s o ¢
e Koinzidenz- (Vollstandigkeits-) Theorem I":“B?If“’:“' ey | e K )
Sowie: =
e Effektivitdts- ( Terminierungs-) Theorem <7[w> exmeen mfm (Covam i)
® ©,
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Ausblick: Intraprozedurale Datenfluss-
analyse (2)

...bei genauerem Hineinsehen:

Theory  Practice \ L /
(Fixed Point Alg.)
Step 2 Step 3

= .-
Computed Solution Correqnas Lemma

[—

Coincidence Theorem

MOP-Solution —

Step 1

MFP-Solution
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Ausblick: DFA-Frameworks / DFA-
Toolkits (1)

...aus groBerer Ferne und Konzentration auf das Wesentliche:

DFA
Framework

Program Equivalence Coincidence Theorem orre n
Property ) << > £ T otz
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Ausblick: DFA-Frameworks / DFA-
Toolkits (2)

...das generelle Muster, die Werkzeugkistensicht:

Intraprocedural v
N

.
o Interprocedural DFA “
e Parallel Framework

* Conditional

Effectivity

Coincidence Theorem
Theorem
ess

<
Property
® l

Proof @ @

Obligations:
Effectivity

Equivalence Coincidence
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Ziel

Optimale Programmoptimierung...

...weiBe Schimmel in der Informatik?
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Ohne FleiB kein Preis!

In der Sprechweise der optimierenden Ubersetzung...

...ohne Analyse keine Optimierung!
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Kapitel 6.2 Datenflussanalyse
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Zuruck zum Anfang: Zur Programm-
analyse

...speziell Datenflussanalyse

Ublich ist...

e die Reprasentation von Programmen durch (nichtdetermi-
nistische) Flussgraphen
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Flussgraph

Ein (nichtdeterministischer) Flussgraph ist ein Quadrupel G =
(N, E,s,e) mit

e Knotenmenge (engl. Nodes) N

e Kantenmenge (engl. Edges) EC N x N

e ausgezeichnetem Startknoten s ohne Vorganger und
e ausgezeichnetem Endknoten e ohne Nachfolger

Knoten reprasentieren Programmpunkte, Kanten re-
prasentieren die Verzweigungsstruktur. Elementare Pro-
grammanweisungen (Zuweisungen, Tests) koénnen wahlweise
durch Knoten oder Kanten reprdasentiert werden.

~» Darstellungsvarianten: Knoten- vs. kantenbenannte Fluss-
graphen
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Veranschaulichung

Knoten- vs. kantenbenannte Flussgraphen
(hier mit Einzelanweisungsbenennung)
b)

Flussgraphen

Darstellungsvarianten...

e Knotenbenannte Graphen

1(? — Einzelanweisungsgraphen (SI-Graphen)
3 .
(%} — Basisblockgraphen (BB-Graphen)
R N e Kantenbenannte Graphen
2| x:=ath 4
, i . i 6 [a=x ] A — Einzelanweisungsgraphen (SI-Graphen)
y:=ath 3
] iq AT — Basisblockgraphen (BB-Graphen)
7Q In der Folge werden wir bevorzugt kantenbenannte SI-Graphen
7‘(5 betrachten.
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Knoten- vs. kantenbenannte Flussgra- Bezeichnungen

phen

Node-labeled (BB-) Graph Edge-abeled (BB-) Graph
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Sei G = (N, E, s,e) ein Flussgraph, seien m, n zwei Knoten aus
N. Dann bezeichne:

Pglm,n]: ...die Menge aller Pfade von m nach n

Pglm,n[: ...die Menge aller Pfade von m zu einem
Vorganger von n

Pglm,n]: ...die Menge aller Pfade von einem Nachfolger
von m nach n

Pglm,n[: ...die Menge aller Pfade von einem Nachfolger
von m zu einem Vorganger von n

Bem.: Wenn G aus dem Kontext eindeutig hervorgeht, schrei-
ben wir einfacher auch P statt Pg.
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Datenflussanalysespezifikation

e (Lokale) abstrakte Semantik
1. Ein Datenflussanalyseverband C= (C,n,u,C, L, T)

2. Ein Datenflussanalysefunktional [ ] : E— (C—C)

e Eine Anfangsinformation/-zusicherung: cs € C

Globalisierung einer lokalen abstrakten
Semantik

Zwei Strategien:

e “Meet over all Paths"-Ansatz (MOP )
~» spezifizierende Losung

e Maximaler Fixpunktansatz (MaxFP )
~» berechenbare Losung
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Der MOP -Ansatz
. Zentral: Ausdehnung der lokalen abstrakten Semantik auf Pfa-
Kapitel 6.3 MOP -Ansatz de
_ Ide falls g <1
[r1=q { [{es,...,eq)oler] sonst
274 Kap. 6.3 MOP -Ansatz 275

Kap. 6.3 MOP -Ansatz




Die MOP -LOsung

Ves € CVne N. MOPq(n)=T1{[pl(cs)|p € Pls,n]}
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Kapitel 6.4 MaxFP -Ansatz

Kap. 6.4 MaxFP -Ansatz 277

Der MaxFP -Ansatz

Zentral: Das MaxFP -Gleichungssystem:

Cs falls n=s

inf (n) = {[—I{ﬂ(m,n)]](inf (m))|m € pred(n)} sonst
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Die MaxFP -LOosung
Vese€eC Vn € N. MaxFP([[ ]],cs)(n):dfinf :S('n)

wobei Inf zs die groBte Losung des MaxFP -Gleichungssystems
bezeichnet.

Kap. 6.4 MaxFP -Ansatz 279




Generischer Fixpunktalgorithmus 1(2)

Eingabe: (1) Ein Flussgraph G= (N, E,s,e), (2) eine (lo-
kale) abstrakte Semantik bestehend aus einem Datenflus-
sanalyseverband C, einem Datenflussanalysefunktional [ ] :
E— (C—C), und (3) einer Anfangsinformation cs € C.
Ausgabe: Unter den Voraussetzungen des Effekti-
vitdtstheorems (spater!) die MaxFP-solution. Abhangig
von den Eigenschaften des Datenflussanalysefunktionals gilt
dann:

(1) [ 1 ist distributiv: Variable inf enthdlt fiir jeden Knoten die
starkste Nachbedingung bezliglich der Anfangsinformation cs.

(2) [ 1 ist monoton: Variable inf enthalt fiir jeden Knoten eine
sichere (d.h. untere) Approximation der starksten Nachbedin-
gung beziiglich der Anfangsinformation cs.

Generischer Fixpunktalgorithmus 2(2)

( Prolog: Initialisierung von inf and workset)
FORALL n € N\{s} DO infl[n]:=T OD;
infls] := cs;

workset:= {s};

(Hauptprozess: Iterative Fixpunktberechnung)
WHILE workset = () DO
CHOOSE m € workset;
workset := workset\{ m };
( Aktualisiere die Nachfolgerumgebung von Knoten m )
FORALL n € succ(m) DO
meet:= [ (m,n) J(inflm]) N infln];
IF infln] O meet
THEN
infl[n] := meet,;
workset:= workset U {n}

Bemerkung: Die Variable workset steuert den iterativen Pro- FI

cess. Ihre Elemente sind Knoten aus G, deren Annotation oD

jungst aktualisiert worden ist. ESOOHC
OD.
Hauptresultate

Kapitel 6.5 Koinzidenz- und Sicher-
heitstheorem
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Zusammenhang von...

e MOP - und MaxFP -L0sung
— Korrektheit
— Vollstandigkeit

o MaxFP -Losung und generischem Algorithmus

— Terminierung mit MaxFP -Losung
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Korrektheit: Sicherheitstheorem

Theorem [Sicherheit (Safety)]

Die MaxFP-L6sung ist eine sichere (konservative). d.h. untere
Approximation der MOP-L0Osung, d.h.,

Ves €CVn € N. MaxFPey(n) & MOPq,(n)

falls das Datenflussanalysefunktional [ ] monoton ist.
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Vollstandigkeit (und Korrektheit): Ko-
inzidenztheorem

Theorem [Koinzidenz (Coincidence)]
Die MaxFP-solution stimmt mit der MOP-L6sung iberein, d.h.,

Ves € CVn € N. MaxFPq,(n) = MOP.,(n)

falls das Datenflussanalysefunktional [[ ]| distributiv ist.

Kap. 6.5 Koinzidenz- und Sicherheitstheorem 285

Terminierung: Effektivitatstheorem

Theorem [Effektivitat]

Der generische Fixpunktalgorithmus terminiert mit der MaxFP-
LOsung, falls das Datenflussanalysefunktional monoton ist und
der Verband die absteigende Kettenbedingung erfullt.
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Nachzutragende Definitionen

...sind:
e Absteigende (aufsteigende) Kettenbedingung

e Monotonie und Distributivitat von Datenflussanalysefunk-
tionalen
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Auf-/absteigende Kettenbedingung

Definition [Ab-/aufsteigende Kettenbedingung]
Ein Verband C=(C,n,u,C, L, T) erfiillt

1. die absteigende Kettenbedingung, falls jede absteigende
Kette stationdr wird, d.h. fir jede Kette p; Jd po O ... O
pn 3 ... gibt es einen Index m > 1 so dass xm =xy,4; flr
alle j € N gilt

2. die aufsteigende Kettenbedingung, falls jede aufsteigende
Kette stationadr wird, d.h. fur jede Kette p1 C po C ... C
pn £ ... gibt es einen Index m > 1 so dass xm = x,,4; flr
alle 5 € N gilt
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Monotonie, Distributivitat, Additivitat

...von Funktionen auf (Datenflussanalyse-) Verbanden.

Definition [Monotonie, Distributivitat, Additivitat]
Sei C=(C,M,U,C, 1, T) ein vollstindiger Verband und f : C—C
eine Funktion auf C. Dann heiBt f

1. monoton gdw V¢, €C. cC d = f(c) C f(c)
(Erhalt der Ordnung der Elemente)

2. distributiv gdw vV’ C C¢. f(I'1C") =T1{f(c)|c e C'}
(Erhalt der gréBten unteren Schranken)

3. additiv gdw V' Cc ¢. f(LUC) = U {f(c)|ce C’}
(Erhalt der kleinsten oberen Schranken)
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Zur Erinnerung: Oft nutzlich
...ist folgende aquivalente Charakterisierung der Monotonie:

Lemma

Sei C=(C,n,U,C, 1, T) ein vollstandiger Verband und f : C—C
eine Funktion auf C. Dann gilt:

f ist monoton <= v’ cc. f(I'c) C M{f(c)|ce C’}
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Monotonie und Distributivitat
...von Datenflussanalysefunktionalen.
Definition

Ein Datenflussanalysefunktional [ ] : £ — (C — C) heiBt mo-
noton (distributiv) gdw Ve € E. [e] ist monoton (distributiv).
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Kapitel 6.6 Beispiele: Verfugbare Aus-
drucke und Einfache Konstanten
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Beispiel: Verfugbare Ausdrucke

...ein typisches distributives DFA-Problem.

o Abstrakte Semantik fur verfugbare Ausdricke:

1. Datenflussanalyseverband:
(C, |_|7 l—l, Ev J—7 T):df (B7 A ) Vv ) S) ff7 tt)
2. Datenflussanalysefunktional: [ 1,, : £— (B—B) defi-
niert durch

Cstyy falls Comp A Transp,
Ve€ E. [elgy=qr { Idg falls ~Comp. A Transp.
Cstsg sonst

wobei
B=4 (B, A, V, <, £, tt)

den Verband der Wahrheitswerte bezeichnet mit ff < tt und
dem logischen "“und” und "oder" als Schnitt- bzw. Vereini-
gungsoperation M and L.

Beispiel: Einfache Konstanten

Ein typisches monotones (nicht distributives) DFA-Problem...
a)
ar—3,

a—=3, b—=2,

a—=3, b,d—2,
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Abstrakte Semantik fur einfache Kon-
stanten

e Abstrakte Semantik fur einfache Konstanten:

1. Datenflussanalyseverband:
Cnut L T)=g(Z,nuUCo,or)

2. Datenflussanalysefunktional:
[ 1, : E— (X — X) definiert durch

Veec E. [else=qr0e
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Datenflussanalyseverband fur einfache
Konstanten

Der ‘“kanonische” Verband fiir Konstantenausbreitung/-
faltung:

a b)

| //[\\

3 4 w4 4 da a4y
1 o \\‘//
1
L
1
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Die Semantik von Termen

Die Semantik von Termen t € T ist gegeben durch die Eva-
luationsfunktion

E:T—(X—-D)

die induktiv definiert ist durch:

o(x) fallst=z€V
Ig(c) fallst=ceC
Vi€ T Yo € 2 EDOZd | 1o (op)(E(t1) (@), ., £(t)())
falls t=op(t1,...,tr)
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Nachzutragende Begriffe und Definitio-
nen

...um die Definition der Termsemantik abzuschlieBen:
e Termsyntax
e Interpretation

e Zustand
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Die Syntax von Termen (1)

Sei
e V eine Menge von Variablen und

e Op eine Menge von n-stelligen Operatoren, n > 0, so-
wie C C Op die Menge der 0O-stelligen Operatoren, der
sog. Konstanten in Op.
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Die Syntax von Termen (2)

Dann legen wir fest:
1. Jede Variable v € V und jede Konstante ¢ € C ist ein Term.

2. Ist op € Op ein n-stelliger Operator, n > 1, und sind
t1,...,tn Terme, dann ist auch op(t1,...,tn) ein Term.

3. Es gibt keine weiteren Terme auBer den nach den obigen
beiden Regeln konstruierbaren.

Die Menge aller Terme bezeichnen wir mit T.
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Interpretation

Sei D’ ein geeigneter Datenbereich (z.B. die Menge der gan-
zen Zahlen), seien L und T zwei ausgezeichnete Elemente mit
1, T¢D" und sei D=4 D'U{L, T}

Eine Interpretation iber T und D ist ein Paar I = (D, Ij),
wobei

e Ip eine Funktion ist, die mit jedem O-stelligen Opera-
tor ¢ € Op ein Datum Ig(c) € D’ und mit jedem n-
stelligen Operator op € Op, n > 1, eine totale Funk-
tion Ig(op) : D™ —D assoziiert, die als strikt angenom-
men wird (d.h. Ig(op)(dy,...,dn) =1, wann immer es ein
jeA{l,...,n} gibt mit d;=1)
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Menge der Zustande

T=g{oloc:V-D}

...bezeichnet die Menge der Zustidnde, d.h. die Menge der Ab-
bildungen o von der Menge der Programmvariablen V auf einen
geeigneten (hier nicht ndher spezifizierten) Datenbereich D.

Insbesondere

e 0. ...bezeichnet den wie folgt definierten total undefinier-
ten Zustand aus : Vv e V. o, (v) = L
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Zustandstransformationsfunktion

Die Zustandstransformationsfunktion

0,2 >3, 1=x:=t

ist definiert durch:

E(t)(o) fallsy==x

Voe X VyeV.0,(0)(y) =g { o(y)  sonst
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Kapitel 6.7 Pragmatik: Basisblocke
vs. Einzelanweisungen
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In der Folge
...zum Einfluss der Reprasentation:
e Basisblocke vs. Einzelanweisungen: Vor- und Nachteile

e Weitere Beispiele konkreter Datenflussanalysen/Daten-
flussanalyseprobleme
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Basisblocke: Vermeintliche Vorteile

...und die ihnen gemeinhin aus ihrer Verwendung zugeschrie-
benen Vorteile (“Folk Knowledge'):

e Performanz. “...weil weniger Knoten in die teure iterative
Fixpunktberechnung involviert sind" .

o Kompaktheit: *...weil groBere Programme in den Haupt-
speicher passen' .
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Basisblocke: Sichere Nachteile

...und die in der Folge aus ihrer Verwendung behaupteten
Nachteile:

e Hobhere konzeptuelle Komplexitat: ... Basisblocke fUhren__zu einer un-
erwiinschten Hierarchisierung, die sowohl theoretische Uberlegungen
wie Implementierungen erschwert.

e Notwendigkeit von Pra- und Postprozessen:: ... i.a. erforderlich, um die
hierarchieinduzierten Zusatzprobleme zu behandeln (z.B. bei dead code
elimination, constant propagation, ...); oder ‘“trickbehaftete” Formu-
lierungen ndtig macht, um sie zu umgehen (z.B. bei partial redundancy
elimination).

e Eingeschriankte Allgemeinheit: ... bestimmte praktisch relevante Ana-
lysen und Optimierungen sind nur schwer oder gar nicht auf Basis-
blockebene auszudriicken (z.B. faint variable elimination).
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MOP -Ansatz (Einzelanweisungen)
... fur kantenbenannte Einzelanweisungsgraphen:
Die MOP-LOsung:

Ves €C Vn € N. MOP( ]]L,cs)(n):df M{IpD,(cs)|p€Pgls,n]}
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MaxFP -Ansatz (Einzelanweisungen)

... fur kantenbenannte Einzelanweisungsgraphen:
Die MaxFP-LOsung:
Ves€C Vn e N. Maa:FP(H ]]qu)(n):df infzs(n)
wobei infzs die groBte Losung des MaxFP -Gleichungssystems

bezeichnet:

inf(n) = { Cs ' falls n = s
[1{ [ (m,n)],(inf(m))|m € predg(n)} sonst
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Hierarchisierung durch Basisblocke

Vereinbarung
In der Folge werden
e Basisblockknoten mit fett gesetzten Buchstaben (m, n,...)

e Einzelanweisungsknoten mit normal gesetzten Buchstaben
(m, n,...)

bezeichnet.
Weiters bezeichnen
o ]]/3 und
e[ 1,

(lokale) abstrakte Datenflussanalysefunktionale auf Basis-
block- bzw. Einzelanweisungs- (Instruktions-) Ebene.
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MOP -Ansatz (Basisblocke) (1)

... fliir knotenbenannte Basisblockgraphen:
Die MOP-LO6sung: (Basisblockebene)

Ves €CVn e N. MOP([[ ]]g,Cs)(n)=df
(N-MOF([ 1 5,c5) (1), X-MOF([ 1, ¢y (1))

mit
N-MOF([ 1, oy (m)=g; {[pIp(cs) | p € Pgls,n[}
X-MOP([ 1, ¢y ()=t T{[pls(cs) | p € Pgls,n] }

MOP -Ansatz (Basisblocke) (2)

Die MOP-LO6sung: (Anweisungsebene)

Ves€C Vn € N. MOP([[ ]]L,Cs)(n):df
(N—MOP([[ ]]“CS)(n), X—MOP([[ ]]“CS)(TL))

mit...
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MOP -Ansatz (Basisblt')cke) (3) MaxFP -Ansatz (BaSISb|OCke) (1)
.mit ...fur knotenbenannte Basisblockgraphen:
N-MOP(H ]]mcs)(block(n)) - 1A . R
falls. mes shart(block(n)) Die MazFP-LOsung: (Basisblockebene)
N-MOP(  c»)(n) =g [p1.(N-MOPg 1, .)(block(n))) Ves€CVneN. MazFP ([ ]]ﬂﬁcs)(n) =df
sonst (p Prafixpfad
von start(block(n)) (N-MEP([ 7 4,) (1), X-MFP( 1, (1))
bis (ausschlieBlich) n) .
mit
X-MOPy,c)(n) = [PL.(N-MORq 1) (bLock(n))) N-MFP([ ], o0y (0)=gs precu(n) ~ und
(p Prafix von start(block(n))
bis (einschlieBlich) n) X-MFP( ], 0 (n)= posto (1)
wobei...
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MaxFP -Ansatz (Basisblocke) (2)

...wobei pregs und post?S die groBten Ldsungen des folgenden
Gleichungssystems bezeichnen:

. cs falls n = s
pre(n) - |_| {post(m) | m € predG(n) } sonst

post(n) = [n]g(pre(n))

Kap. 6.7 Pragmatik: Basisblocke vs. Einzelanweisungen 316

MaxFP -Ansatz (Basisblocke) (3)

Die MazFP-LOsung: (Anweisungsebene)
Ves €CVn € N. MaxFP g o) (n) =g
(N-MFP([ | c)(n), X-MFP([ | .y(n))
mit
N-MFP ]],,,cs)("):df pre..(n) und

X-MFP([[ T,.cs) (n):df pOStéS (n)
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MaxFP -Ansatz (Basisblocke) (4)

...wobei pre, und post;, die gréBten Losungen des folgenden
Gleichungssystems bezeichnen:

pre’gS (block(n))
falls n = start(block(n))

pre(n) = post(m)

sonst (m ist hier der eindeutig
bestimmte Vorganger von n
in block(n))

post(n) = [n],(pre(n))
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Verfiligbarkeit von Ausdriicken (1)

...fur knotenbenannte BB-Graphen:
Phase I: Die Basisblockebene
Lokale Pradikate: (assoziiert mit BB-Knoten)

e BB-XCOMPg(t): B enthdlt eine Anweisung ¢, die t
berechnet, und weder ¢ noch eine andere Anweisung von
B nach ¢ modifiziert einen Operanden von t.

e BB-TRANSPg(t): B enthdlt keine Anweisung, die einen
Operanden von t modifiziert.
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Verfugbarkeit von Ausdriicken (2)

Das Gleichungssystem von Phase I:

ff falls g=s
BB-N-AVAIL; = II BB-X—AVAILg sonst

Bepred(3)
BB-X-AVAIL5 = BB-N-AVAILj3- BB-TRANSP3z + BB-XCOMPg

Verfugbarkeit von Ausdrucken (3)
Phase II: Die Anweisungsebene
Lokale Pradikate: (assoziiert mit EA-Knoten)

e COMP,(t): ¢ berechnet t.

e TRANSP,(t): + modifiziert keinen Operanden von t.

e BB-N-AVAIL*, BB-X-AVAIL*: groBte Losung des Glei-
chungssystem von Phase 1.

Das Gleichungssystem von Phase II:

BB-N-AVAIL{ oy, falls ¢ = start(block(:))
N-AVAIL, = X-AVAIL ,,ca(,) sonst
(beachte: |pred(.)| =1)
BB-X-AVAILL) ook
X-AVAIL, = falls = end(block(t))
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Verflugbarkeit von Ausdrucken (4) Verfugbarkeit von Ausdrucken (5)
...fiir knotenbenannte EA-Graphen: ...flr kantenbenannte EA-Graphen:
Lokale Pradikate: (assoziiert mit Knoten) Lokale Pradikate: (assoziiert mit EA-Kanten)
e COMP,(): « berechnet t. o COMP(t): Anweisung ¢ von Kante e berechnet t.
. TRANSP:(t): Anweis on Kante ¢ andert keine
e TRANSP,(t): ¢« modifiziert keinen Operanden von t. ¢ =(): Anweisung ¢ von nte e ander inen
Operanden von t.
Das Gleichungssystem: Das Gleichungssystem:
ff falls 1=s
ff falls n=s
N-AVAIL, = I  X-AVAIL; sonst .
{ repred(t) D Avail, = 11 (Availy, + COMP(mm)) . TRANSP(m’n)
méEpred(n)
X-AVAIL, = (N-AVAIL, + COMP,) - TRANSP, sonst
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Weitere Beispiele
e Constant folding (Konstantenfaltung)
e Faint Variable Elimination (Geistervariablenelimination)

...fur die Varianten knotenbenannte Basisblockgraphen und
kantenbenannte Einzelanweisungsgraphen.
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Konstantenfaltung: Einfache Konstan-
ten

Zunachst zwei Hilfsfunktionen:
e Die Rilckwartssubstitution

e Die Zustandstransformation(sfunktion)
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Ruckwartssubstitution & Zustands-
transformation (1)

Sei v« = (z:=t) eine Anweisung. Dann definieren wir:

e Rickwartssubstitution
6, T—'T durch 6,(s)=g4 s[t/z] fir alle s € T, wobei s[t/z]
die simultane Ersetzung aller Vorkommen von z in s durch
t bezeichnet.

e Zustandstransformation (Erinnerung)

o=y {7 G =
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Zusammenhang von § und 6

Bezeichne 7 die Menge aller Anweisungen.

Substitutionslemma

Vi€ TVoeX VieZ E6.())(0)=E#)(6.(c))

Beweis: ...induktiv Uber den Aufbau von t.
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Einfache Konstanten (Einzelanweisun-
gen) (1)

...fur kantenbenannte Einzelanweisungsgraphen:

e CalledProcy, € >
e og € >~ Anfangszusicherung

Das Gleichungssystem:
VYov € V. CalledProcy, =

oo(v) falls n=s
T EG () () (CalledProcym) | m € pred(n)} sonst
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Ruckwartssubstitution & Zustands-
transformation (2)

Ausdehnung von § und 6 auf Pfade (und somit insbesondere
auch auf Basisblocke):

e Ay :T—T definiert durch Ap =gy dp, flr ¢=1 und durch
Any,..ing_q) ©0ng fUr g¢>1

e ©)p: X —% definiert durch ©p=gy 6p, flir ¢g=1 und durch
@(HQ,...,nq) oGnl fur q > 1.
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Zusammenhang von A und ©
Bezeichne B die Menge aller Basisblocke.

Verallgemeinertes Substitutionslemma

Vie TVoe X VBeB. E(Lg(1))(0)=E1)(Os(0))

Beweis: ...induktiv Uber die Ldange von p.

Kap. 6.7 Pragmatik: Basisbldcke vs. Einzelanweisungen 330

Einfache Konstanten (Basisblocke) (1)

...fur knotenbenannte Basisblockgraphen:

Phase I: Basisblockebene

Bemerkung:
° Aﬁ(v)zdf 01y 0...00,,(v), wobei B=1t1;...;1q.
e BB-N-CPg,BB-X-CPg,N-CP,,X-CP, € &

e oo € X Anfangszusicherung
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Einfache Konstanten (Basisblocke) (2)

Das Gleichungssystem von Phase I:

og falls B=s

BB-N-CP; = W{BB-X-CPB | B € pred(B)}
sonst
Vv € V. BB-X-CPs(v) = &(Ag(v))(BB-N-CPp)
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Einfache Konstanten (Basisblocke) (3)

Phase II: Anweisungsebene
Vorberechnete Resultate (aus Phase I):

e BB-N-CP*, BB-X-CP*: die groBte Losung des Gleichungs-
systems von Phase 1.
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Einfache Konstanten (Basisblocke) (4)

Das Gleichungssystem von Phase II:

BB_N_CPElock(b)
falls + = start(block(t))
X_Cppred(L)

sonst (beachte: |pred(t)| =1)

N—CPL -

BB-X-CP{10ck() (V)
Vv e V. X-CP,(v) = falls + = end(block(r))
E(5,(v))(N-CP,) sonst
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Geistervariablenelimination (1)

...fur kantenbenannte Einzelanweisungsgraphen:
Lokale Pradikate: (assoziiert mit Einzelanweisungskanten)

e USED:(v): Anweisung ¢ von Kante ¢ benutzt wv.

MODc¢(v): Anweisung ¢ von Kante ¢ modifiziert v.

Rel-Used:(v): v ist eine Variable, die in der Anweisung .
von Kante e vorkommt und von dieser Anweisung " zu leben
gezwungen” wird (z.B. fiir . eine Ausgabeanweisung).

Ass-Used:(v): v ist eine in der Zuweisung ¢ von Kante ¢
rechtsseitig vorkommende Variable.
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Geistervariablenelimination (2)

Das Gleichungssystem:

FAINT ,(v) =

I1 Rel-Used,, ;) (v) -

mesucc(n)

(FAINT(v) + MOD(,, ) () -

(FAINT m(LhsVar ,, ) + Ass-Used,, ,,y(v))
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Geistervariablenelimination (3)

...ein typisches Beispiel fiir ein DFA-Problem, fiir das eine For-
mulierung

e auf (knoten- und kantenbenannten) Einzelanweisungsgra-
phen offensichtlich ist,

e auf (knoten- und kantenbenannten) Basisblockgraphen al-
les andere als ersichtlich ist.
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Fur uns reicht...

...die allgemeine Werkzeugkistensicht und das Wissen, dass
je nach Reprasentationsvariante unterschiedlich aufwandige
Spezifikations-, Implementierungs- und Beweisverpflichtungen
entstehen.

* Intraprocedural
o Interprocedural DFA
o Parallel Framework
| *  Conditional
| Coincidence
' Theorem
Program
Property
® \L
Proof @ . .
Obligations: @ @ @
Equivalence Coincidence Effectivity
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Kapitel 7 Optimierung
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Kapitel 7.1 Motivation

Optimale Programmoptimierung

Zum Aufwarmen...

e Einige einfache Beispiele (siehe Tafel)

AnschlieBend zum echten Einstieg...

e Partielle Redundanzelimination (PRE) alias Code Motion
(CM)
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Kap. 7.2 Einfache Konstanten Kap. 7.3 Geistervariablenelimination
Kap. 7.2 Einfache Konstanten 342 Kap. 7.3 Geistervariablenelimination 343




Kap. 7.4 Partielle Redundanzeliminati-
on
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PRE — Worum geht es?

...im Kern um die Vermeidung von Mehrfachberechnungen von
Werten

6 h:= a+b‘
l "y -y
x:=a+b\/> a x:=h\ ® h:=atb
y:=atbe y :=h
«1//[' C//’//‘
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PRE — besonders wirksam im Zshg. mit
Schleifen
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Ein redundanzfreies Programm
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Aber welches soll es sein? Dieses? Das Oder vielleicht dieses?

a= ... f
h:=atb

vorige?

h:=atb
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Die erste Transformation

...redundanzfrei, aber maximaler Registerdruck

Auf die (Optimierungs-) Ziele kommt |
es an! : Maximum

Register Pressure!
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Die zweite Transformation

...ebenfalls redundanzfrei, aber mit minimalem Registerdruck!

et ewh B
N\ W
N

N

N
r.\

O

Register Pressure!
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Die dritte Transformation

...redundanzfrei, moderater Registerdruck, aber keine Codereplikation!
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Auf die (Optimierungs-) Ziele kommt
es an!

In unseren Beispielen...

e Performanz: Vermeidung von Mehrfachberechnungen
~» Berechnungsqualitat/-optimalitat

e Registerdruck: Vermeidung unnodtigen Schiebens
~» Lebenszeitqualitat/-optimalitat

e Platz: Vermeidung von Codereplikation
~» Platzqualitdt/-optimalitat
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Zum Nachdenken

Sei P ein Programm mit Vorkommen partiell redundanter Be-
rechnungen.

Ist es immer moglich, P so in ein Programm P’ zu transfor-
mieren, dass P und P’ bedeutungsgleich sind, P’ aber frei von
partiell redundanten Berechnungen ist?
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Kap. 7.4.1 Nutzliche Begriffe und Be-

In Medias Res — PRE

Ziel: ...die Vermeidung von Mehrfachberechnungen von Wer-
ten

h:= a+b‘

zeichnungen -

/4 /4

x::a+b\/> i x::h\/o h:=atb
y :=atb y:=h
“;
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Bezeichnungen (1) Bezeichnungen (2)
Sei G= (N, E,s,e) ein Flussgraph. Dann bezeichnen: e p = (eq,...,e;) Pfad von m nach n, falls source(e;) = m

e pred(n)=g {m|(m,n) € E}: Menge aller Vorganger
e succ(n)=q4r {m|(n,m) € E}: Menge aller Nachfolger
e source(e), dest(e): Anfangs- und Endknoten einer Kante

e Endlicher Pfad: Kantenfolge (ei,...,er) mit dest(e;) =
source(e;41) fir alle 1 <i <k

e Statt Kantenfolgen betrachten wir entsprechend auch Kno-
tenfolgen als Pfade, so zweckmadBig.
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und dest(e;) =n
e P[m,n]: Menge aller Pfade von m nach n
e )\p: Lange von p, d.h. die Anzahl der Kanten von p
e ¢: Pfad der Lange O

e Nj; C N: Menge der Join-Knoten, d.h. Menge der Knoten
mit mehr als einem Vorganger

e Np C N: Menge der Branch-Knoten, d.h. Menge der Kno-
ten mit mehr als einem Nachfolger
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Vereinbarung

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit...

e Jeder Knoten in einem Flussgraphen liegt auf einem Pfad
von s nach e

Kritische Kanten

Eine Kante heiBt kritisch, wenn sie von einem branch- zu einem
join-Knoten flhrt.

Zur Illustration: ...mit Knoten S5 3 als kiinstlichem (synthetic)
Knoten, der die kritische Kante von Knoten 2 nach 3 spaltet.

Intuition: Es gibt keine unerreichbaren Teile in einem Fluss- a) \ J b) \ J
graphen. 1\ x:= a+b\ 2\ \ 1 2
. - . ) - \ e
...eine generell Ubliche Vereinbarung fir Analyse und Optimie- Spah = arb!
rung! 3
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Verfahrensspezifische Vereinbarung
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit... Hintergrund

In der Folge betrachten wir Flussgraphen...
e in Form knotenbenannter EA-Graphen,

e bei denen alle Kanten, die in einem join-Knoten enden,
durch Einfiigen eines sog. kiinstlichen Knotens aufgespal-
ten sind,

...eine PRE-spezifische Vereinbarung.
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...dieser Vereinbarung:

e Der PRE-Prozess vereinfacht sich dadurch.

~» Berechnungsoptimale Ergebnisse kdnnen bereits er-
zielt werden, wenn erforderliche Hilfsvariableninitialisierun-
gen einheitlich an Knotenanfangen erfolgen.
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Bemerkung

Berechnungsoptimale Ergebnisse sind auch moglich, wenn aus-
schlieBlich kritische Kanten gespalten werden.

Dann aber muss ein PRE-Algorithmus in der Lage sein, sowohl
N- als auch X-Initialisierungen (an Knoten) durchfiihren zu
kdnnen.

Prinzipiell ist das kein Problem; mit vorstehender Vereinbarung
ist die Prasentation des PRE-Algorithmus aber noch einfacher.
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Arbeitsplan
In der Folge werden wir definieren...
e Die Menge der PRE-Transformationen
e Die Menge der zuldssigen PRE-Transformationen

e Die Menge der berechnungsoptimalen PRE-Transforma-
tionen

e Die BCM-Transformation als spezielle berechnungsoptima-
le PRE-Transformation
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Die Menge der PRE-Transformationen

Generelles (Transformations-) Muster fiir einen Term ¢t...
e Deklariere eine neue Hilfvariable h flir t in G
e Flige an einigen Knoten von G die Anweisung h :=t ein

e Ersetze einige der originalen Vorkommen von t in G durch
h

Bem.: t wird oft auch als Kandidatenausdruck bezeichnet.
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Beobachtung

Zwei (auf Knoten definierte) Pradikate
o Insertoyy

o Reployy

sind ausreichend, eine PRE- (bzw. CM-) Transformation
vollstdndig zu beschreiben (beachte: die Deklaration der Hilfs-
variablen h ist fur jede CM-Transformation identisch und
braucht deshalb nicht gesondert betrachtet zu werden).
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CM-Transformationen

...bezeichne CM die Menge aller CM-Transformationen (fiir
den Kandidatenausdruck t).
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Beobachtung

Offenbar ist nicht jede Transformation in CM bedeutungs-
erhaltend und damit akzeptabel.

Das fiuhrt uns auf den Begriff der zulassigen CM-Transfor-
mationen...
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Zulassige CM-Transformationen

Sei CM € CM.

CM heiBt zuldssig, wenn CM sicher und korrekt ist.

Intuition:

e Sicher: ...es gibt keinen Pfad, auf dem durch Einfligen einer
Initialisierung ein neuer Wert berechnet wird.

e Korrekt: ...die Hilfsvariable ist an jeder Benutzungsstelle
“richtig” initialisiert, d.h. sie enthalt denselben Wert, den
eine Neuberechnung von t an dieser Stelle liefert.
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Zur Formalisierung

...sind folgende (lokale) Pradikate erforderlich.

e Comp(n): n enthalt ein Vorkommen des Kandidatenaus-
drucks t.

e Transp(n): n ist transparent fiir ¢, d.h., n weist keinem
Operanden von t einen (neuen) Wert zu.

Ebenfalls nitzlich:

o Comp gy (n)=gpInsertgy (n)v Comp (n)A=Replcy (n):  Pro-
grammpunkte, an denen nach Anwendung von CM der
Ausdruck t berechnet wird.
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Globalisierung von Pradikaten auf Pfa-
de

Sei p ein Pfad und bezeichne p; den i-ten Knoten von p.

Mit diesen Bezeichnungen treffen wir die folgende Vereinba-
rung:

e Predicate”(p) <= V1 <i< \p. Predicate(p;)

o Predicated(p) <= 31 <i < \p. Predicate(p;)
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Sicherheit und Korrektheit

Definition [Sicherheit und Korrektheit]
Sei n € N. Wir definieren:

1. Safe(n) qf
V{ni,...,ng) € Pls,e] Vi. (n;=n) =
i) 3j <i. Comp (nj) A Transp¥((n;,...,ni—1)) V
i) 3 >i. Comp (nj) A Transp”((n;,...,n;—1))

2. Sei CM € CM. Dann:
Correctgy(n) =g V(n1,...,n;) € P[s,n]
Ji. Insertcyr(ng) A Transp¥((ng, ..., ngp_1))
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Aufwarts- und Abwartssicherheit

Die Einschrankung der Definition fiir Sicherheit auf (i) bzw. (ii)
fluhrt auf die Begriffe

o Aufwartssicherheit

e Abwadrtssicherheit
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Intuition

Eine Berechnung t ist an einer Programmstelle n

e aufwadrtssicher, wenn t auf allen Pfaden von s nach n be-
rechnet wird und auf die jeweils letzte Berechnung von t
keine Modifikation eines Operanden von ¢t mehr erfolgt.

e abwartssicher, wenn t auf allen Pfaden von n nach e be-
rechnet wird und der jeweils ersten Berechnung von t keine
Modifikation eines Operanden von t vorausgeht.
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Aufwarts- und Abwartssicherheit

Definition [Aufwarts- und Abwartssicherheit]

1. Vn € N. U-Safe(n) <=y
Vp € Pls,n] 3i < \p. Comp (p;) A Transp”(pli, A\p[)

2. Vn € N. D-Safe(n) <=4
Vp € Pln,e] 3i < \p. Comp (p;) A Transp¥(p[1,i[)

Zulassige CM-Transformationen
Damit kdnnen wir jetzt genauer definieren...

Definition [Zuldssige CM-Transformation]

Eine CM-Transformation CM € CM heiBt zuldssig gdw fir

jeden Knoten n € N gelten folgende beide Eigenschaften:
1. Insertgyr(n) = Safe(n)

2. Repley(n) = Correctey(n)

Die Menge aller zulassigen CM-Transformationen bezeichnen

wir mit CM 44, -
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Erste Aussagen... (1) Erste Aussagen... (2)
Korrektheitslemma Sicherheitslemma
VY CM € CM 44, Y € N. Correctey(n) = Safe(n) Vn € N. Safe(n) <= D-Safe(n) Vv U-Safe(n)
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Berechnungsbesser, berechnungsopti-
mal

Eine CM-Transformation CM € CM 4,4, heiBt berechnungsbes-
ser als eine CM-Transformation CM’ € CM 44,, 9dw

V pePlse]. [{i| Compcy(pi)}| < | {i] Comp gy (pi)} |

Bemerkung: Die Relation “berechnungsbesser” ist eine Qua-
siordnung, d.h. eine reflexive und transitive Relation.
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Berechnungsoptimalitat

Definition [Berechnungsoptimale CM-Transformation]

Eine zulassige CM-Transformation CM € CM 44, heiBt berech-
nungsoptimal gdw CM ist berechnungsbesser als jede andere
zulassige CM-Transformation.

Wir bezeichnen die Menge der berechnungsoptimalen CM-
Transformationen mit CM ¢y0p¢-
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Konzeptuell

...PRE kann als zweistufiger Prozess gesehen werden

1. Vorziehen von Ausdriicken (Expression hoisting)
...vorziehen von Ausdriicken an “frihere"” sichere Berech-
nungspunkte

2. Beseitigung total redundanter Ausdriicke (Total redundan-
cy elimination)
...beseitigen von Berechnungen, die durch das Vorziehen
total redundant geworden sind

Kap. 7.4.1 Nitzliche Begriffe und Bezeichnungen 382

Kap. 7.4.2 Busy Code Motion
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Extreme Strategie — Fruhestheitprinzip
Platziere Berechnungen so frith wie maoglich...

e Theorem [Berechnungsoptimalitat]
...vorziehen von Ausdriicken zu ihren frihesten siche-
ren Berechnungspunkten liefert berechnungsoptimale Pro-
gramme

~» ...bekannt als Busy Code Motion
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Fruhestheitprinzip

Platzieren von Berechnungen so frih wie maoglich...

...liefert berechnungsoptimale Programme.
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Beachte: Fruhest hei3t in der Tat...

...so frilh wie moglich, aber nicht friher!

h:=at+b

O Incorrect!
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Busy Code Motion

Intuition:

Platziere Berechnungen so friih wie moglich im Programm,
ohne Sicherheit und Korrektheit zu verletzen!

Beachte: Berechnungen werden dadurch so weit wie mdoglich

entgegen des Kontrollflusses verschoben

~ ...liefert die Motivation fiir die Wahl der Bezeichnung bu-
sy.
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Fruhestheit

Definition [Friihestheit]
Vn € N. Earliest(n)=4 Safe (n) A

tt falls n=s

V —Transp (m)V —~Safe(m) sonst
mepred(n)
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Die BCM-Transformation

o Insertpoy(n)=qs Earliest(n)
o Replpcy(n) =qr Comp (n)
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Das BCM-Theorem

BCM-Theorem
Die BCM-Transformation ist berechnungsoptimal, d.h.,
BCM € CM CmpOpt -

Der Beweis flr das BCM-Theorem stiitzt sich ab auf das
Friihestheit- und das BCM-Lemma...
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Das Fruhestheitlemma

Fruhestheitlemma
Sei n € N. Dann gqilt:

1. Safe(n) = Vp € P[s,n] 3i < Xp.
Earliest(p;) A Transp”(pli, Ap[)

2. Earliest(n) <=
D-Safe(n) A A (=Transp (m) v —Safe (m))
mepred(n)
3. Earliest(n) <=
Safe(n)AN Y CM € CM yg,,. Correctpyr(n) = Insertoyr(n)
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Das BCM-Lemma

BCM-Lemma

Sei p € P[s,e]. Dann gilt:

1. Vi < M\p. Insertgoy(pi) <
35 >4 pli,§] € FU-LtRg (BCM)

2. Y CM € CM gy, Vi, < Ap. pli,j] € LtRg (BCM) =
Comp 24,(pli, 51)

3. VOM € CMppopt Vi < Ap. Comp oy (pi) =
35 <i <Ll pljl] € FU-LtRg (BCM)
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Die BCM-Transformation

...berechnungsoptimal, aber maximaler Registerdruck

Kap. 7.4.2 Busy Code Motion 393

Kap. 7.4.3 Lazy Code Motion
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Duale extreme Strategie — Spatestheit-
prinzip

Platziere Berechnungen so spat wie maoglich...

e Theorem [Optimalitat]

...vorziehen von Ausdricken so wenig wie moglich, aber
so weit wie n6tig (um berechnungsoptimal zu werden), lie-
fert berechnungsoptimale Programme

mit minimalem Registerdruck

~» ...bekannt als Lazy Code Motion
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Die LCM-Transformation
benfalls berechnungsoptimal, aber mit minimalem Registerdruck! Lazy Code Motion

Intuition:

Platziere Berechnungen so spat wie mdglich im Programm,
ohne Sicherheit, Korrektheit und Berechnungsoptimalitat zu
verletzen!

S

L
“"‘ ~= . . . .. .
‘\*?;\‘\-\}Q\.-\a\‘\ Beachte: Berechnungen werden dadurch so wenig wie maoglich
AR \‘N\\

\ ;“\\i\:\\\x\}k\}i\) entgegen des Kontrollflusses verschoben
\\}

Minimum
Register Pressure!

W
\\\\\ ~ ...liefert die Motivation flir die Wahl der Bezeichnung lazy.

O
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Zur Formalisierung
ArbeitSplan ...ist der Begriff des Lebenszeitbereichs zentral.

In der Folge werden wir definieren... Sei OM € CM.

e [ ebenszeitbereich
LtRg (CM):df
{p| Insertcps(p1) A ReplCM(p/\p) A ﬂlnserth(p]l, Apl )}

e Die Menge der lebenszeitoptimalen PRE-Transformatio-
nen

e Die LCM-Transformation als eindeutig bestimmte einzige

lebenszeitoptimale PRE-Transformation e Erstbenutzungslebenszeitbereich

FU—Lth(CM):df
{p € LtRg(CM)|Vq € LtRg(CM). (¢ C p) = (¢=p)}

Kap. 7.4.3 Lazy Code Motion 398 Kap. 7.4.3 Lazy Code Motion 399




Erste Aussagen

Erstbenutzungslebenszeitbereichslemma

Sei CM € CM, p € P[s,e] und seien 11, io, j1, jo Indizes so
dass pli1,j1] € FU-LtRg(CM) und plin, jo] € FU-LtRg (CM).
Dann gilt:

e entweder stimmen  pli1,j1] und  plin,jo]  liberein,
d.h. i1 =15 und j;=y7o, oder

e pli1,51] und plip,jo] sind disjunkt, d.h., j1 < ip oder
J2 <11.
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Lebenszeitbesser, lebenszeitoptimal

Eine CM-Transformation CM € CM heiBt lebenszeitbesser als
eine CM-Transformation CM’' € CM gdw

Vpe LtRg(CM) 3q € LtRg(CM"). p C ¢

Bemerkung: Die Relation ‘“lebenszeitbesser” ist eine partielle
Ordnung, d.h. eine reflexive, transitive und antisymmetrische
Relation.

Kap. 7.4.3 Lazy Code Motion 401

Lebenszeitoptimalitat

Definition [Lebenszeitoptimale CM-Transformation]

Eine berechnungsoptimale CM-Transformation CM IS
CMmpopr heiBt lebenszeitoptimal gdw CM ist lebenszeitbes-
ser als jede andere berechnungsoptimale CM-Transformation.

Wir bezeichnen die Menge der lebenszeitoptimalen CM-
Transformationen mit CMp;op-
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Wdhg: Mengen und Relationen 1(2)

Sei M eine Menge und R eine Relation auf M, d.h. RC M x M.
Dann heiBt R...

o reflexiv gdw. Vm € M. m Rm

e transitiv gdw. Vm,n,pe M. mRn AN nRp = mRp

e antisymmetrisch gdw. Vm,n e M. mRn AnRm = m=mn

Wo wir dabei sind...
e symmetrisch gdw. Vm,n € M. mRn <= nRm

e total gdw. Vm,ne€ M. mRn V nRm
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Wdhg: Mengen und Relationen 2(2)

Eine Relation R auf M heiBt
e Quasiordnung gdw. R ist reflexiv und transitiv

e partielle Ordnung gdw. R ist reflexiv, transitiv und anti-
symmetrisch

Zur Vollstandigkeit sei noch erganzt...

e Aquivalenzrelation gdw. R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch

...eine partielle Ordnung ist also eine antisymmetrische Quasiordnung, eine
Aquivalenzrelation eine symmetrische Quasiordnung.
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Eindeutigkeit lebenszeitoptimaler PRE
Offensichtlich gilt:

CM 0pt © CM cpmpopt © CM g C CM
Es gilt sogar weitergehend:

Theorem [Eindeutigkeit lebenszeitoptimaler CM-Transforma-
tionen]

|CMpzope | <1
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Zur Entwicklung der LCM-Transforma-
tion

Zunachst folgende Beobachtung:

Lemma
¥ OM € CM ¢popt VP € LtRg (CM) 3q € LtRg (BCM). p C q.

Intuitiv:

e Keine berechnungsoptimale CM-Transformation platziert
die Berechnungen fruher als die BCM-Transformation

e Die BCM-Transformation ist diejenige berechnungsoptima-
le CM-Transformation mit maximalem Registerdruck
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Verzogerbarkeit

Definition [Verzogerbarkeit]
Vn € N. Delayed (n) <=y
Vp € P[s,n] 3i < \p. Earliest(p;) A=Comp3(pli, \p[)
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Das Verzogerbarkeitslemma
Verzogerbarkeitslemma
1. Vn € N. Delayed (n) = D-Safe(n)

2. Vp € Pls,e] Vi < \p. Delayed(p;) = 3 j < i <L pljl] €
FU-LtRg (BCM)

3. VCM € CMppopt Y1 € N. Comp ¢y (n) = Delayed (n)

Kap. 7.4.3 Lazy Code Motion 408

Spatestheit

Definition [Spatestheit]
Vn € N. Latest (n)=g Delayed (n) A (Comp (n)V V

mesucc(n)

-Delayed (m))
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Das Spatestheitlemma
Spatestheitlemma
1. Vpe LtRg(BCM) Fi < \p. Latest(p;)

2. Vp € LtRg(BCM) Vi < \p. Latest(p;) =
—Delayed3( pli, A\p] )
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Die ALCM-Transformation

Die “Almost Lazy Code Motion” Transformation...

° InseT’tALCM(n)de Latest (n)
o Replyrcn(n)=gq Comp (n)
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Fast lebenszeitoptimal

Definition [Fast lebenszeitoptimale CM-Transformation]
Eine berechnungsoptimale CM-Transformation CM €
CM mpopt heiBt fast lebenszeitoptimal gdw

Vp € LtRg(CM). X\p > 2 =
vYCM' e CMCmp()pt Jqe LtRg(CM'). pC ¢

Wir bezeichnen die Menge der fast lebenszeitoptimalen CM-
Transformationen mit CM 47,0p-
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Das ALCM-Theorem

ALCM-Theorem

Die ALCM-Transformation ist fast lebenszeitoptimal,
ALCM € CMALtOpt-

d.h.,
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Isolierte Berechnungen

Definition [CM-Isolation]
VCOM € CM ¥n € N. Isolatedcps(n) <=qf
Vp ePln,e] V1 <i<Ap. Replons(pi) = [nserz%M(p]l,i])
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Das Isolationslemma

Isolationslemma

1. VCM € CM Vn € N. Isolatedgy (n) <~
Vp eLtRgG(CM). (n) Cp = Ap=1

2. VCM € CMppopt Y1 €N. Latest (n) =
(Isolatedps(n) < Isolatedgcys(n))

Kap. 7.4.3 Lazy Code Motion

415




Die LCM-Transformation

o Insert; oy (n)=gqr Latest (n) A —=Isolatedpcp(n)

o Replyoy(n)=gqy
Comp (n) A—(Latest (n) A Isolatedgcp(n))

Das LCM-Theorem

LCM-Theorem

Die LCM-Transformation ist lebenszeitoptimal, d.h., LCM ¢
CM t0pt-
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Ein groBeres Beispiel zur Illustration (1)
Das Ausgangsprogramm...
Kap. 7.4.4 Ein groBeres Beispiel
10‘y:=a+b‘ 11
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Ein groBeres Beispiel zur Illustration (2)

Das Resultat der BCM-Transformation...
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Ein groBeres Beispiel zur Illustration (3)

Verzogerte und spateste Berechnungspunkte...

D Delay D Latest
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Ein groBeres Beispiel zur Illustration (4)

Das Resultat der ALCM-Transformation...
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Ein groBeres Beispiel zur Illustration (5)

Spateste und isolierte Berechnungspunkte...

D Isolated \est
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Ein groBeres Beispiel zur Illustration (6)

Das Resultat der LCM-Transformation...
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Kap. 7.4.5 Implementierungspragmatik
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Zur Implementierung der BCM-
Transformation auf EA-Graphen

...auf Einzelanweisungsniveau, hier fiir knotenbenannte EA-
Graphen.

Beachte: ...wir nehmen flr das folgende an, dass nur kritische
Kanten gespalten sind (deshalb N- und X-Einsetzungen).
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Busy Code Motion (EA-1)

1. Die Analysen fur Aufwarts- und Abwarts-
sicherheit

Lokale Pradikate:
e COMP,(t): v berechnet t.

e TRANSP,(t): « modifiziert keinen Operanden von t.
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Busy Code Motion (EA-2)

Das Gleichungssystem filir Aufwartssicherheit:

ff falls 1=s
N-USAFE, = [ X-USAFE; sonst
tepred(t)
X-USAFE, = (N-USAFE,+ COMP,) - TRANSP,
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Busy Code Motion (EA-3)

Das Gleichungssystem fiir Abwartssicherheit:

N-DSAFE, = COMP, + X-DSAFE,- TRANSP,
ff falls t=e

X-DSAFE, = [I N-DSAFE; sonst
resucc(t)
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Busy Code Motion (EA-4)

2. Die Transformation: Einsetzungs- und Erset-
zungspunkte

Lokale Pradikate:

e N-USAFE*, X-USAFE*, N-DSAFE*, X-DSAFE*: groBte
LOsungen der Gleichungssysteme fiir Aufwarts- und
Abwartssicherheit aus Schritt 1.
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Busy Code Motion (EA-5)

N-INSERTBM —, . N-DSAFE}- [] (X-USAFE} + X-DSAFE})

tepred(t)
X-INSERTBM =, X-DSAFE}  TRANSP,

REPLACEEM =, cowmpP,
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Zur Implementierung der BCM-
Transformation auf BB-Graphen (1)

...auf Basisblockniveau, hier fur knotenbenannte BB-Graphen.

Beachte: ...wir nehmen fiir das folgende an, dass (1) nur kriti-
sche Kanten gespalten sind (deshalb N- und X-Einsetzungen),
und (2) dass alle Redundanzen innerhalb eines Basisblocks
schon durch einen Praprozess beseitigt sind.
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Zur Implementierung der BCM-Trans-
formation auf BB-Graphen (2)

t-verfeinerte Flussgraphen...

Bezuglich einer Berechnung ¢ lasst sich ein Basisblock n in
zwei disjunkte Teile unterteilen:

e ein Eingangsteil (entry part), der aus allen Anweisungen
bis zu und einschlieBlich der letzten Modifikation von ¢
besteht

e ein Ausgangsteil (exit part), der aus den verbleibenden An-
weisungen von n besteht.

Beachte: ein nichtleerer Basisblock hat stets einen nichtleeren
Eingangsteil; im Unterschied dazu kann der Ausgangsteil leer
sein (zur Illustration siehe folgende Abbildung).
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Zur Implementierung der BCM-
Transformation auf BB-Graphen (3)

Zur Illustration von Eingangs- und Ausgangsteil eines Basis-
blocks...

©)

n

m

\

--- Entry Part Entry (Exit) Computation
""" Exit Part —= Entry (Exit) Point
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Busy Code Motion (BB-1)

1. Die Analysen fur Aufwarts- und Abwartssicherheit

Lokale Pradikate:

e BB-NCOMPg(t): B enthdlt eine Anweisung ¢, die t
berechnet, und der keine Anweisung vorausgeht, die einen
Operanden von t modifiziert.

e BB-XCOMPg(t): B enthdlt eine Anweisung ¢, die t
berechnet, und weder + noch irgendeine andere Anweisung
von (B nach : modifiziert einen Operanden von t.

e BB-TRANSPg(t): 8 enthdlt keine Anweisung, die einen
Operanden von t modifiziert.
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Busy Code Motion (BB-2)

Das Gleichungssystem filir Aufwartssicherheit:

£f falls B=s
BB-N-USAFEg = I1 (BB-XCOMP; + BB—X—USAFE[;) sonst
Bepred(3)
BB-X-USAFEg = (BB-N-USAFEz+ BB-NCOMPg) - BB-TRANSPy
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Busy Code Motion (BB-3)

Das Gleichungssystem fiir Abwartssicherheit:

BB—N—DSAFEg = BB—NCOMPg + BB—X—DSAFEB . BB—TRANSPﬁ
ff falls B=e
BB-X-DSAFE; = BB-XCOMP;+ [I BB-N-DSAFE; sonst
Besucc(B)
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Busy Code Motion (BB-4)

2. Die Transformation: Einsetzungs- und Erset-
zungspunkte

Lokale Pradikate:

¢ BB-N-USAFE*, BB-X-USAFE¥*, BB-N-DSAFE*,
BB-X-DSAFE*: groBte Losungen der Gleichungssy-
steme fiur Aufwarts- und Abwartssicherheit aus Schritt
1.
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Busy Code Motion (BB-5)

N-INSERTEM =, BB-N-DSAFEj;- [[ (BB-X-USAFE}+ BB-X-DSAFE})
Bepred(B)
X—INSERTECM =4 BB—X—DSAFE’[; -BB-TRANSPg3

N-REPLACE}™ =, BB-NCOMP;
X-REPLACEE™ =4 BB-XCOMP;
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Die Gleichungssysteme fur LCM

Ahnlich!
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I(Ellr)l groBeres BB-Beispiel zur Illustration

Das Ausgangsprogramm...

y:=atb
2la:=c

Xx:=at+b
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(Ezlr)l groBeres BB-Beispiel zur Illustration

Das Ausgangsprogramm mit kritischen Kanten gespalten...
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I(E3||)1 groBeres BB-Beispiel zur Illustration

Die Berechnung der friihesten Berechnungspunkte...

* U-Safe”
® D-Safe*

O Earliest
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(Eir)l groBeres BB-Beispiel zur Illustration

Das Ergebnis der BCM-Transformation...
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(EE:SI groBeres BB-Beispiel zur Illustration

Die Berechnung der spatesten Berechnungspunkte...

® Earliest
@® Delayed”
QO Latest
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(EGISI groBeres BB-Beispiel zur Illustration

Das Ergebnis der ALCM-Transformation...

® Earliest
® Delayed”
O Latest
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I(57||)1 groBeres BB-Beispiel zur Illustration

Die Berechnung isolierter Berechnungspunkte...

O Latest
[ ] Isolated*
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|(58Ir)1 groBeres BB-Beispiel zur Illustration

Das Ergebnis der LCM-Transformation...
1
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Kapitel 7.4.5 PRE gdemaB Mo-
rel/Renvoise
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Die bahnbrechende PRE-Formulierung
von Morel/Renvoise

PRE ist untrennbar mit den Namen von E. Morel und C. Ren-
voise verknipft. Ihr 1979 vorgestelltes Verfahren kann als “Ur-
vater” aller CM-Verfahren angesehen werden und war bis in die
90er-Jahre hinein das “state of the art”-Verfahren fur PRE.

Kennzeichnend fur dieses Verfahren sind:
e 3 unidirektionale Bitvektoranalysen (AV, ANT, PAV)

e 1 bidirektionales Bitvektoranalyse (PP)
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PRE gemalB Morel/Renvoise (1)

e Verfligbarkeit (Availability):

ff falls n=s
AVIN(n) = [I AVOUT(m) sonst
m € pred(n)
AVOUT(n) = TRANSP(n)* (COMP(n) 4+ AVIN(n))
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PRE gemalB Morel/Renvoise (2)

e Vorziehbarkeit (Anticipability):

ANTIN(n) = COMP(n)+ TRANSP(n) * ANTOUT (n)
ff falls n=e
ANTOUT(n) = II ANTIN(m) sonst
m € succ(n)
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PRE gemalB Morel/Renvoise (3)

e Partielle Verfligbarkeit (Partial Availability):

ff falls n=s
PAVIN(n) = >  PAVOUT(m) sonst
m € pred(n)
PAVOUT(n) = TRANSP(n)* (COMP(n) + PAVIN(n))
Kap. 7.4.5 PRE gemaB Morel/Renvoise 453

PRE gemalB Morel/Renvoise (4)

e Platzierung moglich (Placement Possible):

ff falls n=s

CONST (n)*
PPIN(n) = ( I (PPOUT(m)+ AVOUT (m))x*
m € pred(n)
(COMP(n) + TRANSP(n) *x PPOUT(n)) sonst
ff falls n=e
PPOUT(n) = II PPIN(m) sonst
m € succ(n)

wobei CONST(n)=4ANTIN(n) * (PAVIN(n) + —COMP(n) x*
TRANSP(n))
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PRE gemalB Morel/Renvoise (5)

e Initialisierung:
INSIN(?’L) =df ff
INSOUT(n) =4 PPOUT(n)*-AVOUT (n) *
(=PPIN(n) + " TRANSP(n))

e Ersetzung:
REPLACE(n) =dqf COMP(n) * PPIN(n)
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Eigenschaften und Nachteile der PRE-
Formulierung

...gemaB Morel/Renvoise:

e Konzeptuell

— Fehlende Berechnungsoptimalitat
~ nur aufgrund nicht gespaltener kritischer Kanten

— Fehlende Lebenszeitoptimalitat
~» Heuristische Behandlung
e Technisch
— Bidirektionalitat
~» konzeptuell und berechnungsmaBig komplexer

...das Transformationsergebnis liegt (nicht vorhersagbar) zwi-
schen denen von BCM- und LCM-Transformation.

Lehrreich

...folgende zwei Beispiele mithilfe des PRE-Verfahrens von Mo-
rel/Renvoise zu optimieren:

o
S
l i l
S
‘Cl "Cl | |
l
)
G‘x::wb‘ 11‘y::ia+ti 161::&*@
-
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Heutzutage...
Lazy Code Motion ist...
. e ...der de-facto Standardalgorithmus fiir PRE, der in aktu-
Kap' 7.4.6 Sparse Code Motion ellen state-of-the-art Ubersetzern zum Einsatz kommt
— Gnu compiler family
— Sun Sparc compiler family
458 Kap. 7.4.6 Sparse Code Motion 459

Kap. 7.4.6 Sparse Code Motion




...um auch diese Transformation zu
In der Folge... ermoglichen:

(Modulare) Erweiterung von LCM, um Anwenderprioritdten zu
beriicksichtigen!

Code-Size Quality Oa

Computational Quality

...Run-Time Performance

Lifetime Quality

...Register Pressure Moderate

Register Pressure!
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There is more than speed! There is more than speed!

Kap. 7.4.6 Sparse Code Motion 462 Kap. 7.4.6 Sparse Code Motion 463




...2.B. Platz!

Moderate
Register Pressure!
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Der Weltmarkt fur Mikroprozessoren
1999

Chip-Kategorie

Verkaufte Anzahl

Eingebettet 4-bit
Eingebettet 8-bit

2000 Millionen
4700 Millionen

Eingebettet 16-bit | 700 Millionen
Eingebettet 32-bit | 400 Millionen
DSP 600 Millionen
Desktop 32/64-bit | 150 Millionen

... David Tennenhouse (Intel Director of Research). Hauptvortrag auf dem
20th IEEE Real-Time Systems Symposium (RTSS’99), Phoenix, Arizona,
Dezember 1999.
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Der Weltmarkt fur Mikroprozessoren
1999

Chip-Kategorie Verkaufte Anzahl
Eingebettet 4-bit 2000 Millionen
Eingebettet 8-bit 4700 Millionen
Eingebettet 16-bit | 700 Millionen
Eingebettet 32-bit | 400 Millionen

DSP 600 Millionen
Desktop 32/64-bit | 150 Millionen ~ 2%

... David Tennenhouse (Intel Director of Research). Hauptvortrag auf dem
20th IEEE Real-Time Systems Symposium (RTSS'99), Phoenix, Arizona,
Dezember 1999.
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Man denke an...

... domanenspezifische Prozessoren eingesetzt in eingebetteten
Systemen

o Telekommunikation

— Mobiltelefone, Pager, ...

e Heimelektronik

— MP3-Spieler, Kameras, Spielekonsolen, ...

¢ Automobilbereich
— GPS-Navigation, Airbags, ...
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Code fur eingebettete Systeme
Anforderungen...

e Performanz (oft Echtzeitanforderungen)

e CodegroBe (system-on-chip, on-chip RAM/ROM)

Flr eingebettete Systeme...
odegroBe ist oft eine kritischere GroBe als Geschwindigkeit!
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Code fur eingebettete Systeme (Fort-
setzung)

Anforderungen (und wie sie haufig adressiert werden...):
e Assemblerprogrammierung

e Handische Postoptimierung

Schwachen...
e Fehlertrachtig
e Verzogerte Marktreife/-eintritt

...die Probleme werden zunehmend groBer mit wachsender
Komplexitat.

Generell beobachtet man...

..einen Trend hin zu Hochsprachenprogrammierung (C/C++)

Kan 7 A A Snarce Cade Matinn ARQ

Angesichts dieses Trends...

...wie unterstiitzen traditionelle Ubersetzer- und Optimierer-
technologien das spezielle Anforderungsprofil von Code flir ein-
gebettete Systeme?

Code Size

Run-Time Performance

Leider nur wenig.
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Unbestritten...

Traditionelle Optimierungen...

e ...sind nahezu ausschlieBlich auf Performanzoptimierung
getrimmt

e ...sind nicht codegroBensensitiv und bieten i.a. keinerlei
Kontrolle Uber ihren Einfluss auf die CodegroBe
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In besonderer Weise...

...gilt dies fiir Optimierungen, die auf Codeverschiebung be-
ruhen

Dazu gehdren insbesondere
e Partial redundancy elimination

e Partial dead-code elimination

Partial redundant-assignment elimination

e Strength reduction
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Erinnerung am Beispiel von PRE

PRE kann konzeptuell als zweistufiger Prozess gesehen wer-
den...

1. Ausdrucksvorziehen
...vorziehen von Ausdriicken an “friihere” sichere Berech-
nungspunkte

2. Totale Redundanzelimination
...eliminieren von Berechnungen, die durch das Vorziehen
total redundant geworden sind

Kap. 7.4.6 Sparse Code Motion 473

Erinnerung am Beispiel von LCM

LCM kann konzeptuell als Ergebnis eines zweistufigen Prozes-
ses gesehen werden...

1. Ausdrucksvorziehen (hoisting expressions)
...zu ihren “frihesten” sicheren Berechnungspunkten

2. Ausdrucksverzogern (sinking expressions)
...ZU ihren *“spatesten” sicheren und berechnungsoptima-
len Berechnungspunkten
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Auf dem Weg zu codegrobBensensitiver
PRE...

e Hintergrund: Klassische PRE
~» Busy CM (BCM) / Lazy CM (LCM) (Knoop et al., PLDI'92)

— Ausgezeichnet mit dem ACM SIGPLAN Most Influential PLDI Pa-
per Award 2002 (for 1992)

— Ausgewahlt fur “20 Years of the ACM SIGPLAN PLDI: A Selecti-
on” (60 Artikel aus ca. 600 Artikeln)

e CodegroBensensitive PRE (Knoop et al., POPL’'00)
~+» ...modulare Erweiterung von BCM/LCM

* Problemmodellierung und -16sung
...basiert auf graphtheoretischen Hilfsmitteln

* Hauptergebnisse
...Korrektheit, Optimalitat
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Laufendes Beispiel
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Laufendes Beispiel (Fortsetzung)

v v
Two Code-size Optimal Programs
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Laufendes Beispiel (Fortsetzung)

SQ > CQ>LQ SQ >LQ>CQ
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Laufendes Beispiel (Fortsetzung)

Beachte: Folgende Transformation ist unerwiinscht!

i
@M a=..

N/ /[

®
h::a/+bT Impairing!
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CodegroBensensitive PRE

~» Das Problem

...wir erhalten wir eine codegroBenminimale Platzierung der Berech-
nungen, d.h. eine Platzierung, die

— zulassig (semantik- & performanzerhaltend)

— codegroBenminimal ist?

~ LOsung: Eine neue Sicht auf PRE
...betrachte PRE als ein Austauschproblem: Austauschen der ur-
spriinglichen Berechnungen gegen neu eingesetzte!

~» Der Clou: Benutze Graphtheorie!

...fuhre das Austauschproblem auf die Berechnung sog. tight sets in
bipartiten Graphen zuriick basierend auf maximalen matchings!
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Wir verschieben, aber behalten im Ge-
dachtnis

Wir mussen beantworten...

e Wo sind Initialisierungen vorzunehmen und wo sind ur-
springliche Berechnungen zu ersetzen?

...und beweisen
e Warum dies korrekt (semantikerhaltend) ist
e Wie sich dies auf die CodegroBe auswirkt

e Warum dies “optimal’ bezlglich einer vorgegebenen Prio-
risierung von Zielen ist?

Flr jede dieser Fragen werden wir ein spezielles Theorem an-
geben, das uns die entsprechende Antwort liefert!
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Bipartite Graphen

T

Tight Set
...eines bipartiten Graphen (SUT, E): Teilmenge S;s C S mit

VS C 8. [Sts| — IT(Sts)| > S| — |7 (S|
r(s,)

~—

| \Z X

° w-&

Zwei Varianten: (1) GroBte Tight Sets (2) Kleinste Tight
Sets
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Bipartite Graphen

T

S

Tight Set
...eines bipartiten Graphen (SUT, E): Teilmenge S;s C S mit

VS CS. |Sis| — IT(Ses)| > |S'| =7 ()]

r(s,)
~—
.
!ts

Zwei Varianten: (1) GroBte Tight Sets (2) Kleinste Tight
Sets
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Offensichtlich

...k6nnen wir auf vorgefertigte Standardalgorithmen aus der
Graphtheorie zuriickgreifen, um

¢ Maximale Matchings und
e Tight sets
Zu berechnen.

Damit reduziert sich unser PRE-Problem auf...

...die Konstruktion des bipartiten Graphen, der das Problem
modelliert!
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Zur Berechnung groBter/kleinster
Tight Sets

...auf Grundlage maximaler Matchings

LN = LY
= LI = LY

T(s)
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Algorithmus LTS (Largest Tight Sets)

Eingabe: Bipartiter Graph (SUT,E), maximales Matching M.
Ausgabe: GroBte tight set 77,,7S) CS.

Sm:=S; D:i={teT|tis unmatched};
WHILE D # () DO
choose some x € D; D:=D\ {x};
IFx€eS
THEN SM = SM \ {X};
D:=D U {y|{xy} €M}
ELSED:=D U (F'(x) NSy)
FI
0D;
TLars(S) 1= Sum
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Algorithmus STS (Smallest Tight Sets)

Eingabe: Bipartiter Graph (SUT,E), maximales Matching M.
Ausgabe: Kileinste tight set 7g,,75(S) CS.

Sm:=0; A:={s€S|sis unmatched};
WHILE A # () DO
choose some x € A; A:= A\ {x};
IFxeS
THEN Sy =Sy U {x};
A=A U (TG \Sw)
ELSE A:=A U {y | {x,y} € M}
FI
0D;
Tsmrs(S) := Sm
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Modellierung des Austauschproblems

Die Menge der Knoten
ThsUSs @ ®© @ O O O O ® ® ®

Insert, ., Comp/UpSafe

DownSafe/
(Comp UUpSafe)

Die Menge der Kanten...
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Die Menge der Knoten

a) b)

el (5]
4 s

/@<@7<

N\

g
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Modellierung des Austauschproblems

Die Menge der Knoten
Ts U Sps @ © © © O O O ® ® ®

! Ny !
Insert, ., Comp/UpSafe

DownSafe/
(Comp U UpSéfe)

Der bipartite Graph

SDS

Die Menge der Kanten ... Vne& Spg Vm € Tpg.

{n,m} € Epg <=4 m € Closure(pred(n))
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DownSafety-Hillen

DownSafety-Hullen

Fur n € DownSafe/Upsafe ist die DownSafety-Hiille
Closure(n) die kleinste Menge von Knoten, so dass

1. n € Closure(n)
2. Vm € Closure(n) \ Comp. succ(m) C Closure(n)

3. VYm € Closure(n). pred(m) N Closure(n) =0 =
pred(m) \ UpSafe C Closure(n)
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Ii)&v;mSafety—HUllen — Die zentrale Idee
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Do

2

nSafety-Hullen — Die zentrale Idee

N
~
D
~
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:?(czlv;mSafety-Hijllen — Die zentrale Idee

hi= a+139\ 2

he h h
\T No Initjalization!

7
i

Y
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E&vgnSafety—HUllen — Die zentrale Idee

h:=a+b
A

-5 i

N

N

v
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DownSafety-Hillen

DownSafety-Hullen

Fir n € DownSafe/Upsafe ist die DownSafety-Hiille Closure(n)
die kleinste Menge von Knoten, so dass

1. n € Closure(n)
2. Vm € Closure(n) \ Comp. succ(m) C Closure(n)

3. Vm € Closure(n). pred(m) N Closure(n) =0 =
pred(m) \ UpSafe C Closure(n)
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DownSafety-Regionen

Einige Teilmengen von Knoten sind in besonderer Weise aus-
gezeichnet. Wir nennen diese Mengen DownSafety-Regionen...

e Eine Menge RC N von Knoten heiBt DownSafety-Region
gdw

1. Comp\UpSafe C R C DownSafe\UpSafe

2. Closure(R) = R
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Fundamental...

Initialisierungstheorem
Initialisierungen zuldssiger PRE-Transformationen erfolgen
stets am “frihesten Rand” von DownSafety-Regionen.

- UpSafe v = Transp
o

[J EarliestFrontierR

DownSafe/UpSafe

o Comp

...Charakterisiert erstmals alle semantikerhaltenden PRE-Transforma-

tionen.
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Die Schlusselfragen
...bezluglich Korrektheit und Optimalitat:
1. Wo Initialisierungen vornehmen, warum ist es korrekt?

2. Wie ist der Effekt auf die CodegroBe?

3. Warum ist das Resultat optimal, d.h., codegroBenminimal?

...drei Theoreme werden jeweils eine dieser Fragen beantwor-
ten.
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Hauptergebnisse / Erste Frage

1. Wo Initialisierungen vornehmen, warum ist es korrekt?

Intuitiv: am friihesten Rand der von der tight set induzierten
DS-region...

Theorem 1 [Tight Sets: Initialisierungspunkte]
Sei T'S C Spg eine tight set.
Dann ist Rpg=4 M(T'S) U (Comp\UpSafe)
eine DownSafety-Region mit BodyRTS:TS

Korrektheit
...unmittelbares Korollar aus Theorem 1 und dem Initiali-
sierungstheorem
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Hauptergebnisse / Zweite Frage

2. Wie ist der Effekt auf die CodegroBe?

Intuitiv: Die Differenz aus eingesetzten und ersetzten Berech-
nungen...

Theorem 2 [DownSafety-Regionen: Platzgewinn]
Sei R eine DownSafety-Region
mit Bodyr=g4 R\EarliestFrontierp

Dann

¢ Platzgewinn aufgrund Einsetzens an
EarliestFrontiery:
| Comp\UpSafe| — |EarliestFrontierp|=
|Bodyr| — T (Bodyr)| 4 = defic(Bodyg)
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Hauptergebnisse / Dritte Frage

3. Warum ist das Resultat optimal, d.h., codegroBenminimal?

Aufgrund einer inhdrenten Eigenschaft von tight sets (non-
negative deficiency!)...

Optimalitatstheorem [Die Transformation]
Sei T'S C Spg eine tight set.

e Initialisierungspunkte:
Insertg,cny=qp EarliestFrontierg, =Rys\T'S

¢ Platzgewinn:
defic(TS)=g4 |TS| — [T (T'S)| > 0 max.
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GroBte vs. kleinste Tight Sets: Der Ein-
fluss

® EarliestFrontier,
RLaTS

Largest tight sets favor
Computational Quality
= Earliestness Principle

® EarliestFronti ep
SmTS

Smallest tight setsfavor
Lifetime Quality

@ L atestness Principle

® Comp
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Effekt illustriert am laufenden

Largest Tight Set
(8SQ>CQ)

Earliestness Principle

Smallest Tight Set
(SQ>LQ)

Latestness Principle

Beispiel
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CodegroBensensitive PRE auf

Blick 1(2)

-

Preprocess

Optional: Perform LCM (3 GEN/KILL-DFASs)

Compute Predicates of BCM
for G resp. LCM (G)

(2 GEN/KILL-DFAS)
J

\

-
M

ain Process

Reduction Phase

e Construct Bipartite Graph
« Compute Maximum Matching

V

Optimization Phase

e Compute Largest/Smallest Tight Set
e Determine Insertion Points

einen
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...auf einen Blick 2(2)

Choi ¢ Auxiliary
P qlcgto Apply To Using Yields Information
riority Required
L9 Not meaningful: The identity, i.e., G itself is optimal!
SQ Subsumed by SQ > CQ and SQ > LQ!
cQ BCM G UpSafe(G), DownSafe(G)
o> Lo LCM G LCM(G) UpSafe(G), DownSate(G), Delay(G)
50> co SpCM el gi‘;;fe::t SpCM_75(G) UpSate(G), DownSafe(G)
59> L0 SpCM el fi;'};‘tnzzt UpSafe(G), DownSate(G)
Largest UpSafe(G), DownSafe(G), Delay(G)
€e>s5Q SpCM LOM(G) tight set UpSafe(LCM(G)), DownSafe(LCM(G))
. Smallest UpSafe(G), DownSafe(G), Delay(G)
CQ>8Q>LQ || SpCM LeM(G) tight set UpSate(LCM(G)), DownSate(LCM(G))
UpSafe(G), DownSafe(G),
Smallest Delay(SpCM/1s(G)),
§Q>CQ>LQ || SpCM | DL(SpCMyrs(G)) | fropt set UpSate(DL(SpCM . 75(G))),
DownSafe(DL(SpCM_7s(G)))

Flexibilitat (1)

Das Ausgangsprogramm ...
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Flexibilitat (2)

BCM ... Ein berechnungsoptimales Programm (CQ)
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Flexibilitat (3)

LCM ... A Computationally & Lifetime Opt. Program
(cQ > L£Q)
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Flexibilitat (4)

SpCM ... A Code-Size & Lifetime Optimal Program (SQ
> LQ)

ONENN
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Flexibilitat (5)

SpCM ... A Computationally and Lifetime Best Code-
Size Optimal Program (SQ > CQ > LQ)

ONREN
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Flexibilitat (6)

SpCM ... A Code-Size and Lifetime Best Computationally
Optimal Program (CQ > SQ > LQ)
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Ein Ruckblick

...auf die Entwicklung von PRE:
e 1958: ...first glimpse of PRE
~» Ershov's work on On Programming of Arithmetic Operations.
e < 1979 ... Special Techniques
~» Total Redundancy Elimination, Loop Invariant Code Motion
e 1979: ...origin of contemporary PRE
~» Morel/Renvoise's seminal work on PRE
e 1992: ...L CM [Knoop et al., PLDI'92]
~» ...first to achieve comp. optimality with minimum register pressure

~» ...first to rigorously be proven correct and optimal
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Ein Ruckblick (fortgesetzt)

e 2000: ...origin of code-size sensitive PRE [Knoop et al., POPL 2000]
~» ...first to allow prioritization of goals
~» ...rigorously be proven correct and optimal

~» ...first to bridge the gap between traditional compilation and com-
pilation for embedded systems

e Cca. since 1997: ...a new strand of research on PRE
~» Speculative PRE: Gupta, Horspool, Soffa, Xue, Scholz, Knoop,...
e 2005: ...another fresh look at PRE (as maximum flow problem)

~» Unifying PRE and Speculative PRE [Jingling Xue and J. Knoop]
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Namen sind Nachrichten

Ein anderer Ruckblick...
e < 1979 ... Special Techniques
~» Total Redundancy Elimination, Loop Invariant Code Motion
e 1979 ... Partial Redundancy Elimination
~» Pioneering ... Morel/Renvoise’'s bidirectional algorithm [1979]

~» Heuristic improvements ... Dhamdhere [1988, 1991], Drechs-
ler/Stadel [1988], Sorkin [1989], Dhamdhere/Rosen/Zadeck
[1992], ...

e 1992 ... BCM & LCM [Knoop et al., PLDI'92]

~» BCM ... first to achieve Computational Optimality: Earliestness
Principle

~» LCM ... first to achieve Comp. & Lifetime Optimality: Latestness
Principle

... first to be purely unidirectional, however, not yet code-size sensitive.

e 2000/2004: Code-Size Sensitive PRE [Knoop et al., POPL 2000,
LCTES 2004]




Warum lohnt es sich, PRE zu betrach-
ten? (1)

Es ist...

e Relevant ...weit verbreitet in der Praxis

e Generell ...eine Familie von Optimierungen denn eine ein-
zelne Optimierung

e Wohlverstanden ...bewiesen korrekt und optimal

e Herausfordernd ...konzeptuell einfach, aber weist eine Rei-
he kopfnussaufgebender Phanomene auf
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Warum lohnt es sich, PRE zu betrach-
ten? (2)
Zu guter letzt, PRE ist...

e Wahrlich klassisch ...blickt auf eine lange Geschichte
zurick

— Morel, E. and Renvoise, C. Global Optimization by Suppression of
Partial Redundancies. CACM 22 (2), 96 - 103, 1979.

— Ershov, A. P. On Programming of Arithmetic Operations. CACM
1(8), 3-6, 1958.
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Kap. 7.5 Optimalitatsphanomene
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Zuruck zu CM im allgemeinen
Traditionell

e Code (C) heiBt Ausdriicke

e Motion (M) heiBt vorziehen
Aber...

e CM ist mehr als vorziehen von Ausdriicken und PR(E)E!
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Zum Beispiel: Auch...

...Anweisungen sind Code.

X := atb®

o] . ,
| |
X = &I-b\ /O ! x><bo\ /. X:=atb
X = a+bE %bi

e Hier heiBt CM Elimination partiell redundanter Anweisun-
gen (PRAE)
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Im Unterschied zu Ausdrucken, Kkon-
nen...

...Anweisungen auch verzogert werden.

Lo Lo
X :=atbh

o X = atb X%
Xi=yrz » out(x) \ X = y+z

out(x) out(x)

S T
¥ 3

e CM heiBt jetzt Elimination partiell toten Codes (PDCE)
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Uber den Entwurfsraum von CM-
Algorithmen...

Allgemeiner...
e Code heiBt Ausdriicke/Anweisungen

e Motion heiBt vorziehen/verzdgern

Code / Motion || Hoisting | Sinking
Expressions EH -/
Assignments AH AS
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Weitere Verfeinerung des Entwurfs-
raums von CM-Algorithmen...

EH X = at+b
AH, AS
c(9 a

Syntactic (g
) i = atb
Paradigm Semantic y

syn. red.
— Intraprocedural Y g
- Interprocedural
- Parallelism = o+
- Predicated cod z:<ctb
- sem. red.

Introducing semantics... !
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Semantisches Code Motion...

erlaubt machtigere Optimierungen!

(xy,2) = (abab)jioo (ab,c) := (x,y,y+2)

h:=atb h:=x+y

) (xy,2) := (ab,h )jIOO (ab,0) := (x.y,h)

(Beispiel von B. Steffen, TAPSOFT'87)
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Optimalitatsergebnisse sind sehr emp-
findlich!

Drei Beispiele sollen dies belegen...
(I) Code motion vs. code placement
(II) Abhangigkeiten elementarer Transformationen

(III) Paradigmenabhdngigkeiten
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(I) Code Motion vs. Code Placement

...sind keine Synonyme!

(hl h2) := (a+b,c+b)

o o]
& |
ci= aK\ O (X,y) := (atb,c+b) P y
/ Motion gets stucl
T (x y) := (h1,h2)
Q

z:=ath (? z:=ctb ' Motion gets stuck! .
: hl:= a+b( h2 :=c+b i h2:=c+b
Original Program
’ ’ = hl o z:=h2 (ch2):=(ahl) O (xy) := (h1,h2)

Placing c+l

Placing a+b

After Sem. Code Motion
z:=hl 0z:=h2

v

Q“f\okO\ /O&o %
\

After Sem. Code Placement
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Schlechter noch...

Optimalitat ist verloren!

/\ h = a+bo/\ h:=c+b
T ? : l =

c::a\ y:=c+b « c::a\/y::h
z::a+b/§/ O z:=ctb z::a+b/O/©\Q z:=h

Incomparable!
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Und sogar noch schlechter...

Performanz kann verloren gehen, wenn naiv angewandt!

e Co
/4 3

o/\ h —a+bo \f

o
c.—ax/o » c—ax/o
z::a+k?i</§y/©>‘z::c+b Z::&F?{%‘Z::C*—b
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(I1) Abhangigkeiten von Transformatio-
nen

a:= b+<;q a:= b+é6‘/\ a:= b+cé’/\O
) AS | Ox:=atb  rpce )
X:=ath - N
X.=z / ;a:g X :=atb X:'=z /x::a+b

out(x,a) O out(x,a)0 out(x,a) O

...2nd Order Effects!

~» ...Partial Dead-Code Elimination (PDCE)
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Abhangigkeiten von Transformationen

/ -
Q a:= C+d<f a:=ctdd

a.:= c+d<l> AH O <l>
L _) l TRAE L
b:=atco = a+ci a=ctd => .- a+C$
out(a,b)g\/> out(a,b) out(ab) Q\/

E) Lo
v ¥

...2nd Order Effects!

~» ...Partially Redundant Assignment Elimination (PRAE)
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Konzeptuell

...kdnnen wir PREE, PRAE und PDCE wie folgt verstehen:
e PREE = AH ; TREE
e PRAE = (AH + TRAE)*

e PDCE = (AS + TDCE)*
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PRAE/PDCE — Optimalitatsergebnisse
Ableitungsrelation ...
¢ PRAE... GFAH,TRAE G/ (ET:{AH,TRAE})

e PDCE... GrasrpceG (ET={AS,TDCE})

Wir kBnnen beweisen...

Optimalitatstheorem
Fir PRAE und PDCE ist Fgp konfluent und terminierend

Betrachte jetzt...

e Assignment Placement AP
AP = (AH + TRAE + AS + TDCE)*

...sollte noch machtiger sein!

In der Tat, aber...

G g cemd e el A

Universe /Q\D P(DiE /x PRAE /QX
=atb X = ath -
X out(x)/Q P out(x)/,o 7 OUt(X/)/ ~
G
Gopt
Kap. 7.5 Optimalitatsphanomene 533
Kap. 7.5 Optimalitatsphanomene 532

...und folglich (globale) Optimalitat ist verloren!

Universe

GIocOpt
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...es gibt Szenarien, in denen wir mit Universen wie dem fol-
genden enden kdnnen:

Universe
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(II1) Paradigmenabhangigkeiten

(h1,h2,h3) := (a+b,c+b,d+b)

-
D
Xiy@z:=d+b @722:h3

V3
Original Program After Earliestness Transfor mation

...ein naiver Transfer der Transformationsstrategie flihrt hier
zu einem im wesentlichen sequentiellen Programm!
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Kap. 7.5 Partial Dead-Code und Faint
Code Elimination
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Elimination partiell toten/geisterhaften
Codes
Wir unterscheiden zwei Spielarten...

e Partial Dead-Code Elimination (PDCE)

e Partial Faint-Code Elimination (PFCE)
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Ein Beispiel: Das Ausgangsprogramm
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Ein Beispiel: Nach PDCE

¥
1 y:=atb

Geisterhaft, aber nicht tot: Ein Beispiel

v
i ]
2[ ] 3[x=x]
4| out(a)
v
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PDCE/PDFE: Verzogerbarkeit von An-
PDCE/PDFE: Anweisungsmuster weisungen (1)
Bezeichne in der Folge... Definition [Assignment Sinking]
An assignment sinking for « is a program transformation that
e o ein sog. Anweisungsmuster:
e eliminates some occurrences of «,
a=x.=t
AP die M ler A ) . e inserts instances of « at the entry or the exit of some
¢ '€ Menge aller Anweisungsmuster basic blocks being reachable from a basic block with an
eliminated occurrence of a.
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PDCE/PDFE: Verzogerbarkeit von An-
weisungen (2)

Definition [Local Barriers]
The sinking of an assignment pattern « is blocked by an
instruction that

e modifies an operand of ¢t or
e uses the variable = or

e modifies the variable x.
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PDCE/PDFE: Verzogerbarkeit von An-
weisungen (3)

Definition [Admissible Assignment Sinking]
An assignment sinking for « is admissible, iff it satisfies:

1. The removed assignments are substituted, i.e., on every
program path leading from n to e, where an occurrence
of a has been eliminated at n, an instance of « has been
inserted at a node m on the path such that o is not
blocked by any instruction between n and m.

2. The inserted assignments are justified, i.e., on each pro-
gram path from s to mn, where an instance of o has been
inserted at n, an occurrence of a has been eliminated at
a node m on the path such that « is not blocked by any
instruction between m and n.
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PDCE/PDFE: Elimination von Anwei-
sungen (1)

Definition [Assignment Elimination]

An assignment elimination for « is a program transformation
that eliminates some original occurrences of « in the argument
program.
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PDCE/PDFE: Zulassige Elimination
von Anweisungen (2)

Definition [Dead (Faint) Code Elimination]

A dead (faint) code elimination for an assignment pattern o
is an assignment elimination for «, where some dead (faint)
occurrences of « are eliminated.
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PDCE/PDFE: Ein neues Phanomen

Ein Beispiel fur
Effekte

a)

“Sinking-Sinking’ -

b)

v
1
...S0g. second order Effekte:
2
e Sinking-Elimination Effekte
e Sinking-Sinking Effekte 3[y:= | 3[y= ] 4[y:=a+b|
e Elimination-Sinking Effekte >/
X:=atc
e Elimination-Elimination Effekte \L
6/ out(x+
y
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. . . _. s .
Ein Beispiel fir “Elimination-Sinking" - Ein Beispiel fur Elimination
Elimination” -Effekte
Effekte
a) b)
y
1
2
3] 3 |
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o )
v

6 [0y ]
v

Kap. 7.5 Partial Dead-Code und Faint Code Elimination 551




Ein komplexes Beispiel: Second-Order
Effekte (1)

]

sper] o[ ]

7 [ out() 8[ outx |

Ein komplexes Beispiel: Second-Order

Effekte (2)
i ]

9
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Auch fur PDCE/PFCE: Spalten Kriti- Auch fur PDCE/PFCE: Spalten Kriti-
scher Kanten erforderlich (1) scher Kanten erforderlich (2)

1
2|
7 i
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Erinnerung: Kritische Kanten

a) b)
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PDCE/PDFE: Die Definition

Definition [Partial Dead (Faint) Code Elimination]

Partial dead (faint) code elimination PDCE (PFCE) is an ar-
bitrary sequence of admissible assignment sinkings and dead
(faint) code eliminations.
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Schreibweisen und Vereinbarungen

o (G '_PDE G/ bzw. G I_PFE G/Z
...G' resultiert aus G durch Anwendung einer zuldssigen
Verzogerungs- oder (dead/faint) Eliminationstransforma-
tion.

e 7 € {PDCE, PFCE}:
...Bezeichner fiir PDCE bzw. PFCE.

° gT:df{G/ | G l—:. G/}Z
...das aus G durch sukzessive Anwendung von PDCE-
bzw. PFCE-Transformationen entstehende Universum.
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PDCE/PDFE: Optimalitat

Definition [Optimality of PDCE (PFCE)]

1. Let G',G" € G,. Then G is better than G”, in signs
G" 5 @, if and only if

Vp € Pls,e] Ya € AP. a#(pe) < a#(pan)

where a#(pe) and a#(pgr) denote the number of oc-
currences of the assignment pattern o on p in G’ and G”,
respectively.

2. G* € G, is optimal if and only if G* is better than any
other program in G..
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PDCE/PDFE: Relation ‘“besser”

Die Relation 5 ist eine...

e Quasiordnung (d.h. reflexiv, transitiv, aber nicht antisym-
metrisch)
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PDCE/PDFE: Monotonie und Domi-
nanz

Sei
oL =4 Nk i
C, =g¢r (= N F7)%, und sei
e Fr C {f | f:Gr— G;} eine endliche Familie von Funk-
tionen mit

1. Monotonicity:
VGQ, G" e GV feEFr
G C. G = f(G)E, f(G"
2. Dominance:
VG, G"e€Gr. G G = 3f e Fr. G E, F(G)
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PDCE/PDFE: Existenz optimaler Pro-
gramme

Theorem [Existence of Optimal Programs]

G- has an optimal element (wrt E) which can be computed
by any sequence of function applications that contains all ele-
ments of F; ‘sufficiently’ often.

Proof ...by means of a generalized version of the fixed point
theorem of Knaster/Tarski (cf. Geser, Knoop, Llilttgen et
al. (CC'96))
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PDCE/PDFE: Existenz optimaler Pro-
gramme
Bemerkungen:

e PDCE und PFCE erfiillen die Anforderungen des vorste-
henden Optimalitatstheorems

e Das optimale Programm ist eindeutig bestimmt bis aufirre-
levante Umsortierungen von Anweisungen in Basisblocken.
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Die PDCE/PDFE-Analysen (1)

Lokale Pradikate flir Dead Code Elimination (DCE) und Faint
Code Elimination (FCE)...

e USED,(z): = is a right-hand side variable of the instruction

L*

e Rel-Used,(x): z is a right-hand side variable of the relevant
instruction ..

e Ass-Used,(z): z is a right-hand side variable of the assi-
gnment statement ..

e MOD,(z): z is the left-hand side variable of the instruction
L.
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Die PDCE/PDFE-Analysen (2)

Die DCE-Analyse...

The Dead Variable Analysis:

N-DEAD, = -USED, x (X-DEAD, + MOD,)
X-DEAD, = [[ N-DEAD;
resucc(t)
Kap. 7.5 Partial Dead-Code und Faint Code Elimination 565

Die PDCE/PDFE-Analysen (3)

Die FCE-Analyse...

The Faint Variable Analysis: (Slotwise simultaneously
for all variables x)

N-FAINT,(x) = -Rel-Used,(z) x

(X-FAINT,(z) + MOD,(z)) *
(X-FAINT ,(LhsVar,) + —Ass-Used,(x))

X-FAINT,(z) = Il N-FAINT(z)

resucc(t)
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Die PDCE/PDFE-Analysen (4)

Lokale Pradikate fiir Assignment Sinking (AS)...

e LOC-DELAYED,(a): There is a sinking candidate of « in
n.

o LOC-BLOCKEDy(«): The sinking of « is blocked by some
instruction of n.
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Die PDCE/PDFE-Analysen (5)

Die AS-Analyse, im Kern eine Verzogerbarkeitsanalyse...

Delayability Analysis:
ff if n=s

N-DELAYED,, = .
11 X-DELAYED,, otherwise

méepred(n)

X-DELAYED,, = LOC-DELAYED, +
N-DELAYED,, *x -LOC-BLOCKEDy,
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Die PDCE/PDFE-Analysen (6)

Die aus der AS-Analyse resultierenden Einsetzungspunkte...

Insertion Points:

N-INSERT, =4 N-DELAYED; x LOC-BLOCKED;,

X-INSERTy, =4 X-DELAYED;, * Z —N-DELAYEDy,

méesucc(n)
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PDCE/PDFE: Hauptresultate (1)

Bezeichnen
e pdce und
e pfce

die aus vorigen Analysen abgeleiteten Algorithmen fiir die
e Elimination partiell toter Anweisungen und

e Elimination partiell geisterhafter Anweisungen
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PDCE/PDFE: Hauptresultate (2)

Bezeichnen
e Gge und
° prce

die aus GG durch pdce und pfce resultierenden Programme, so-
wie

® Gppcp und

® GpPFCE

die von den Elementartransformation von pdce und pfce auf-
gespannten Universen fur G.

Dann gqilt...
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PDCE/PDFE: Hauptresultate (3)

Theorem [Correctness]

1. Gpd(:e € 9pPpoE

2. prce € Uprop

PDCE/PDFE: Hauptresultate (4)

Theorem [Optimality Theorem]
1. Gpd(:e is optimal in gPDCE

2. Gpfee Is optimal in G prcp
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Elimination partiell redundanter Anwei-
sungen
Auch hier neue Phanomene...

Wir kénnen unterscheiden:
Kapitel 7.7 ASSignment Motion o (Pure) Expression Motion (PuEM) (bzw. PUPREE)
e (Pure) Assignment Motion (PuAM) (bzw. PUPRAE)
...sowie
e Uniform Expression and Assignment Motion (AM)
Dazu einige Beispiele...
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Expression Motion (PUEM)

a) b)
2| z:=atb 3| x:=atb 2 z:=h X:= h
X:= atb y =Xty X:= h yi= x+y

‘ 3
4 4
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Assignment Motion (PuAM)

a) b)
R
2 | z:=atb 3| x:=a+b 2 | z:=atb 3
X:=at+b y = X+y yi= Xty

4 [t | 4 (o |
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Uniform EXxpression and Assignment
Motion (AM)

a) b)
X:=h
2 hz€+b 3 i;l(;:z ﬁ+b 2 z:=h ‘ 3 ’ O
Y= Xty yi=xty
4

z:
h:=atb :
x:=h \\

4 [ontoi |
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Ein komplexeres Beispiel: Ausgangspro-
gramm

4| Xi=y+z
X:=c+d
out(i,x,y)
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Ein komplexeres Beispiel: Optimiertes
Programm

41 x:=h1
out(i,x,y)
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Zum Vergleich: Separate Effekte von
PuUEM & PuAM

a) b)
h1l:= c+d
1 V=
h2:=x+z
h3:= y+i

h4:= y+Z
4 x:=h4

X:=hl
out(i,x,y)
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AM: Der einheitliche PuEM/PuAM-
Algorithmus

Ein dreistufiger Algorithmus...

e Prdprozess
Ersetze jedes Vorkommen einer Anweisung x := t durch

die Sequenz hy :=t; x := hy.
e Hauptprozess
Wiederholte Anwendung von
— Assignment Hoisting (AH) und
— Totally Redundant Assignment Elimination (TRAE)
bis Stabilitat eintritt.

e Postprozess
Aufraumen isolierter Initialisierungen
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Bemerkung

...dank des Praprozesses wird PUEM durch PuAM abgedeckt
und einheitlich erfasst!
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AM: Ein schon bekanntes Phanomen

...S0g. second order Effekte:
e Hoisting-Hoisting Effekte

Hoisting-Elimination Effekte

Elimination-Hoisting Effekte

Das laufende Beispiel

1| y:=c+d
2 |x+z>

e Elimination-Elimination Effekte 4| -y
out(i,x,y)
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— hl:=c+d
[ MY
h2 = X+_Z
\L h3 = y+i
— h4:=y+z
2y x=n
h2>h3?
3 2| h2>h3?
h4 = y+z
4 X= h):l
hi:= c+d
x:=hl —
3 4 | x:=h1
out(i,x,y) out(i,x,y)
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Das Endresultat: Nach dem Postpro-
zess

1
2
4| x:=n1
out(i,x,y)
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Hauptergebnisse (1)

Analog zu PDCE/PFCE...

Theorem [Correctness] Ggiopalg € G
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Hauptergebnisse (2)

Theorem [Expression-Optimality]

Galobalg 1s expression-optimal in g, i.e., it requires at most
as many expression evaluations at run-time than any other
program that can be obtained via EM and AM transformations.

Kap. 7.7 Assignment Motion 590

Hauptergebnisse (3)

Theorem [Relative Assignment-Optimality]

Galobalg s relatively assignment-optimal in g, i.e., it is im-
possible to decrease the number of assignments required by
Galobalg at run-time by means of EM and AM transformati-

ons.
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Hauptergebnisse (4)

Theorem [Relative Temporary-Optimality]

Galobaig s relatively temporary-optimal in G, i.e. it is impossi-
ble to decrease the number of assignments to temporaries or
the length of temporary lifetimes in Ggiopa1y PY @ correspon-
ding assignment sinking.
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Warum nur ‘“relative Optimalitat” (1)

Betrachte dazu...

. L
1]a::C+d‘ 2]b:=c+d‘

6 |x:=atb
a:=c+d
vV
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Warum nur ‘“relative Optimalitat” (2)
...und folgende zwei unvergleichbare Transformationsresultate:

a) b)

[N
=

i

o

N

Q

+ D
Q .

> Q
4
STz

fl
o

Q=
T
o

T .
s ]l
6 |x:=atb
a:=h
: 6|x:=h'
v !
v
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Andere Phanomene: Komplex- vs. 3-
Adresscode (1)

b)
1 ﬂj
t:=atb
2 X:=t+cC
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Andere Phanomene: Komplex- vs. 3-
Adresscode (2)

Der Effekt von PueEM...

a) b)
1 |h:=a+b+c 1| hi:=at+b
2 2 t:=h1
h2 :=t+cC
X:=h2
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Andere Phanomene: Komplex- vs. 3-
Adresscode (3)

Die Effekte von (PuEM + Copy Propagation) und von (Uni-
form PUEM&PUAM)...

a) b)
1| hl:=a+b 1 t:= atb
h2:=hl+c X:=t+c
t:=h1
2| x:=h2 B
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Kap. 7.8 Fazit und Literaturhinweise

Kap. 7.8 Fazit und Literaturhinweise 598

Ein Fazit bzw...

Die Frage nach dem Sinn des Lebens, was haben wir alles
erreicht bzw...

e \Was haben wir alles betrachtet?
Das wenigste!

Oder umgekehrt...

e Was haben wir alles nicht betrachtet?
Das meiste!
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Insbesondere nicht (oder nicht im De-
tail) (1)
e Erweiterungen syntaktischer PRE neben PDCE/PRAE
— Lazy Strength Reduction
e Semantische Erweiterungen
— Semantic Code Motion/Code Placement
— Semantic Strength Reduction
e Sprachausweitungen
— Interprozeduralitat

— Parallelitat
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Insbesondere nicht (oder nicht im De-
tail) (1)

e Dynamische, profilgestiitzte Erweiterungen

— Spekulative PRE
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Literaturhinweise (1)

e Syntaktische PRE

— Knoop, J., Rithing, O., and Steffen, B. Retrospective: Lazy Code
Motion. In "20 Years of the ACM SIGPLAN Conference on Pro-
gramming Language Design and Implementation (1979 - 1999):
A Selection”, ACM SIGPLAN Notices 39, 4 (2004), 460 - 461 &
462-472.

— Knoop, J., Rithing, O., and Steffen, B. Optimal code motion:
Theory and practice. ACM Transactions on Programming Langua-
ges and Systems 16, 4 (1994), 1117 - 1155.

— Rithing, O., Knoop, J., and Steffen, B. Sparse code motion. In
Conference Record of the 27th Annual ACM SIGPLAN-SIGACT
Symposium on Principles of Programming Languages (POPL
2000) (Boston, MA, Jan. 19 - 21, 2000), ACM New York, (2000),
170 - 183.
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Literaturhinweise (2)

e Elimination partiell toten Codes

— Knoop, J., Rithing, O., and Steffen, B. Partial dead code elimina-
tion. In Proceedings of the ACM SIGPLAN'94 Conference on Pro-
gramming Language Design and Implementation (PLDI'94) (Or-
lando, FL, USA, June 20 - 24, 1994), ACM SIGPLAN Notices 29,
6 (1994), 147 - 158.

e Elimination partiell redundanter Anweisungen

— Knoop, J., Rithing, O., and Steffen, B. The power of assignment
motion. In Proceedings of the ACM SIGPLAN'95 Conference on
Programming Language Design and Implementation (PLDI'95)
(La Jolla, CA, USA, June 18 - 21, 1995), ACM SIGPLAN Notices
30, 6 (1995), 233 - 245.
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Literaturhinweise (3)

e BB- vs. EA-Graphen

Knoop, J., Koschiitzki, D., and Steffen, B. Basic-block graphs: Li-
ving dinosaurs? In Proceedings of the 7th International Conference
on Compiler Construction (CC'98) (Lisbon, Portugal, March 30 -
April 3, 1998), Springer-Verlag, Heidelberg, LNCS 1383 (1998), 65
- 79.

e Schieben vs. Platzieren

Knoop, J., Rithing, O., and Steffen, B. Code motion and code pla-
cement: Just synonyms? In Proceedings of the 7th European Sym-
posium On Programming (ESOP'98) (Lisbon, Portugal, March 30
- April 3, 1998), Springer-Verlag, Heidelberg, LNCS 1381 (1998),
154 - 169.
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Literaturhinweise (4)

e Spekulative vs. klassische PRE

— Scholz, B., Horspool, N. and Knoop, J. Optimizing for space and
time usage with speculative partial redundancy elimination. In Pro-
ceedings of the ACM SIGPLAN/SIGBED 2004 Conference on Lan-
guages, Compilers, and Tools for Embedded Systems (LCTES
2004) (Washington, DC, June 11 - 13, 2004), ACM SIGPLAN
Notices 39, 7 (2004), 221 -230.

— Xue, J., Knoop, J. A fresh look at PRE as a maximum flow pro-
blem. In Proceedings of the 15th International Conference on Com-
piler Construction (CC 2006) (Vienna, Austria, March 25 - April
2, 2006), Springer-Verlag, Heidelberg, LNCS 3923 (2006), 139 -
154.
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Literaturhinweise (5)
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Programmverifikation vs. -analyse (1)

[ The Strongest Post-condition Scenario ]

Program Verification i Program Analysis

Abstract Interpretation

Programmverifikation vs. -analyse

Program Verification

[ The Weakest Pre-condition Scenario ]

i Program Analysis
Assertion Language

/\.

Abstract Interpretation

WPC(T.c) c'o

(2)

) @ : ;:aﬁ c (e} (wee(na)) ' : ;tﬁ c (wee(ng)
. " . = .
=
(secpm) @ c {sPem) (0 c (c
SPC(p, ) € LF must satisfy: SPC(c,m) € ¢ must satisfy: WPC(T,0) € LF must satisfy: WPC(T1,c) € € must satisfy:
@ = (p)n{sPopm) @ = (e} n(sPeem) @ = (WPc(na) n(a) @ =, (Wee(n) nc)
@ VYagcrr. =, (pym{a} implies SPCP.T) => q @ Vdec. = (ekn{d} implies SPCem) T o @ Vperwr =, (pym{a) implies P = WPC(m,0) (@ Vdec. =, {dim{c) implies WPC() Cd
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Reverse abstrakte Semantik

Reverse abstrakte Semantik
1. Datenflussanalyseverband C= (C,n,u,C, 1L, T)

2. Reverses Datenflussanalysefunktional
[ I1g: E— (C—C) definiert durch

Vee EVceC. |Ie]]R(c):df|_|{c/||Ie]](c’) Jdc}
wobei [ ] : E— (C—C) eine abstrakte Semantik auf C ist.
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Zusammenhang von [ J und [ [z (1)

Lemma

Sei [ ] ein Datenflussanalysefunktional. Dann gilt fiir jede Kan-
teec E:

1. [e] g ist wohldefiniert und monoton.

2. [elg ist additiv, falls [e] distributiv ist.
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Zusammenhang von [ ] und [ [ (2)

Lemma

Sei [ ] ein Datenflussanalysefunktional. Dann gilt fiir jede Kan-
teec E:

1. [ellgolel E Ide, falls [e]] monoton ist.

2. [ellollellr 2 Ide, falls [e] distributiv ist.

Sprechweise in der Theorie “Abstrakter Interpretation’:

e [[e] und [e] g bilden eine Galois-Verbindung.
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Zusammenhang von [ J und [ g (3)

Hilfssatz

1. Vn € N'NN. Pqls,n] =Pgls, n]

N

. Vq € N'\{s}. Pe[s,q] =Pgls, q]

w

. Ves€CVn € N'NN. MOP(G/,CS)(”’) = MOP(G’,CS)(”’)

N

. MOP(G,CS)(Q) = MOP(G705> (q)

Kap. 9.1 Grundlagen 615




Kapitel 9.1.1 R-JOP-Ansatz

Der R-JOP-Ansatz

Die R-JOP-LOSung:

Veg€eC Vn € N. R—JOch(n)Idel {[plgr(eq)|p € Pln,dl }
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Der R-MinFP-Ansatz
Das R-MinFP-Gleichungssystem:

falls n=q
reqInf (n) = { (lj_q,
- . n,m reqInf (m)) |m € succ(n sonst

Kapitel 9.1.2 R-MinFP-Ansatz (L, m) IaC (m))]| (n)}
Bezeichne reqlnfﬁq die kleinste LOsung dieses Gleichungssy-
stems bzgl. ¢4 € C.
Die R-MinFP-LOsung:

Vg € C Vn € N. R-MinFP,(n)=g4 reqInf ﬁq(n)
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Der generische R-MinFP-Alg. (1)

Input: (1) A flow graph G= (N, E,s,e), (2) a program point ¢, (3) a reverse
abstract semantics (i.e., a data-flow lattice C, and a reverse data-flow
functional [ |z : E— (C—C) induced by a functional [ ] : E— (C—C)),
and (4) a component information ¢, € C.

Output: Under the assumption of termination (cf. Theorem 7?7), the
R-MinFP-solution. Depending on the properties of the underlying rever-
se data-flow functional, this has the following interpretation.

(1) [ 1 is additive: Variable reqlInf[s] stores the weakest context informati-
on of ¢4, i.e., the least data-flow fact which must be ensured at the program
entry in order to guarantee ¢, at ¢. If this is T, the requested component
information cannot be satisfied at all.

(2) [ 1 is monotonic: Variable reqInfls] stores a lower bound of the weakest
context candidate of ¢,. Generally, this is not a sufficient context informa-
tion itself. Hence, except for the special case reqlnfls]=T, which implies
that ¢, cannot be satisfied by any consistent context information, nothing
can be concluded from the value of reqInfls].

Remark: The variable workset controls the iterative process. Its elements
are nodes of G, whose informations annotating them have recently been
updated.
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Der generische R-MinFP-Alg. (2)

( Prologue: Initialization of the annotation array regInf, and
the variable workset)

FORALL n € N\{q} DO reqiInfln] := L OD;
reqInflq] := cq;
workset : = {q};
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Der generische R-MinFP-Alg. (3)

(Main process: Iterative fixed point computation)

WHILE workset # () DO
CHOOSE m € workset;
workset := workset\{m};
(Update the predecessor-environment of node m )
FORALL n € pred(m) DO
join:= [ (n,m) | g(reqInflm]) U reqInfln];
IF reqlnfln] C join
THEN
regInf[n] := join;
workset := workset U {n}
FI
oD
ESOOHC
OD.
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Kapitel 9.1.3 Reverses Koinzidenz- und
Sicherheitstheorem
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Reverses Sicherheitstheorem

Reverses Sicherheitstheorem

Die R-MinFP-L06sung ist eine obere (d.h. sichere) Approxima-
tion der R-JOP-L0Osung, d.h.,

Veq €C Vn € N. R-MinFPc,(n) 3 R-JOPc,(n)
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Reverses Koinzidenztheorem

Reverses Koinzidenztheorem

Diee R-MinFP-L6sung stimmt mit der R-JOP-L&sung Uberein,
d.h.,

Veg € C ¥V € N. R-MinFPc,(n) = R-JOPc,(n)
falls [ ] distributiv ist.
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DFA vs. Verifikation: Uberblick

b~e

Data-flow Analysis Program Verification
distributive
MaxFP fele Lc—=cC] Strongest Postcondition View
Coincidence I
eorem
MOP (@) 3 ¢cq o {p} {7}
»-’ﬁdg%
Link K
Theorem
4
R-JOP . ()= Cs [elx© = [ 1{cI[el(c) 2 ¢} {2}m{q}
Reverse Cq
Coincidence ||
Theorem . . .
R-MinFP Weakest Precondition View
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Drei unterschiedliche Problemperspek-
tiven (1)

The specification problem:

{?n{q}

The verification problem:

{p} m{a} ?
... the domain ofdemand-driven DFA
The implementation problem:

{p} m{?}

... the domain ofexhaustive DFA
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Drei unterschiedliche Problemperspek-
tiven (2)

Implementation Problem Specification Problem Verification Problem

2WCi Icti

! Given: Context Information cti

! Given: Context Information cti ! Given: Component Information cpi Component Information cpi
? Sought: Strongest Component Information  sci ? Sought: Weakest Context Information wci ? Sought: Validity of cpi with respect of cti
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Bsp: Verfugbarkeit an einem Punkt (1)
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Bsp: Verfiigbarkeit an einem Punkt (2)

)
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Kapitel 9.3 RDFA-Anwendungen
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Anwendung: Einfacher Optimierer (1)

Flow graph Data-flow information
Program points
satisfying availability ©

Anwendung: ‘“Hot Spot” Optimierer
und Debugger (2)

"Hot Spot" Optimizer Debugger
Program point @® Variablecisnot initiaized

satisfies availability, along some paths reaching
while @ does not! program point @

Erschopfende vs. anforderungsgetriebe-
ne DFA (1)

Conventional
Classification of DFA Techniques

/N

Exhaustive Demand-Driven
DFA DFA
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Erschonende vs. anforderungsgetriebe-
ne DF

Program Analysis
< The Standard View > V'ew/ N < TheDualView
Strongest Post-condition Problem Weakest Pre-condition Problem
A \
% 3
;‘% |
3 3
Partial Exhaustive ! Exhaustive Partial
(By-need + | (Demand-driven +
Early Termination) / \ ! / \ Early Termination)
BN-MaxFP 1 MaxFP = = R-MinFP 1 DD-R-MinFP
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Erschopfende vs. anforderungsgetriebe-
ne DFA (3)

Program Analysis

The Standard v|ew/ NDU& V|ew

Strongest Post-condition Problem Weakest Pre-condition Problem

NN SN

Partial Exhaustwe Exhaustive Partial
(By-need & on-the-fly + (Demand-driven & on-the-fly +
Early Termination) ‘ Early Termination)

Oon-i theﬂy Pre-process 1 Pre-process On-thefly
‘ (©) | =) ‘ _
BN-MaxFP MaxFP = MOP i RJOP = R-MinFP 1 DD-R-MinFP
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Eine andere Sicht (1)

Coarse Grained
Profile-Oriented
Classification of DFA Techniques

Implementation Verification Specification
Profile Profile Profile

"
/ }
[

|PIMaxFP VIPIMaxFP | [ VSP/R-MinFP ‘ SP/R-MinFP ‘
DFA DFA | DFA ! DFA |
(" exhaustive" ) 1 ("demand-driven”) ! ("demand-driven”) | | E ,P,X‘ja,u,sv\ie,),, !
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Eine andere Sicht (2)

Coarse Grained
Profile-Oriented
Classification of DFA Techniques

Implementation Verification Specification
Profile Profile Profile

|PIMaxFP | SPIRMinFP |
DFA ' DFA !
(" exhaustive") R a )

| VSP/RMinFP
DFA | DFA
: (" demand-driven")
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Im Uberblick

Profile-Driven
Problem Classification

| T

Implementation
Problem Problem

/ N\ / N\

1cti
0

et 2wei
!'cti : Context Information ?wci  : Weakest Context Ieti
?sci : Strongest Component Information . .
Information ! cpi : Component Information Peplos

..where “I" and "?'means given and sought, respectively.

Verification
Problem

/N

rcti
Context Information

Component Information

Zum Abschluss: Algorithmenorientiert

(1)

Conventional-Style
Classification of DFA Techniques

/N

Exhaustive Demand-Driven
DFA
Exhaustive ""Demand-Driven | Demand-Driven
IP-Approach ! VIP-Approach ! VSP-Approach
v I
" X-MaxFP" DFA 'X-RMInFP" DFA | 1 "DD-MaxFP" DFA | " DD-RMinFP" DFA
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Zum Abschluss: Problemorientiert (2)
Coarse Grained
Profile-Oriented
Classification of DFA Techniques
1P -Orieted 5 -riented Hot-Spot Program Optimization
DFA DFA
/ \ / \ ...in gréBerem Detail: Siehe Zusatzfolien!
| Vip-Approach | " S Approach !
| "DD-MaxFP" DFA | | "X-RMinFP" DFA !
\ ( demend-ariven’) | | ehausive’)
Tmplementation
Problem Problem Problem
643
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