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Kapitel 1 Grundlagen

Grundlagen

Syntax und Semantik von Programmiersprachen...

e Syntax: Regelwerk zur Spezifikation wohlgeformter Pro-
gramme

e Semantik: Regelwerk zur Spezifikation der Bedeutung
oder des Verhaltens wohlgeformter Programme oder Pro-
grammteile (aber auch von Hardware beispielsweise)

Kapitel 1.1 Motivation
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Motivation
...formale Semantik von Programmiersprachen einzufiihren:

(Mathematische) Rigorositat formaler Semantik...

e erlaubt Mehrdeutigkeiten, Uber- und Unterspezifikationen
in natlrlichsprachlichen Dokumenten aufzudecken und auf-
zuldsen

e bietet die Grundlage fiur Implementierungen der Program-
miersprache, fiir Analyse, Verifikation und Transformation
von Programmen
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In der Folge

e Die Programmiersprache WHILE
— Syntax
— Semantik

o Semantikdefinitionsstile

(...und wofiir sie besonders geeignet sind und ihre Bezie-
hungen zueinander)

— Operationelle Semantik
* Natirliche Semantik

* Strukturell operationelle Semantik
— Denotationelle Semantik

— Axiomatische Semantik
* Beweiskalklle fur partielle & totale Korrektheit

* Korrektheit, Vollstandigkeit

Literaturhinweise 1(2)

Als Textblcher...

e Hanne R. Nielson, Flemming Nielson. Semantics with Ap-
plications: An Appetizer, Springer, 2007.

e Hanne R. Nielson, Flemming Nielson. Semantics with App-
lications: A Formal Introduction, Wiley Professional Com-
puting, Wiley, 1992.

(Siehe http://www.daimi.au.dk/~bra8130/Wiley_book/wiley.html fiir ei-
ne frei verfiigbare (liberarbeitete) Version.)
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Literaturhinweise 2(2)

Erganzend und weiterflihrend...

e Ernst-Riidiger Olderog, Bernhard Steffen. Formale Seman-
tik und Programmverifikation. In Informatik-Handbuch,
P. Rechenberg, G. Pomberger (Hrsg.), Carl Hanser Ver-
lag, 129 - 148, 1997.

e Krzysztof R. Apt, Ernst-Ridiger Olderog. Programmyveri-
fikation — Sequentielle, parallele und verteilte Programme.
Springer, 1994.

e Jacques Loeckx and Kurt Sieber. The Foundations of Pro-
gram Verification, Wiley, 1984.

o Krzysztof R. Apt. Ten Years of Hoare's Logic: A Survey
— Part 1, ACM Transactions on Programming Languages
and Systems 3, 431 - 483, 1981.
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Kapitel 1.2 Die Programmiersprache
WHILE

Die Programmiersprache WHILE

...die Sprache WHILE, der sog. “while"-Kern imperativer Pro-
grammiersprachen, besitzt

e Zuweisungen (einschlieBlich der leeren Anweisung und der
Fehleranweisung)

e Fallunterscheidungen
e while-Schleifen

e Sequentielle Komposition

Beachte: WHILE ist ‘“schlank, nichtsdestotrotz Turing-
madchtig!
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Uberblick uiber Syntax & Semantik (1)

e Syntax
...Programme der Form:
™ = xz:=a | skip | abort |
if b then w1 else mp fi |

while b do 71 od |
T, T2

e Semantik
...in Form von Zustandstransformationen:
[[]]:Prg—>(Z—>Z)
uber

— X=y{o | o Var — D} Menge aller Zustdnde lber der
Variablenmenge VVar und geeignetem Datenbereich D.

(In der Folge werden wir fiir D oft die Menge der ganzen Zahlen
Z betrachten.)

Uberblick uber Syntax & Semantik (2)

Zahldarstellungen
z = 0]1|2]...1]19
n = z|nz
Arithmetische Ausdrlicke
a = nl|z|lay +ap|a xapx|al —anlai/az] ...
Boolesche Ausdriicke

b = true] false|
a1 = azla1 # azla; <azlay <az|...|
b1 Abp| b1 Vbo| by
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Uberblick uiber Syntax & Semantik (3)
In der Folge bezeichnen wir mit...

¢ Num die Menge der Zahldarstellungen, n € Num

Var die Menge der Variablen, z € Var

Aexpr die Menge arithmetischer Ausdriicke, a € Aexpr
e Bexpr die Menge Boolescher Ausdriicke, b € Bexpr

Prg die Menge aller WHILE-Programme, = € Prg
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Uberblick uber Syntax & Semantik (4)

In der Folge werden wir im Detail betrachten...

e Operationelle Semantik
— Natirliche Semantik: [ ],,s : Prg — (X — ¥)

— Strukturell operationelle Semantik:
[ Dsos:Prg — (2 — %)

e Denotationelle Semantik: [ [z : Prg — (X — X)
e Axiomatische Semantik: ...abweichender Fokus

...und deren Beziehungen zueinander, d.h. die Beziehungen
zwischen

[ ]]505) [ ]]ns und [[W]]ds
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Kapitel 1.3: Semantik arithmetischer
und Boolescher Ausdrucke
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Semantik arithmetischer & Boolescher
Ausdrucke

Die Semantik von WHILE stitzt sich ab auf die...

Semantik
e arithmetischer Ausdriicke: [.]4 : Aexpr — (X — Z)

e Boolescher Ausdriicke: [.] g : Bexpr— (X —B)
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Semantik arithmetischer Ausdricke (1)
[-14:Aexpr— (X —Z) induktiv definiert durch

e [n]a(a)=glnlyn

[z]a(o)=g4ro(x)
[a1 + a2 [ a(o)=g plus([a1 1 4(o), [a214(o))
[a1*azx]a(e)=g mal([a1]a(c),[az2]a(o))

[a1 — a2 [ a(o)=gr minus([ a1 D a(o), [ a2]a(o))
[ a1/az 1 a(o)=gf durch([ a1 1 a(o),[a2]4(o))

e ... (andere Operatoren analog)

wobei

e plus, mal, minus, durch :Z x Z — Z die libliche Addition, Multiplikati-
on, Subtraktion und (ganzzahlige) Division auf den ganzen Zahlen Z
bezeichnen.

Semantik arithmetischer Ausdrucke (2)
[.1x : Num— Z induktiv definiert durch

e [00y=40, ..., [9]n=gs 9

o [niln=q plus(mal(10,[n],4),[i1x), i € {0,...,9}

o [ —nly=g minus([n]n)

Beachte: 0, 1,2,... bezeichnen syntaktische Entitaten,
0,1, 2, ... bezeichnen semantische Entitaten, in diesem Fal-
le ganze Zahlen.
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Semantik Boolescher Ausdrucke (1)
[.1g: Bexpr— (X — B) induktiv definiert durch
o [true]lg(o)=g4 tt

[ false | g(o)=g4 ££

[a1 = as ]]B(U)zdf { ;; iilrlic,tequal([[al ]]A(U)a [ a> ]]A(U))

... (andere Relatoren (z.B. <, <, ...) analog)

[-b1p(a)=qr neg([b15())
[b1 Ab2 1 p(o)=gs conj([ b1 15(e), [b215(c))

[61 Vb2 lg(o)=qy disi([ b1 1p(0), [b21R())
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Semantik Boolescher Ausdrucke (2)

...wobei

e tt und ff die Wahrheitswertkonstanten “wahr” und
“falsch” sowie

e conj, disj : BxB — B und neg : B — B die libliche zweistel-
lige logische Konjunktion und Disjunktion und einstellige
Negation auf der Menge der Wahrheitswerte und

e cqual : Z x Z — B die Ubliche Gleichheitsrelation auf der
Menge der ganzen Zahlen

bezeichnen.

Beachte auch hier den Unterschied zwischen den syntaktischen
Entitaten true und false und ihren semantischen Gegensticken
tt und ff.
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Kapitel 1.4 Syntaktische und semanti-
sche Substitution

20

Freie Variablen

...arithmetischer Ausdricke:
Fv(in) = 0
FV(x) {z}
FV(ay+a2) = FV(a1)UFV(a2)

...Boolescher Ausdriicke:

FV(true) = 0
FV(false) = 0
FV(ai =a3) = FV(a1)UFV(as)
FV(bi Aby) = FV(b1)UFV(by)
FV(b1 Vb)) = FV(b1)UFV(by)
FV(=b1) = FV(b1)
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Eigenschaften von [ |, und [ [z

Lemma 1.1
Seien a € AEXpr und o,0’ € £ mit o(x) = o/(x) fur alle x €
FV(a). Dann gilt:

[alalo) =Talale)

Lemma 1.2
Seien b € BExpr und 0,0’ € ¥ mit o(z) = o'(x) fir alle = €
FV(b). Dann gilt:

[o1p(e) =[b1p(e")
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Syntaktische/Semantische Substitution

Von zentraler Bedeutung...

e Substitutionen
— Syntaktische Substitution
— Semantische Substitution

— Substitutionslemma
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Syntaktische Substitution

Definition 1.3

Die syntaktische Substitution fiir arithmetische Terme ist eine
dreistellige Abbildung
-[-/-] : Aexpr x Aexpr x Var — Aexpr

die induktiv definiert ist durch

nlt/x] =g n  fir n € Num

t fallsy==x
ylt/a] —df {y sonsty

(t1 op t2)[t/x] =g (t1lt/z] op ta[t/x])  fir op € {+,%,—,...}
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Semantische Substitution

Definition 1.4
Die semantische Substitution ist eine dreistellige Abbildung
/] X ZxVar — ¥

die definiert ist durch

olz/x] (y)=df { i(y) iilrl]ssty -7
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Substitutionslemma
Wichtig:
Lemma 1.5 (Substitutionslemma)
Lelt/z] Ja(o) =Melalollt]alo)/x])
wobei
e [t/z] die syntaktische Substitution und
o [[t14(e)/x] die semantische Substitution

bezeichnen.

Analog gilt ein entsprechendes Substitutionslemma fiir [ ] 5.
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Kapitel 1.5: Induktive Beweisprinzipien

27




Exkurs: Induktive Beweisprinzipien (1)
Zentral:

e Vollstandige Induktion

e Verallgemeinerte Induktion

e Strukturelle Induktion

...zum Beweis einer Aussage A.
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Exkurs: Induktive Beweisprinzipien (2)
Zur Erinnerung hier wiederholt:
Die Prinzipien der...

e Vvollstandigen Induktion
(A A (WneN.A(n) = A(n+1))) = VnelN.A(n)

e verallgemeinerten Induktion

(Vne IN. (VYm<n.A(m)) = A(n)) > VneIN.A(n)

e strukturellen Induktion
(Vs € 8.Vs € Komp(s). A(s)) = A(s)) > Vse8. A(s)

Beachte: = bezeichnet hier die logische Implikation.
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.1 (1)

...durch strukturelle Induktion

Seien a € AEXpr und 0,0/ € & mit o(z) = o'(z) fur alle z €
FV(a).

Induktionsanfang:
Fall 1: Sei a =n, n € Num.

Mit den Definitionen von [ 4 und [ [l erhalten wir unmittel-
bar wie gewliinscht:

[ala(@)=0[nla@)=[nlxy=0nlalc)=T[alalc")
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.1 (2)

Fall 2: Sei a =z, x € Var.

Mit der Definition von [ ]4 erhalten wir auch hier wie
gewinscht:

[ala(@)=T[z1a(0) =0(z)=0'(x) =[x ]4(c)=[ala(s)
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Beispiel: Beweis von Lemma 1.1 (3)

Induktionsschluss:
Fall 3: Sei a = a1 + as, a1,a> € Aexpr
Dann erhalten wir:

[alalo)
[a1+az2]4(0)
lai1la(o) +[a2]a(o)
[a1la(e") 4+ Lazla(e)
[a1+ax]a(c)
[ala(o)

(Induktionshypothese fiir a1, as)

Ubrige Fille: Analog. g.e.d.
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Kapitel 1.6 Semantikdefinitionsstile
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Semantikdefinitionsstile (1)

Es gibt unterschiedliche Stile, die Semantik einer Program-
miersprache festzulegen. Sie richten sich an unterschiedliche
Adressaten und deren spezifische Sicht auf die Semantik...

Insbesondere unterscheiden wir den...
e denotationellen
e operationellen
e axiomatischen

Stil.
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Semantikdefinitionsstile (2)

e Sprachentwicklersicht

— Denotationelle Semantik

e Sprach- und Anwendungsimplementierersicht

— Operationelle Semantik

x Strukturell operationelle Semantik (small steps se-
mantics)

+x Natirliche Semantik (big steps semantics)

e Programmierer- und Verifizierersicht

— Axiomatische Semantik
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Vereinbarung

Seien in der Folge die
e Semantik arithmetischer Ausdriicke:
[-14:Aexpr— (X—2Z)
e Semantik Boolescher Ausdriicke:
[.15: Bexpr— (X —B)

wie zuvor und die Menge der (Speicher-) Zustdnde wie folgt
festgelegt:

e (Speicher-) Zustdnde: Y=y {o|oc:Var—7Z}
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Kapitel 2 Operationelle Semantik von
WHILE

37

Kapitel 2.1 Strukturelle Operationelle
Semantik

38

Strukturell operationelle Semantik

...i.S.v. Gordon D. Plotkin.
Literaturhinweise

e Gordon D. Plotkin. A Structural Approach to Operational
Semantics. Journal of Logic and Algebraic Programming
60-61, 17 - 139, 2004.

e Gordon D. Plotkin. An Operational Semantics for CSP.
In Proceedings of TC-2 Working Conference on Formal
Description of Programming Concepts II, Elsevier, 1982.
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Strukturell operationelle Semantik

...i.S.v. Gordon D. Plotkin.

e Die SO-Semantik von WHILE ist gegeben durch ein Funk-
tional:
[[ . ]]sos : Prg g (Z_’ ZE)

das in der Folge von uns zu definieren ist...

Dabei gilt:

o .=y U {error}, wobei error einen speziellen Fehlerzu-
stand bezeichnet, error € .
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Strukturell operationelle Semantik

Intuitiv:

e Die SO-Semantik beschreibt den Berechnungsvorgang von
Programmen ©m € Prg als Folge elementarer Speicherzu-
standsiibergange.

Zentral:

e ...der Begriff der Konfiguration!
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Konfigurationen

e Wir unterscheiden:

— Nichtterminale bzw. (Zwischen-) Konfigurationen -~
der Form (m,o):
...(Rest-) Programm = ist auf den (Zwischen-) Zu-
stand ¢ anzuwenden.

— Terminale bzw. finale Konfigurationen ~ der Formen o
oder error
...beschreiben das Resultat nach Ende der Be-
rechnung, wobei Ende nach...

* reguldrer Terminierung: angezeigt durch gewohnliche
Zustande o

*x irreguldarer Terminierung: angezeigt durch error-
behaftete Konfiguration

e [ bezeichne die Menge aller Konfigurationen, v €™
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SOS-Regeln von WHILE (1)

[SkiPsos] (skip,oc)y=0c

[abortsos] (abort,o)=>error

[aSs0s]  i=to= ot T /Al

(m1,0)=>(m},0")

1
comp
[ sos] (m11m2,0) = (7 i72,07)
2 (m1,0)=0’
[compZos] (m1;m2,0)=>{m2,07)
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SOS-Regeln von WHILE (2)

. t h— JR—
[I%OS] (if b then =, else np fi,o)=(71,0) [[bl]B(U) =tt
ff — —
[(50s] (if b then =, else np fi,o)=(n2,0) Lo HB(U) =1t
[whilesos]  TWhile 5 do = 0do)=(if b then =: while b do = od else skip fi.o)
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Sprechweisen (1)

Wir unterscheiden

e Pramissenlose Axiome der Form

Konklusion

e Pramissenbehaftete Regeln der Form

Pramisse
Konklusion

ggf. mit Randbedingungen (Seitenbedingungen) wie z.B. in
Form von [b] g(c) =£f in der Regel [ifﬂs].
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Sprechweisen (2)
Im Fall der SO-Semantik von WHILE haben wir demnach

e 6 Axiome
...fur die leere Anweisung, Fehleranweisung, Zuweisung,
Fallunterscheidung und while-Schleife.

e 2 Regeln
...fur die sequentielle Komposition.

Kap. 2.1 Strukturelle Operationelle Semantik 46

Berechnungsschritt, Berechnungsfolge

e Ein Berechnungsschritt ... ist von der Form
(m,o)=y mit ye(Prgx X, )UX.=TI
e Eine Berechnungsfolge zu einem Programm w angesetzt
auf einen (Start-) Zustand o € X ist

— eine endliche Folge ~q,...,v; von Konfigurationen mit
70 = (m,0) und v;=,;41 fur alle i € {0,...,k — 1},

— eine unendliche Folge von Konfigurationen mit ~g =
(m, o) und v;=;41 fiur alle i € IN.
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Terminierende vs. divergierende Be-
rechnungsfolgen

e Eine maximale (d.h. nicht mehr verlangerbare) Berech-
nungsfolge heilt

— regular terminierend, wenn sie endlich ist und die letzte
Konfiguration aus % ist,

— irreguldr terminierend, wenn sie endlich ist und die letzte
Konfiguration error-behaftet ist,

— divergierend, falls sie unendlich ist.
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Beispiel (1)
Sei
eoceX mito(zx)=3

e m € Prg mit
T=y: =1, whilex<>1doy:=yx*xzx;, z:=x—1 od

Betrachte

e die von 7w angesetzt auf o, d.h. die von der Anfangskonfi-
guration

(y:=1; whilexz<>1ldoy:=yx*z, z:=x—1 0d,o)
induzierte Berechnungsfolge
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Beispiel (2)

(y:=1; whilexz<>1doy:=yx*z;, z:=x—1 0d,o)
(while x <>1doy:=y=x*z;, z:=xz—1 od,o[1/y])
(ifx <>1
then y :=yx*xx;, x .=z — 1,
while x <>1doy:=yx*xx, x :==xz—1 od
else skip fi,o[1/y])
= (y=yxz, x:=x—1;
while x <>1doy:=yxz;, z:=x—1 od,o[1/y])
= (z:=z-1;
while z <>1doy:=yxz;, x:=z—1 od,(c[1/y])[3/y])

vu

(= (z:=z-1;
while z <>1doy:=yx*z;, z:=x—1 od,c[3/y])) )

= (whilez<>1doy:=yx*z;, z:=z—1 od,(c[3/y])[2/z])

Beispiel (3)

= (ifz<>1
then y i==yx*xx; z :=x — 1,
while x <>1doy:=yx*xx, x :==x—1 od
else skip fi, (a[3/y])[2/x])
= (yi=yx*z;, v:=x—1;
while z <>1do y:=yx*z; z:=x—1 od,(c[3/y])[2/z])
= (z:=z2—-1;
while z <>1do y:=yx*z;, z:=x—1 od,(c[6/y])[2/z])
= (whilez<>1ldoy:=yx*z;, z:=z—1 od,(c[6/y])[1/z])
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Beispiel (4)

= (fz<>1
then y i =yx*xzx;, v ' =a—1;
while x <>1doy:=yx*xx, x .=z —1 od
else skip fi, (c[6/y])[1/z])

Beispiel (Detailbetrachtung) (5)

(y:=1; whilez<>1doy:=yxz;, z:=z—1o0d,0)
([asssos], [comp2]) = (whilez<>1doy:=yxx;, x:=xz—1 od,o[1/y])

steht vereinfachend fir...

[ass ¢od < > N ]
. y:=1, o) —> O [1W]
= <Sk'1,p, (0’[6/y])[1/£]> [comp zos]
= (0[6/11])[1/1‘] < y :=1; while x <>1doy := y*x; x 1= x-1 od, 0> —
< while x <> 1 doy = y*x; x := x-1 od, O [1y] >
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Beispiel (Detailbetrachtung) (6) Beispiel (Detailbetrachtung) (7)

_ ((y =yx*z; z:=x-1);

<Wh|lex<>1d0y::y*x; CL'::CC—IOd,O'[]./yD Wh||eaj<>1doy:y*x' x.=x—1 Od’o'[l/yD
[whileses] = (ifz<>1 ([asSsos], [comp? ], [compl]) = (z:=z—1;
then y :=yx*z;, z:=x—1; while x <>1doy:=yx*xz;, z:=x—1 od,
while z <>1doy:=yx*xz;, x:=z—1 od (e[1/yD[3/v])
else skip fi,o[1/y])
steht vereinfachend fur...
steht vereinfachend fur...
[while g lass god ey TR R————— 5
<whilex<> 1doy:=y*x; x:=x-1od, O [1hy] > :> [comp zos] s o — il
<ifx<> 1 then y:= y*x; x := x-1; ) Y= YR X = X1, 0 [1ly] > 47—:><-<1( O [1/yD[3ny] >
while x <> 1 do y := y*x; x := x-1 od [comp _ 1
else skip fi, o [1y] > <(y = y*x; x = x—1); while x <> 1 doy := y*x; x := x-1 od, O [1H] > :>
X :=x-1; while x <> 1 doy := y*x; x := x-1 od, ( O [1/y]D)[3My] >
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Determinismus der SOS-Regeln

Lemma 1.6

Vr€Prg, 0 € Xe, 7,7 €T (m,0) =~y Am, o) =+ = y=+
Erinnerung: = bezeichnet hier die logische Implikation.

Korollar 1.7
Die von den SOS-Regeln fiir eine Konfiguration induzierte Be-
rechnungsfolge ist eindeutig bestimmt, d.h. deterministisch.

Salopper, wenn auch weniger prazise:
Die (SO-) Semantik von WHILE ist deterministisch!
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Das Semantikfunktional [ [,

Korollar 1.7 erlaubt uns jetzt festzulegen:

e Die strukturell operationelle Semantik von WHILE ist ge-
geben durch das Funktional

II']]sos : Prg_)(z_’zt?)

welches definiert wird durch:

o falls (r,0) =* o/

o
error falls (mw, o) =* error oder

(m, o) =* (n', error)
undef sonst

VrePrg, o € . [7]s5(0) =g
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Variante induktiver Beweisfuhrung

Induktion uber die Lange von Berechnungsfolgen:

e Induktionsanfang

— Beweise, dass A fur Berechnungsfolgen der Lange 0 gilt.

e Induktionsschritt

— Beweise unter der Annahme, dass A fiir Berechnungsfol-
gen der Lange kleiner oder gleich k gilt (Induktionshypo-
thesel!), dass A auch fiir Berechnungsfolgen der Lange

k41 qilt.
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Anwendung

e Induktive Beweisfiihrung liber die Lange von Berechnungs-
folgen ist typisch zum Nachweis von Aussagen Uber Eigen-
schaften strukturell operationeller Semantik.

Ein Beispiel dafiir ist der Beweis von...
Lemma 1.8
vr, 7' € Prg, 0,0 € X, k€ IN. ({(n1;m0,0) =k -

30’ € T, k1, ko € IN. (k1+ko = kA (m1,0) =M 6/ A (m2,0') =F2 o
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Naturliche Semantik (1)

...ebenfalls flr das Beispiel von WHILE:

[skipns]

(skip,o)—0c
Kap. 2.2 Natdurliche Semantik [@bortns]  caperia e
abort,o)—error
[assns) . T=ro=aTi a7l
— ! ! N 1
[compns] <7r1’(<77>f1;;27,<07r>2:70>" :
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Natirliche Semantik (2) Beispiel zur naturlichen Semantik (1)
/
iftt 71,0) — O _ . .
[ifif] il the§1 ™ e>|se T flo)—o! [0]p(c)=tt Sei 0 € & mit o(z) = 3.
/ Dann gilt:
L [615(0) =
(If b then m; else m fio)—o (y:=1; whilez #1doy:=y*zx;, z :=z—10d, o) — o[6/y][3/z]
_— (,0) — o (while b do 7 od,o’) — o _
[whilel?,] (while b do = 0d,0)—o” [b]p(c)=1tt - T " G o
- - B T e
[Whllens] (Whlle b do « Od,0'>4>0' [[b]]B(O') =ff o (= Lulon < Loy =y xom et o) — oW1 )
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Beispiel zur naturlichen Semantik (2)

Das gleiche Beispiel in etwas gefadlligerer Darstellung:

[ass ] [ass ]
comp_| (y =y, olilyl) — o3l (x:=x-10134]) — o 3] 121X
"~ (y=yxix=x-1510) — ol3n] 12 T
s [while " ]
* {y=10) — olih]  while x <> 1do y = yx; x = x-1 oas [14]) 6ly] [1x]
{y:=1;while x <> 1doy = y'x; x = x-1 ody —— [6H] [1x]
lass ] lass, )
" (y=yxolyin ) — olohl (2 ( x=x-1006M(2x] ) — ol6M] (1]
[comp, ] [while :S]
(y =y x=x-1gByI2X ) — o6/l 111 { while x <> 1doy := yx; x := x-1 ods [6ly] [1x] ) —— o [6/y] (114
hile® ]
" { while x <> 1doy := y*x; x := x-1 ods [3y] [21x] ) o [61y] [
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Determinismus der NS-Regeln

Lemma 2.1

VrePrg, cex, v,v €r. (mo) =~ Amo) =+ = ~y=+

Korollar 2.2

Die von den NS-Regeln fiir eine Konfiguration induzierte fi-
nale Konfiguration ist (sofern definiert) eindeutig bestimmt,
d.h. deterministisch.

Salopper, wenn auch weniger prazise:
Die (N-) Semantik von WHILE ist deterministisch!
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Das Semantikfunktional [ ],

Korollar 2.2 erlaubt uns festzulegen:

e Die natlirliche Semantik von WHILE ist gegeben durch das
Funktional

[[']]ns : Prg_)(ZHZE)

welches definiert wird durch:

/ /

o falls (m,0) — o
VrePrg, ce . [n],,(oc)=g4 { error falls (m,0) — error
undef sonst
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Variante induktiver Beweisf[]hrung
Induktion Uber die Form von Ableitungsbaumen:

e Induktionsanfang

— Beweise, dass A filir die Axiome des Transitionssystems
gilt (und somit fir alle nichtzusammengesetzte Ablei-
tungsbiaume).

e Induktionsschritt

— Beweise fiir jede echte Regel des Transitionssystems un-
ter der Annahme, dass A flir jede Pramisse dieser Regel
gilt (Induktionshypothese!), A auch fiir die Konklusion
dieser Regel gilt, sofern die (ggf. vorhandenen) Rand-
bedingungen der Regel erfiillt sind.
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Anwendung

e Induktive Beweisfuhrung Uber die Form von Ablei-
tungsbaumen ist typisch zum Nachweis von Aussagen Uber
Eigenschaften natirlicher Semantik.

Ein Beispiel daflir ist der Beweis von Lemma 2.1!
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Kap. 2.3 Konzeptueller Vergleich struk-
turell operationeller und naturlicher Se-
mantik

69

Strukturell operationelle Semantik

Der Fokus liegt auf...

e individuellen Schritten einer Berechnungsfolge, d.h. auf
der Ausfiihrung von Zuweisungen und Tests

Intuitive Bedeutung der Transitionsrelation...

(m, )=

...mit v von der Form (x’,0’) oder ¢’ oder error beschreibt
den ersten Schritt der Berechnungsfolge von « angesetzt

auf o. Folgende Ubergidnge sind méglich:

— ~ von der Form («’,o'):
Abarbeitung von 7 nicht vollstdndig; das Restprogramm =’ ist auf
o’ anzusetzen

— ~ von der Form o’
Abarbeitung von 7 vollstandig; = angesetzt auf o terminiert in ei-
nem Schritt in ¢’

— ~ von der Form error:
Abarbeitung von w terminiert irregular

Naturliche Semantik

Der Fokus liegt auf...

e Zusammenhang von initialem und finalem Zustand einer
Berechnungsfolge

Intuitive Bedeutung von...

<7I‘, o) —

...mit v von der Form ¢’ oder error ist: = angesetzt auf
initialen Zustand o terminiert schlieBlich im finalen Zustand
o’ bzw. terminiert irregulér.
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Kap. 3 Denotationelle Semantik von
WHILE

72

Denotationelle Semantik (1)

...auch flr das Beispiel von WHILE:

[ skiplys = Id

[ abort 1,45 = Error

[z:=t]gs(0) =ol[t]a(0)/2]

(71 m2las = [m2las © [71las

[if b then my else 73 fi]lys = cond([ b1, [ 71 Das, [ 72 Jas)
[ while b do w7 od ]z = FIX F

where F g =cond([b]lg,go [ 7 14s, Id)
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Denotationelle Semantik (2)

Es bezeichnen:
e Id:>X.— 3. die identische Zustandstransformation:
Vo€ Id(o)=g40
e Error : . — 2. die konstante Zustandstransformation mit:

Vo € > Error(o)=gerror
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Denotationelle Semantik (3)

Zur Hilfsfunktion cond...
Funktionalitat...
cond: (ZI—-B)x (Z—-X)x (=)= (X—X)

Definiert durch...

gy o fallspo=tt

cond(pan.0) o = { 97 B0 7=

Zu den Argumenten und zum Resultat von cond...

e 1. Argument: Pradikat (in unserem Szenario total definiert; siehe Vor-
lesungsteil 1)

e 2.&3. Argument: Je eine partiell definierte Zustandstransformation

e Resultat: Wieder eine partiell definierte Zustandstransformation
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Denotationelle Semantik (4)

Zur Hilfsfunktion FIX...
Funktionalitat...
FIX  (Z-2)>(EZ—-D)—=(=—>%)
Definiert durch...
Fg=cond([b]p,g0[nlas Id)
Daraus ergibt sich...

e FIX ist ein Funktional (“Zustandstransformationsfunktio-
nal)

e Die denotationelle Semantik der while-Schleife ist ein Fix-
punkt des Funktionals F' (und zwar der kleinste!)

Mehr Details zu FIX und Co. spater!
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Denotationelle Semantik (5)

e Operationelle Semantik
...der Fokus liegt darauf, wie ein Programm ausgefiihrt
wird

e Denotationelle Semantik
...der Fokus liegt auf dem Effekt, den die Ausflihrung ei-
nes Programms hat: Fiir jedes syntaktische Konstrukt gibt
es eine semantische Funktion, die ersterem ein mathema-
tisches Objekt zuweist, i.a. eine Funktion, die den Effekt
der Ausfiihrung des Konstrukts beschreibt (jedoch nicht,
wie dieser Effekt erreicht wird).
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Denotationelle Semantik (6)

Zentral fiir denotationelle Semantiken: Kompositionalitat!

Intuitiv:

e Fiir jedes Element der elementaren syntaktischen Kon-
strukte/Kategorien gibt es eine zugehdrige semantische
Funktion

e Fir jedes Element eines zusammengesetzten syntaktischen
Konstrukts/Kategorie gibt es eine semantische Funktion,
die Uber die semantischen Funktionen der Komponenten
des zusammengesetzten Konstrukts definiert ist.
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Denotationelle Semantik (7)

Lemma 2.2

Fir alle m € Prg ist durch die Gleichungen von Folie “Deno-
tationelle Semantik (1)"” eine (partielle) Funktion [« ] s defi-
niert, die denotationelle Semantik von 7.

Kap. 3 Denotationelle Semantik von WHILE 79




Hauptergebnisse

Theorem

V& € Pl’g [[W]]sosz[[ﬂ-]]ns: [[ﬂ-]]ds

Die Aquivalenz der strukturell operationellen, natiirlichen und
denotationellen Semantik von WHILE legt es nahe, den se-
mantikangebenden Index in der Folge fortzulassen und ver-
einfachend von [ ] als der Semantik der Sprache WHILE zu
sprechen:

[[]]:Prg—>(Z—>ZE)
definiert durch

[ ]]:df[[ ]]sos

WHILE — Denotationelle Semantik (1)

e Prg ...bezeichne die Menge aller Programme der Sprache
WHILE

Denotationelle Semantik
[D4s:Prg— (X —3x:)

Somit...

e Die denotationelle Semantik eines WHILE-Programms ist
eine (partiell definierte) Zustandstransformation, wobei die
Menge der Zustidnde gegeben ist durch

Y=y{o|o:V—Dj}
Beachte...
e Auch die operationelle (die strukturell operationelle wie auch die
natiirliche) Semantik eines WHILE-Programms ist eine (partiell de-

finierte) Zustandstransformation auf X, nicht aber die axiomatische
Semantik.

WHILE — Denotationelle Semantik (2)

Erinnerung:
[ skipl, = Id

[abort]l,, = Error
[z:=tl4(o) =ollt]alo)/]

[7m1; mollyy=0m204 o D7l

[if b then 71 else w5 fi]l,, = cond([ b1 [ 71 Dus [ 72 Dus)
[ while b do 7 od ]|, = FIX F

where F g = cond([b]lz, g0 [ 7145 Id)
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WHILE — Denotationelle Semantik (3)

Noch offen...

e Die Bedeutung von...
— cond und

— FIX F

Diese Bedeutung wollen wir in der Folge aufklaren...
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Zur Bedeutung von cond

Hilfsfunktion cond...

Funktionalitat...
cond  (Z—-B)x (=) x(Z—-X)—>(X—-X)

Definiert durch...

grL o ifpo=tt

cond(p,gl,gz) 0 =df { go o |fp o=ff

Zu den Argumenten und zum Resultat von cond...

e 1. Argument: Pradikat (in unserem Szenario total definiert; siehe Vor-
lesungsteil 1)

e 2.&3. Argument: Je eine partiell definierte Zustandstransformation

e Resultat: Wieder eine partiell definierte Zustandstransformation
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Damit erhalten wir

...fur die Bedeutung der Fallunterscheidung

[if b then 71 else m fi]ly, o

= Cond([[b]]Ba[[T‘—l ]]dsa[["TQ]]ds) 4
o’ falls ([b]g o =tt
V ([[b]]B o=1*ff
error falls ([b]lg o=ttt
v ([b]g o=f£f
undef falls ([b]g o=tt
VvV ([bllg o=1£f

A 7 ]lgs 0=0")
A [mo]l4s o=0")
A [ ]4s o =error)
A [ 7214 o0 =error)
A [ 7114 o =undef)
A [ 72 ]lgs o =undef)

Erinnerung:

e [b]zist in unserem Szenario total definiert; [b] 3 o ist daher stets von
undef verschieden.
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Zur Bedeutung von FIX F
Funktionalitat...
FIX  (ZE-2) > (Z—-D)—(Z—>X)
Definiert durch...
Fg=cond([blp,go[nlas Id)
Daraus ergibt sich...

e FIX ist ein Funktional (“Zustandstransformationsfunktio-
nal)

e Die denotationelle Semantik der while-Schleife ist ein Fix-
punkt des Funktionals F' (und zwar der kleinste!)
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Schrittweise zur denotationellen Se-
mantik der while-Schleife

Dazu folgende Beobachtung...

e while b do m od muss dieselbe Bedeutung haben wie...
if b then (7; while b do m od) else skip fi

Daraus folgt...
e [while b do 7 od J];; =cond([ b, [ while b do 7w od 450 [ 7 [45, Id)
Und daraus schlieBlich...

e [while b do 7 od ]J;,, muss Fixpunkt des Funktionals F sein, dass defi-
niert ist durch

F g=cond([blz,go 74, Id)

Oder anders ausgedriickt, es muss gelten:
[ while b do 7 od ], = F([ while b do = od],,)

...was uns wie gewiinscht zu einer kompositionellen Definition von
[ while b do = od ], und damit von [ ], insgesamt fiihren wird.




Etwas formaler: Unser Arbeitsplan

Erforderlich...
e Einige Resultate aus der Fixpunkttheorie
Zu tun...

e Nachzuweisen, dass diese Resultate auf unsere Situation
anwendbar sind.

AnschlieBend bleibt nachzuholen...

e Der mathematische Hintergrund (Ordnungen, CPOs,
Stetigkeit von Funktionen) und die bendtigten Resultate
(Fixpunktsatz)
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Folgende drei Argumente...

...werden dafur entscheidend sein
1. [ — X] kann vollstandig partiell geordnet werden.
2. F im Anwendungskontext ist stetig

3. Fixpunktbildung im Anwendungskontext wird ausschlieB-
lich auf stetige Funktionen angewendet.

Insgesamt ergibt sich dann daraus die Wohldefiniertheit von

[ D4s:Prg— (X —x¢)
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Ordnung auf Zustandstransformationen

Bezeichne...

e [X — 3] die Menge der partiell definierten Zustandstrans-
formationen.

Wir definieren...

g1 C go <= Vo € . g1 o definiert =o' = go o definiert =o'

mit g1,92 € [X — X]
Lemma 1

1. ([ —X],C) ist eine partielle Ordnung.

2. Die total undefinierte (d.h. nirgends definierte) Funktion
L X—>X mit L o=wundef fur alle ¢ € X ist kleinstes
Element in ([ — X],0)
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Ordnung auf Zustandstransformationen

Sogar...

Lemma 2
Das Paar ([ —X],C) ist eine vollstandige partielle Ordnung
(CPO) mit kleinstem Element L.

Weiter gilt; Die kleinste obere Schranke LY einer Kette Y ist
gegeben durch

graph(LJY) =U{graph(g) |g € Y}
Das heiBt: (LUY)o=0¢' += Jg€Y. go=0'
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Einschub: Graph einer Funktion

Der Graph einer totalen Funktion f : M — N ist definiert durch
graph(f)=g4r {(m,n) € M X N | f m=n}
Es gilt:
e (m,n) € graph(f) N (m,n') € graph(f) = n=n’ (rechtseindeutig)

e Vm e M. 3n e N. (m,n) € graph(f) (linkstotal)

Der Graph einer partiellen Funktion f : M — N mit Definitions-
bereich MyC M ist definiert durch

graph(f)=gr {{m,n) € M x N|f m=nAm € My}

Vereinbarung...
Fir f: M — N partiell definierte Funktion auf My C M schreiben wir

e f m=n, falls (m,n) € graph(f)

o f m=undef, falls m & My
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Stetigkeitkeitsresultate (1)

Lemma 3
Sei gp € [ — X], sei p € [ —B] und sei F definiert durch

F g=cond(p, g, 90)
Dann gilt: F ist stetig.

Zur Erinnerung: Seien (C,C¢) und (D,Cp) zwei CPOs und sei f : C — D
eine Funktion von C nach D.
Dann heiBt f...

e monoton gdw. Ve¢,d € C. cCe d = f(c) Cp f()
(Erhalt der Ordnung der Elemente)

o stetig gdw. V' C . f(Lccr) =p Lprcn)
(Erhalt der kleinsten oberen Schranken)
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Stetigkeitkeitsresultate (2)

Lemma 4
Sei gg € [ — X] und sei F definiert durch

F g=gogo
Dann gilt: F' ist stetig.
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Zusammen mit...

Lemma 5

Die Gleichungen zur Festlegung der denotationellen Semantik
von WHILE (vgl. Folie 15 von heute) definieren eine totale
Funktion

[ D4 € [Prg— (X — )]

...sind wir durch! Wir kdnnen beweisen:

[D4:Prg— (- %)

ist wohldefiniert!
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Und somit wie anfangs angedeutet...

AuS...

1. Die Menge [~ — %] der partiell definierten Zustandstrans-
formationen bildet zusammen mit der Ordnung C eine
CPO.

2. Funktional F mit “F g=cond(p, g,g0)" und “gogqy” ist stetig

3. In der Definition von [ ];s wird die Fixpunktbildung aus-
schlieBlich auf stetige Funktionen angewendet.
...ergibt sich wie gewlinscht:
[14s:Prg— (= — %)
...ist wohldefiniert!
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Nachtrage

Mathematische Grundlagen im Zusammenhang mit der...
1. Definition abstrakter Semantiken fiir Programmanalysen

2. Definition der denotationellen Semantik von WHILE im
Detail
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Wichtig insbesondere...

e Mengen, Relationen, Verbande
e Partielle und vollstandige partielle Ordnungen

e Schranken, Fixpunkte und Fixpunkttheoreme
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Mengen und Relationen 1(2)

Sei M eine Menge und R eine Relation auf M, d.h. RC M x M.
Dann heiBt R...

o reflexiv gdw. Vm € M. m Rm
e transitiv gdw. Vm,n,pe M. mRn AN nRp = mRp
e antisymmetrisch gdw. Vm,n e M. mRn AnRm = m=mn

Dariiberhinaus... (in der Folge allerdings weniger wichtig)
e symmetrisch gdw. Vm,n € M. mRn <= nRm

e total gdw. Vm,ne€ M. mRn V nRm
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Mengen und Relationen 2(2)
Eine Relation R auf M heiBt
e Quasiordnung gdw. R ist reflexiv und transitiv

e partielle Ordnung gdw. R ist reflexiv, transitiv und anti-
symmetrisch

Zur Vollstandigkeit sei erganzt...

e Aquivalenzrelation gdw. R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch

...eine partielle Ordnung ist also eine antisymmetrische Quasiordnung, eine
Aquivalenzrelation eine symmetrische Quasiordnung.
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Schranken, kleinste, groBte Elemente
Sei (Q,C) eine Quasiordnung, sei ¢ € Q und Q' C Q.
Dann heiBt q...

e obere (untere) Schranke von @', in Zeichen: Q' C q (¢ C
Q"), wenn fir alle ¢ € Q' gilt: ¢/ Cq (¢ C ¢)

e kleinste obere (gréBte untere) Schranke von @', wenn g
obere (untere) Schranke von Q' ist und fiir jede andere
obere (untere) Schranke ¢ von Q' gilt: ¢C g (7 C q)

e groBtes (kleinstes) Element von Q, wenn gilt: Q C q (¢ C Q)
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Eindeutigkeit von Schranken

e In partiellen Ordnungen sind kleinste obere und groBte un-
tere Schranken eindeutig bestimmt, wenn sie existieren.

e Existenz (und damit Eindeutigkeit) vorausgesetzt, wird
die kleinste obere (groBte untere) Schranke einer Menge
P’ C P der Grundmenge einer partiellen Ordnung (P,C)
mit LIP" (['1P’) bezeichnet. Man spricht dann auch vom
Supremum und Infimum von P'.

e Analog fir kleinste und groBte Elemente. Existenz voraus-
gesetzt, werden sie Ublicherweise mit L und T bezeichnet.
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Verbande und vollstandige Verbande

Sei (P,C) eine partielle Ordnung.
Dann heiBt (P,C)...

e Verband, wenn jede endliche Teilmenge P’ von P eine klein-
ste obere und eine groBte untere Schranke in P besitzt

e volistiandiger Verband, wenn jede Teilmenge P’ von P eine
kleinste obere und eine groBte untere Schranke in P besitzt

...(vollstéandige) Verbdnde sind also spezielle partielle Ordnungen.
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Vollstandige partielle Ordnungen

...ein etwas schwacherer, aber in der Informatik oft ausreichen-
der und daher angemessenerer Begriff.

Sei (P,C) eine partielle Ordnung.
Dann heiBt (P,0)...

e VvolIstdndig, kurz CPO (von engl. complete partial order),
wenn jede aufsteigende Kette K C P eine kleinste obere
Schranke in P besitzt.

Es qilt:

e Eine CPO (C,C) (genauer ware: “kettenvollstandige partielle Ordnung
(engl. chain complete partial order (CCPO)") besitzt stets ein klein-
stes Element, eindeutig bestimmt als Supremum der leeren Kette und
iblicherweise mit L bezeichnet: L=4 L10.
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Ketten
Sei (P,C) eine partielle Ordnung.
Eine Teilmenge K C P heiB3t...

e Kette in P, wenn die Elemente in K total geordnet sind.
Fur K:{ko CkCkyCCE } ({ko ki dkpy 3 }) spricht
man auch genauer von einer aufsteigenden (absteigenden)
Kette in P.

Eine Kette K heiBt...

e endlich, wenn K endlich ist, sonst unendlich.
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Kettenendlichkeit, endliche Elemente

Eine partielle Ordnung (P,C) heiBt

e kettenendlich gdw. P enthdlt keine unendlichen Ketten

Ein Element p € P heiB3t

e endlich gdw. die Menge Q=4 {q € P|q C p} keine unendli-
che Kette enthalt

e endlich relativ zu r € P gdw. die Menge Q=g {ge P|rC
q C p} keine unendliche Kette enthadlt

Kap. 3 Denotationelle Semantik von WHILE 106

(Standard-) CPO-Konstruktionen 1(4)

Flache CPOs...
Sei (C,C) eine CPO. Dann heiBt (C,C)...

e flach, wenn fur alle ¢,de C gilt: cCd<<c=1 V c=d
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(Standard-) CPO-Konstruktionen 2(4)

Produktkonstruktionen...

Seien (P1,C1),(P>,C5),...,(Pn,En) CPOs. Dann sind auch...

e das nichtstrikte (direkte) Produkt (X P;,C) mit

— (XP,E)=(P1 X P2 X ... X Py, E) mit Y(p1,p2,...,Pn),
(q17q27"'vqn) € XPl (plaPQa---,Pn) C (CIlaQQ,--w(In) =

e und das strikte (direkte) Produkt (smash Produkt) mit
- (®P,0)=(P1® P, ®...® Py,C), wobei C wie oben
definiert ist, jedoch zusatzlich gesetzt wird:
(p17p2)"'7pﬂ):J— =3ie {1,,TL} pZ:J—’L
CPOs.
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(Standard-) CPO-Konstruktionen 3(4)

Summenkonstruktion...

Seien (P1,C1),(P>,C5),...,(Pn,Cy) CPOs. Dann ist auch...

e die direkte Summe (@ P;,C) mit...

— (@®P,C)= (PiUP» U ... U P,,C) disjunkte Vereini-
gung der P;, ¢ € {1,...,n} und Vp,q € ®F;. p C q =
Ji e {1,...,n}. p,qg € P, A p C; q und der Identifika-
tion der kleinsten Elemente der (P;,5;), ¢« € {1,...,n},
d.h. J—:df L, 1e{1,...,n}

eine CPO.
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(Standard-) CPO-Konstruktionen 4(4)

Funktionenraum...

Seien (C,E¢) und (D,Ep) zwei CPOs und [C — D]=gy
{f :C — D | f stetig} die Menge der stetigen Funktionen von
C nach D.

Dann ist auch...

e der stetige Funktionenraum ([C' — D],C) eine CPO mit
—VfgelC—D] fCg+=VceC. f(c)Epg(e)
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Funktionen auf CPOs / Eigenschaften

Seien (C,C¢) und (D,Ep) zwei CPOs und sei f : C — D eine
Funktion von C nach D.

Dann heiBt f...

e monoton gdw. Ve, € C. cCo d = f(c) Cp f()
(Erhalt der Ordnung der Elemente)

e stetig gdw. vC' C C. f(LU-C" =p Upf(ch
(Erhalt der kleinsten oberen Schranken)

Sei (C,C) eine CPO und sei f:C — C eine Funktion auf C.
Dann heiBt f...

e inflationdr (vergréBernd) gdw. Yc e C. cC f(c)
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Funktionen auf CPOs / Resultate

Mit den vorigen Bezeichnungen gilt...

Lemma
f ist monoton gdw. V' C C. f(U-C") 2p Upf(Ch)

Korollar
Eine stetige Funktion ist stets monoton, d.h. f stetig = f
monoton.
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(Kleinste und groBte) Fixpunkte 1(2)

Sei (C,C) eine CPO, f:C — C eine Funktion auf C und sei ¢
ein Element von C, also c € C.

Dann heiBt c ...
e Fixpunkt von f gdw. f(c) =c
Ein Fixpunkt ¢ von f heiBt...
e kleinster Fixpunkt von f gdw. Vde C. f(d)=d=cCd

e gréBter Fixpunkt von f gdw. Vd e C. f(d)=d=dCc
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(Kleinste und groBte) Fixpunkte 2(2)

Seien d,cqy € C. Dann heiBt ¢; ...

e bedingter kleinster Fixpunkt von f bezlglich d gdw. ¢, ist
der kleinste Fixpunkt von C mit d C ¢4, d.h. fir alle anderen
Fixpunkte z von f mit d C z gilt: ¢4 C .

Bezeichnungen:
Der kleinste bzw. groBte Fixpunkt einer Funktion f wird oft
mit uf bzw. vf bezeichnet.
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Fixpunktsatz

Theorem (Knaster/Tarski, Kleene)
Sei (C,C) eine CPO und sei f: C — C eine stetige Funktion
auf C.

Dann hat f einen kleinsten Fixpunkt uf und dieser Fixpunkt
ergibt sich als kleinste obere Schranke der Kette (sog. Kleene-

Kette) {1, f(L), f2(L),...}, d.h.
pf =Uieng F(0) =L F(D), £2(0), ..}
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Beweis des Fixpunktsatzes 1(4)

Zu zeigen: uf...
1. existiert
2. ist Fixpunkt

3. ist kleinster Fixpunkt
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Beweis des Fixpunktsatzes 2(4)

1. Existenz
e Esgilt fO L =1 und L C ¢ fiir alle c e C.

e Durch vollstandige Induktion lasst sich damit zeigen:
f*L C fc fur alle c e C.

e Somit gilt f*L C f™L fur alle n,m mit n < m. Somit ist
{f™L | n > 0} eine (nichtleere) Kette in C.

e Damit folgt die Existenz von LlieNOfi(J_) aus der CPO-
Eigenschaft von (C,C).
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Beweis des Fixpunktsatzes 3(4)

2. Fixpunkteigenschaft

(f stetig)

(K Kette = LIK=1ULIK)
(ff=1)

F(WiengF(L)
Uengf(FL)
UielenJ—
Wien, /"L U L
Uz‘eNOJmJ-
Liengf (L)
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Beweis des Fixpunktsatzes 4(4)

3. Kleinster Fixpunkt

— Sei ¢ beliebig gewahlter Fixpunkt von f. Dann gilt L C ¢
und somit auch f*1 C f"c fur alle n > 0.

— Folglich gilt f*1 C ¢ wg. der Wahl von ¢ als Fixpunkt
von f.

— Somit gilt auch, dass c¢ eine obere Schranke von
{fi(L) | i € Ng} ist.

— Da I_IieNOf"(J_) nach Definition die kleinste obe-
re Schranke dieser Kette ist, gilt wie gewilnscht

I—IlENon(J‘) E C.
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Bedingte Fixpunkte

Theorem (Endliche Fixpunkte)
Sei (C,C) eine CPO, sei f: C — C eine stetige, inflationare
Funktion auf C und sei d € C.

Dann hat f einen kleinsten bedingten Fixpunkt pf; und die-
ser Fixpunkt ergibt sich als kleinste obere Schranke der Kette

{d, f(d), f2(d), ...}, d.h.
pfa=Uien, fi(d) =LI{d, f(d), f2(d),...}
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Endliche Fixpunkte

Theorem (Endliche Fixpunkte)
Sei (C,C) eine CPO und sei f: C — C eine stetige Funktion
auf C.

Dann gilt: Sind in der Kleene-Kette von f zwei aufeinanderfol-
gende Glieder gleich, etwa fi(L) = fit1(L1), so gilt uf = Fi(L).
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Existenz endlicher Fixpunkte

Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz endlicher Fixpunkte
sind...

e Endlichkeit von Definitions- und Wertebereich von f

e f ist von der Form f(c)=cU g(c) fir monotones g lber
kettenendlichem Wertebereich
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Kap. 4 Axiomatische Semantik von
WHILE

123




Kapitel 4.1 Partielle und totale Korrekt-
heit

124

Axiomatische Semantik von WHILE

Insbesondere: ...Korrektheit und Vollstandigkeit der axioma-
tischen Semantik

Erinnerung:

e Hoare-Tripel (syntaktische Sicht) bzw. Korrektheitsfor-
meln (semantische Sicht) der Form

{p} = {¢} bzw. [p] 7 [4]

e Giltigkeit einer Korrektheitsformel im Sinne
— partieller Korrektheit

— totaler Korrektheit
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Definition partieller Korrektheit
Sei w € Prg ein WHILE-Programm:

Ein Hoaresche Zusicherung {p} = {q} heiBt

e gliltig (im Sinne der partiellen Korrektheit) oder kurz
(partiell) korrekt gdw. fiir jeden Anfangszustand o gilt:
ist die Vorbedingung p in o erfillt und terminiert die zu-
gehdrige Berechnung von « angesetzt auf o regular in ei-
nem Endzustand ¢/, dann ist auch die Nachbedingung ¢ in
o erflillt.
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Definition totaler Korrektheit
Sei w € Prg ein WHILE-Programm:

Ein Hoaresche Zusicherung [p] = [q] heiBt

e gliltig (im Sinne der totalen Korrektheit) oder kurz (total)
korrekt gdw. flir jeden Anfangszustand o qilt: ist die Vor-
bedingung p in o erflllt, dann terminiert die zugehorige
Berechnung von 7w angesetzt auf o reguldar mit einem End-
zustand ¢’ und die Nachbedingung q ist in ¢ erfiillt.
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Intuitiv

“Totale Korrektheit = Partielle Korrektheit 4+ Terminierung”
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Partielle und totale Korrektheit

e Die Zustandsmenge

Ch(p)=gr{oc € Z|[plp(o) = tt}
heiBt Charakterisierung von p € Bexp.

e Semantik von Korrektheitsformeln:
Eine Korrektheitsformel {p} = {q} heiBt

— partiell korrekt (in Zeichen: |=p;. {p} 7 {q}), falls
[~ 1(Ch(p)) € Ch(q)

— total korrekt (in Zeichen: = {p} 7 {q}), falls
{p} m {q} partiell korrekt ist und Def([«]) D Ch(p) gilt.

Dabei bezeichnet Def([[n]) die Menge aller Zustande,
flr die w regular terminiert.

Konvention: [« 1(Ch(p))=g {[ 7 1(c) |o € Ch(p)}
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Erinnerung

...an einige Sprechweisen:

Ein (deterministisches) Programm =«

e angesetzt auf einen Anfangszustand o terminiert regular
gdw. m nach endlich vielen Schritten in einem Zustand ¢’ €
3~ endet.

e angesetzt auf einen Anfangszustand o terminiert irregular
gdw. 7 nach endlich vielen Schritten zur Konfiguration
undef fuhrt.

e Ein Programm = heiBt divergent gdw. « terminiert flir kei-
nen Anfangszustand regular.
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Veranschaulichung (1)

...der Charakterisierung Ch(p) einer logischen Formel p:

Menge aller Zustande

Charakterisierung ;/on gh(p) = Z
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Veranschaulichung (2) Veranschaulichung (3)

...der Giiltigkeit eine Hoareschen Zusicherung {p} = {q} im ...der Gliltigkeit eine Hoareschen Zusicherung [p] = [¢] im Sinne
Sinne partieller Korrektheit: totaler Korrektheit:
Menge aller Zustande Menge aller Zustande
ol i P
Charakterisierun‘g‘]‘;/on ghp) = Z Charakterisierun‘g\;/on gh(p) = Z
Definitionsbereich vonr : ml) < 3 Definitionsbereich vonr : ml) = 3
Bild von (L TUL far Tt Bild von [L TUI far Tt

J,//\\

S Bidvon LTI far 1) ~ Ch(p) Bild von [ TUT fur TUI) A Ch(p)
Hoare-Kalkul HKpy fur partielle Kor-
rektheit

[skip] {p} sk—ip {p}
[abort] oy asore oy
Kapitel 4.2 Kalkule fur partielle und to- [ass]
. {plt\z]} z:=t {p}
tale Korrektheit
{p} m1 {r}, {r} m {q}

[comp] RN

lite] pAbtm {ah {pA-b} mo {a}
{p} iIf b then =, else =, fi {q}
{IAb} 7 {I}
{I} while b do = od {IA-b}

p=p1, {1} 7 {1}, a1 =4
[cons] EEDEEC

[while]
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II;Io_?re—Kalkul HKrp fur totale Korrekt-
ei

...identisch mit HKpg, wobei aber Regel [while] ersetzt ist
durch:

. INb=u[t/v], {INbAt=w} 7 {I ANt<w}
[whilerk] {17 while b do = od {IA-b]

wobei
e u Boolescher Ausdruck uber der Variablen v,

e t Term,

w Variable, die in I, b, # und ¢t nicht frei vorkommt,

M=g4{o(w)|oc € X A [u]p(c)=tt} noethersch geordnete
Menge (sog. noethersche Halbordnung).
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Kapitel 4.3 Korrektheit und
Vollstandigkeit
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Korrektheit und Volistandigkeit von
HKPK und HKTK

Sei K ein Kalkul fluir partielle bzw. totale Korrektheit
Zentral sind dann die Fragen der...

e Korrektheit: ...ist jede mithilfe von K ableitbare Korrekt-
heitsformel partiell bzw. total korrekt?

e \VolIstdndigkeit: ...ist jede partiell bzw. total korrekte Kor-
rektheitsformel mithilfe von K ableitbar?

Speziell:

e Sind HKpg und HKpi korrekt und vollstandig?

Kap. 4.3 Korrektheit und Vollstandigkeit 138

Hauptresultate

Zur Korrektheit:
Theorem [Korrektheit von HKpy und HKrg]

1. HKpg ist korrekt, d.h. jede mit HK py ableitbare Korrekt-
heitsformel ist gultig im Sinne partieller Korrektheit.

2. HKp ist korrekt, d.h. jede mit HKpg ableitbare Korrekt-
heitsformel ist giiltig im Sinne totaler Korrektheit.

Beweis ...durch Induktion Uber die Anzahl der Regelanwen-
dungen im Beweisbaum zur Ableitung der Korrektheitsformel.

Zur Vollstandigkeit:

Fir Korrektheitskalkile ist i.a. nur sog. relative Vollstandigkeit
moglich. Das gilt auch fir HKpg und HKppg. Details dazu
spater.
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Kapitel 4.4 Anwendungsbeispiele zum
Nachweis partieller Korrektheit

140

Beispiele 1(2)

...Beweis partieller Korrektheit von Hoareschen Zusicherungen
anhand zweier Programme zur Berechnung

e der Fakultat und

e der ganzzahligen Division mit Rest
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Beispiele 2(2)
Im Detail:

Beweise, dass die beiden Hoareschen Zusicherungen
{a > 0}
z:=a, y:=1, whilex>1doy: =y*xz,;z:=x—1 od

{y =al}

{x > 0Ay >0}
q:=0;r:=z;whiler>ydoqg:=q+1;r:=r—y od
{r=qxy+rA0<r<y}

gliltig sind im Sinne partieller Korrektheit.

In der Folge geben wir die Beweise daflir in baumartiger No-
tation an...
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (1)

Ass Ass
{y*(x-1)!=al & (x-1)>0} x:=x-1{y*x!=al & x>0}

070" (eD!=al & (190 y:=y*x {y* (e-Di=al & (x-1)>0}

yrxi=al & x>0 & x>1==> (y*x)* (x-1)!=al & (x-1)>0 {y*0)* (x-1)!=al & (x-1)>0} y:=y*x; x:=x-1{y*x!=al & x>0}
Cons
{y*xi=al & x>0 & x>1} y:=y*x; x:=x-1{y*xi=al & x>0}
While
T {y*xi=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*x; x:= -1 OD {y*x!=al & x>0 & ~(x>1)} yrxi=al & x>0 & ~(x>1) ==>y=al
Cons Cons
{220} x:=a y:=1{y*xi=al & x>0} {y*xi=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*x; x:= x-1 OD {y=al}
Comp

{250} x:=a y:=1; WHILE x>1 DO y:=y*x; x:=x-1 OD {y=al}

wobei

Ass Ass
{1*al=a! & a>0 & a=a} x:=a {1*x!=a! & a>0 & x=a} {I*xi=al & 2>0 & x=a} y:=1 {y*x!=al & a>0 & x=a}

a>0==>1'al=al&a>0&a=a  {l*al=al & a>0 & a=a} x:=a y:=1 {y*xl=al & a>0 & x=a} y*xl=al & a>0 & x=a ==>y*xl=al & x>0

{a>0} x:=a; y:=1 {y"x!=al & x>0}

Cons

&: Logisches und
~ : Logisches nicht
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (2)

Bew. partieller Korrektheit: Division

Ass Ass
() y+-y & r-y>=0} @=q+1 {X=q*y+r-y & r-y>=0}  {X=Q*y+1-y & r-y>=0} r:=r-y {x=*y+r & r>=0}

Comp
— Ass — Ass (= y+ & =08 1>2y) => (E(AHD*YH-Y & 1y>=0) {X=(qHL)y+-Y & 1-y>=0} G, r=r-y {x=qry+ & r>=0}
{(y*x)* (x-1)!=al & (x-1)>0} y:=y*x {y*(x-1)!=al & (x-1)>0} {y*(x-1)!=al & (x-1)>0} x:=x-1{y*x!=al & x>0} Cons
Comp {X=qFy+r & 1>=0 & 1>=y} qi=qi+1; ri=r-y {X=q*y+r & r>=0}
y*xi=al & x>0 & x>1==> (y*x)* (x-1)!=al & (x-1)>0 {yx)* (x-1)!=al & (x-1)>0} y:=y*x; x:=x-1{y*x!=al & x>0} While
{y*xi=al & x>0 & x>1} y:=y*X; x:=x-1{y*x!=al & x>0} cons {x=g*y+r & r>=0} WHILE r>=y DO q:=q+1; r:=r-y OD {X=g*y+ & r>=0 & ~(r>=y)} (X=q*y+r & r>=0 & ~(r>=y)) => (X=0*y+r & r>=0 & r<y)
T‘ {y*x!=al & x>0} WHILE x>1 DOy:y‘x;x.:x'loD(y'x!:a‘&x>0&~(x>l))wmle y*xi=al & x>0 & ~(x>1) ==>y=al cone
Cons Cons
{a>0} x:=a y:=1 {y*x!=al & x>0} {y*x!=al & x>0} WHILE x>1 DO y:=y*x; x:= x-1 0D {y=al}
{a>0} x:=a y:=1; WHILE x>1 DO y:=y*x; x:=x-1 OD {y=al} comp
Ass Ass
{X=0*y+x & x>=0} q:=0 {X=q*y+X & Xx>=0} {X=q*y+X & X>=0} r:=x {X=q*y+1 & r>=0}
Comp
(x>=0 & y>0) => (x=0%y+x & x>=0) {x=0*y+x & x>=0} :=0; r:=x {x=q*y+r & r>=0}
Cons
- As — A {x>=0& y>0} q:=0; r:=x {x=q*y+r & r>=0} {x=q*y+r & r>=0} WHILE r>=y DO q:=q+1; r:=r-y OD {X=g*y+r & r>=0 & r<y}
{1ral=al & a0} x=a{1*xI=al & x>0} {1*x1=al & x>0} y:=1 {y*x1=al & x>0} Comp
Comp {x>=0& y>0} q:=0; r:=x; WHILE r>=y DO q:=q+1; r:=r-y OD {X=q*y+1 & r>=0 & r<y}
a0==>1%a=a & &0 {1*al=al & @0} x:=a y:=1{y*x!=al & x>0}
Cons
{a>0} x:=a y:=1{y*x!=al & x>0}
& Logisches und
~ : Logisches nicht & : Logisches und
~ : Logisches nicht
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (1)
e Die unmittelbare baumartige Notation von Hoareschen Bew. part' Korrektheit: Fakultat (2)
Korrektheitsbeweisen ist i.a. unhandlich. . .
Beweise, dass das Hoare-Tripel
e Alternativ hat sich deshalb eine Notationsvariante ein- {a >0}
geblrgert, bei der in den Programmtext Zusicherungen als .
. . r:=a;, y:=1, whilex>1doy:=y*xx;z:=x—1 od
Annotationen eingestreut werden.
ly=a'}
e In der Folge demonstrieren wir diesen Notationsstil am litig ist im Sinne partieller Korrektheit
. . . . ultig ist i i i it.
Beispiel des Nachweises der partiellen Korrektheit unseres 9 9
Fakultatsprogramms beziiglich der angegebenen Vor- und . . L . . .
.p 9 ] 9 9 g i Wir entwickeln den Beweis in der Folge Schritt flir Schritt!
Nachbedingung. Man spricht auch von einem sog. linearen
Beweis bzw. linearen Beweisskizze.
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (3)

Schritt 1

“Traumen” der Invariante...
o {yxz!=a!' A x>0}

...um die [while]-Regel anwenden zu kdnnen.

Bew. part. Korrektheit: Fakultat (4)

Schritt 2

Behandlung des Rumpfs der while-Schleife...
Der Nachweis der Giiltigkeit von
{yszx!l=al ANz >0Az>1}
x .=z —1;
{y*z! =al Az >0}

erlaubte mithilfe der [while]-Regel den Ubergang zu:

{y*z!' =al Az >0}
while z > 1 do
{ysa!=alANz>0ANz>1}

Yy =yxT,
rx =z —1;
{y*a! =al Az >0}
od [while]
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (6)
Bew. part. Korrektheit: Fakultat (5)
Wegen Riickwartszuweisungsregel wird der Rumpf der while-
Behandlung des Rumpfs der while-Schleife im Detail: Schleife von hinten nach vorne bearbeitet:
{yxzl=al Az >0A2>1} {y*xz!=a'ANz>0A2>1}
Yy =y*xx, Yy =y*xx,
. =x—1; {yx(z—1)'=a'Az—1>0}
{y*z! =a! Az >0} x:=x — 1; [ass]
{yxz!l =a! Az >0}
Kap. 4.4 Anwendungsbeispiele zum Nachweis partieller Korrektheit 150 Kap. 4.4 Anwendungsbeispiele zum Nachweis partieller Korrektheit 151




Bew. part. Korrektheit: Fakultat (7)

Nach abermaliger Anwendung der [ass]-Regel erhalten wir...

{yxx!l=a' ANz >0Ax>1}

{yxx)*(z—1)!=a'Az—1>0}
y = yxx, [ass]
{yx(z—1)'=a' Az—1>0}
r:=x— 1; [ass]

{y*xz!'=a!' Az >0}

...wobei noch eine “Beweisllicke” verbleibt!
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (8)

Schluss der “Beweislicke” in der zugrundeliegenden Theorie:

{yxzxl=a' Az >0A2x>1}
| [cons]
{yxx)*(x—1)'=al Ax—1>0}
y :=y=xz; [ass]
{yx(@—1)!'=a Az—-1>0}
x:=x — 1; [ass]
{y*xz!'=a!' Az >0}
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (9)

Anwendung der [while]-Regel liefert nun wie gewliinscht:

{yxz!l =a! Az >0}
while > 1 do
{yxzl=alAx>0A2x>1}
| [cons]
{yxx)*(z—1)!=a'Az—1>0}
y = yxx, [ass]
{yx(z—1)'=a' Az—1>0}
xz:=uz—1; [ass]
{yxz!l =a! A x>0}
od [while]
{yxzl=a' Az >0A=(z>1)}
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (10)

Schritt 3

Zur gewiinschten Nachbedingung verbleibt offenbar ebenfalls
eine Beweisliicke:

{y*xz!l=a!' Az >0}
while z > 1 do
{yxxl=alAx>0Ax>1}
| [cons]
{yxz)*x(z—1)!'=a' ANz—1>0}
y = y=*x; [ass]
{yx(x—1)!'=a' Az—1>0}
.=z — 1; [ass]
{y*xx!l=a!' AN x>0}
od [while]
{yxx!l=a' ANz >0A-(z>1)}

{y=nal}




Bew. part. Korrektheit: Fakultat (11)

Schluss der Beweisliicke in der zugrundeliegenden Theorie:
{y*z!' =al Az >0}
while z > 1 do
{ysa!=al ANz >0ANz>1}
| [cons]
{yxz)*x(z—1)!'=a' Az —1>0}
y = yx*x, [ass]
{yx(z—1)!=a'ANz—1>0}
.=z —1; [ass]
{yxa! =a! Az >0}

Bew. part. Korrektheit: Fakultat (12)

Aus Platzgriinden etwas verkiirzt dargestellt:

{y*xx! =a! A x>0}
while z > 1 do
{yxx!l=al' ANz >0Ax>1}
| [cons]
{lyxz)x(z—1)!'=a' Az —1>0}
y = y=*x, [ass]
{yx(z—1)'=a' Az—1>0}

od [while] x:=2x—1; [ass]
{ysz!=alAz>0A(z>1)} | |
I [cons] {y*xz! =a!' Az >0}
{yxz!=al Az>0A2< 1} od [while]
U [cons] {yxx'=a' Az >0A =(z>1)}
{yxz!=a' ANz =1}
| [cons]
| [cons]
{y=al} {y=al}
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (13)

Schritt 4

Es verbleibt, die Beweisliicke zur gewiinschten Vorbedingung
zu schlieBen:

{a > 0}
T i=a;
y:=1;

{y*z! =al Az >0}
while z > 1 do
{yxz!=al Az>0A2>1}
| [cons]
{lyxz)*x(z—1)'=a' Az —1>0}
y =y x*x; [ass]
{yx(z—1)!=a'Az—1>0}
z =z — 1; [ass]
{y*z! =a! Az >0}
od [while]
{yxzx!=a'Az>0A—~(z>1)}
| [cons]

{y =a!}

Bew. part. Korrektheit: Fakultat (14)

Einmalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:
{a > 0}

z=a;
{1zl =al Az >0}

y = 1; [ass]
{y*xz! =al Az >0}
while > 1 do
{yszx!l=al ANz >0Az>1}
| [cons]
{yxz)*(x— 1) =a' Az—1>0}
y .=y x*x, [ass]
{yx(z—1)!=a'Az—-1>0}

r .=z — 1; [ass]
{y*xz! =al Az >0}
od [while]
{yxa!=al ANz >0A-(z>1)}
| [cons]

{y=al}

A A P Inomimamial NN : PN Lodla ~id
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Bew. part. Korrektheit: Fakultat (15)

Abermalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:
{a > 0}

{lxa'=a' Aa>0}
= a; [ass]
{lxa!=al Az >0}

y = 1; [ass]
{y*z! =al Az >0}
while z > 1 do
{yxax!=a' ANz >0A2x>1}
| [cons]
{(yxz)*(x— 1) =a' Az —1>0}
y .= yx*x, [ass]
{ys(z—1)!'=a'Az—-1>0}
.=z —1; [ass]
{y*z! =al Az >0}
od [while]
{ysz!=alAz>0A~(z>1)}
| [cons]

{y =a'}

Bew. part. Korrektheit: Fakultat (16)

Schluss der letzten Beweislicke in der zugrundeliegenden

Theorie: {a> 0}

| [cons]
{lxa!=a!' Aa>0}
z := a; [ass]
{lxz!=a!' A x>0}

y =1, [ass]
{y*xz! =al Az >0}
while z > 1 do
{ysz!l=al ANz >0Az>1}
U [cons]
{yxz)*(z—1)!'=a'Az—1>0}
y =y *x; [ass]
{ys(z—1)!=a'Az—-1>0}
z:=x — 1; [ass]
{y*xz! =al Az >0}
od [while]
{yszx!'=al Axz>0A~(z>1)}
| [cons]

{y =d'}

Uberblick (17)  {«>0}

| [cons]
{l*xal=a' A a>0}
z .= a; [ass]
{lxz!=a!' A x>0}

y =1, [ass]
{y*z! =al Az >0}
while z > 1 do
{ysz!l=al ANz >0ANz>1}
| [cons]
{yxz)*(z—1)!'=a' Az —1>0}
y = y=x*x; [ass]
{yx(z—1)!=aAz—1>0}
z =z — 1; [ass]
{y*z! =al Az >0}

od [while]
{ysz!l=alAz>0A(z>1)}
| [cons]
{yszx!l=al ANz >0ANz<1}
| [cons]
{yxz! =al ANz =1}
| [cons]

{v=al)

Bew. part. Korrektheit: Fakultat (18)
Damit haben wir insgesamt wie gewinscht gezeigt:

Das Hoaresche Tripel
{a > 0}
z:=a; y:=1;, whilez>1doy:=yx*z,z:=2—1 od
{y =al}

ist gultig im Sinne partieller Korrektheit.
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Kapitel 4.5 Erganzungen, Sprechweisen

164

Linearer vs. baumartiger Beweisstil
Vorteil linearen gegentiber baumartigen Beweisnotationsstils:
e wenig Redundanz

e daher insgesamt knappere Beweise
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Sprechweisen im Zshg. mit Hoare-
Tripeln (1)

Hoaresche Zusicherungen sind von einer der zwei Formen
e {p} m {q} und
o [p] 7 [d]

wobei

e p, q logische Formeln sind (meist pradikatenlogische For-
meln 1. Stufe) und

e 7w ein Programm ist.
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Sprechweisen im Zshg. mit Hoare-
Tripeln (2)

In einer Hoareschen Zusicherung von einer der Formen
e {p} m {q} und

e [p] = [q]

heiBen

e p und g Vor- bzw. Nachbedingung.
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Sprechweisen Im Zshg. mit Hoare-
Tripeln (3)

In einer Hoareschen Zusicherung werden ublicherweise

e geschweifte Klammern wie in

{p} m {q}

fur Tripel im Sinne partieller Korrektheit und

e eckige Klammern wie in

[p] = [q]

fur Tripel im Sinne totaler Korrektheit

benutzt.
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Sprechweisen im Zshg. mit Hoare-
Tripeln (4)

Zwei Beispiele Hoarescher Zusicherungen:

{a > 0}
r:=a, y:=1, whilex>1doy :=y*xx;z:=x—1 od
{y=al}
...zum Ausdruck partieller Korrektheit von = bzgl. der Vorbe-
dingung a > 0 und der Nachbedingung y = a!

[a > 0]
r.:=a, y:=1, whilex>1doy:=yx*xx,z:=xz—1 od
[y = a!]
...zum Ausdruck totaler Korrektheit von = bzgl. der Vorbedin-
gung a > 0 und der Nachbedingung y = a!
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Sprechweisen Iim Zshg. mit Hoare-
Tripeln

Die Wortwahl

e Hoaresches Tripel oder kurz Hoare-Tripel bzw.

e Hoaresche Zusicherung oder kurz Korrektsheitsformel
betont jeweils die

e syntaktische bzw.

e semantische Sicht

auf

e {p} 7 {q} bzw. [p] 7 [q]

Kapitel 4.6 Ruckblick, Vertiefungen
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Starkste Nachbedingungen, schwachste
Vorbedingungen

In der Folge:

Prazisierung von...
e Starkste Nachbedingungen

e Schwachste Vorbedingungen

Zunachst:

e Ein Rickblick (R.blick)
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R.blick: Definition partieller Korrektheit
Sei w € Prg ein WHILE-Programm:

Ein Hoaresche Zusicherung {p} 7 {q} heiBt

e giiltig (im Sinne der partiellen Korrektheit) oder kurz
(partiell) korrekt gdw. fiir jeden Anfangszustand o gilt:
ist die Vorbedingung p in o erfillt und terminiert die zu-
gehorige Berechnung von w angesetzt auf o regular in ei-
nem Endzustand o/, dann ist auch die Nachbedingung ¢ in
o' erfiillt.
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R.blick: Definition totaler Korrektheit
Sei w € Prg ein WHILE-Programm:

Ein Hoaresche Zusicherung [p] 7 [q] heiBt

e giiltig (im Sinne der totalen Korrektheit) oder kurz (total)
korrekt gdw. flr jeden Anfangszustand o qilt: ist die Vor-
bedingung p in o erflllt, dann terminiert die zugehdrige
Berechnung von 7w angesetzt auf o reguldar mit einem End-
zustand ¢’ und die Nachbedingung q ist in ¢’ erfiillt.
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R.blick: Partielle und totale Korrektheit

e Die Zustandsmenge

Ch(p)=g{oc € Z|[plplo) =tt}
heiBt Charakterisierung von p € Bexp.

e Semantik von Korrektheitsformeln:
Eine Korrektheitsformel {p} 7 {q} heiBt

— partiell korrekt (in Zeichen: =, {p} 7 {q}), falls
[=1(Ch(p)) € Ch(q)

— total korrekt (in Zeichen: =y {p} = {q}), falls
{p} m {q} partiell korrekt ist und Def([7]) D Ch(p) gilt.

Dabei bezeichnet Def([[7]) die Menge aller Zustande,
fur die w reguldr terminiert.

Konvention: [ 7 J(Ch(p))=g4 {[71(c) |0 € Ch(p)}
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R.blick: Veranschaulichung (1)

...der Charakterisierung Ch(p) einer logischen Formel p:

Menge dler Zusténde 2

Charakterisierungvdn p:Ch(p) < Z
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R.blick: Veranschaulichung (2)

...der Glltigkeit eine Hoareschen Zusicherung {p} = {¢} im
Sinne partieller Korrektheit:

Menge aller Zusténde =

Charakterisierungvon p: Ch(p) <= X

Definitionsbereich von 7t : ) = X

Bildvon [L TUL far Tt

Bildvon [L TUL fir Ttl) ~n Ch(p)

R.blick: Veranschaulichung (3)

...der Giiltigkeit eine Hoareschen Zusicherung [p] 7 [q] im Sinne
totaler Korrektheit:

Menge aller Zustéande Z

Charakterisierung von p: Ch(p) < X

Definitionsbereich von 7t : ) = X

Bildvon [L TUI fur Tt

</: : Bildvon (L TUI fur Tt ) ~ Ch(p)

Starkste Nach- und schwachste Vorbe-
dingungen (1)

In der Situation der vorigen Abbildungen gilt:

e [ 7 (Ch(p)) heiBt starkste Nachbedingung von = beziiglich
p.

e [7] 1(Ch(q)) heiBt schwichste Vorbedingung von =
beziiglich ¢, wobei [7] N (Z )=y {oc € =|[n](s) € =}

o [7] 1(Ch(q)) U C(Def([n1])) heiBt schwdchste liberale
Vorbedingung von w beziiglich ¢, wobei C den Mengenkom-
plementoperator (bzgl. der Grundmenge ) bezeichnet.
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Starkste Nach- und schwachste Vorbe-
dingungen (2)

Lemma

Ist [ =] total definiert, d.h. gilt Def([[w]) = X, dann gilt fir
alle Formeln p und gq:

[~ 1(Ch(p)) € Ch(q) <= [71 "(Ch(q)) 2 Ch(p)

Beweis: Ubungsaufgabe
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Partielle vs. totale Korrektheit

Lemma

Flr deterministische Programme = gilt:

[pl 7 [qd] = A{p} 7 {q}

d.h. flr deterministische Programme impliziert totale Korrekt-
heit bzgl. eines Paars aus Vor- und Nachbedingung auch par-
tielle Korrektheit bzgl. dieses Paars aus Vor- und Nachbedin-
gung.
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Schwachste Vor- und starkste Nachbe-
dingungen

...noch einmal anders betrachtet:
Definition
Seien A, B, Aq, Ay, ... (logische) Formeln
e A heiBt schwéacher als B, wenn gilt: B= A

e A, heiBt schwédchste Formel in {Aj, As,...}, wenn gilt:
Aj=A; fur alle j.
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Schwachste Vorbedingungen
Definition

Sei m ein Programm und ¢ eine Formel.
Dann heiBt

e wp(m,q) schwichste Vorbedingung fiir totale Korrektheit
von w bezliglich (der Nachbedingung) ¢, wenn

[wp(m, @)] 7 [q]

total korrekt ist und wp(w,q) die schwachste Formel mit
dieser Eigenschaft ist.

e wip(m,q) schwéchste liberale Vorbedingung fiir partielle
Korrektheit von 7 beziiglich (der Nachbedingung) ¢, wenn

{wlp(m, )} = {q}

partiell korrekt ist und wip(w, q) die schwachste Formel mit
dieser Eigenschaft ist.




Starkste Nachbedingungen (1)

Analog zu A ist schwéacher als B lasst sich definieren:

e A heiBt starker als B, wenn gilt: B ist schwacher als A,
d.h. wenn gilt: A= B

e A; heiBt stdrkste Formel in {A1, As,...}, wenn gilt: A;= A;
fur alle j.

Zum Uberlegen:

Ist es sinnvoll, den Begriff der stdrksten (liberalen) Nachbe-
dingung spo(p,m) bzw. slpo(p,7) “in genau gleicher Weise”
zum Begriff der schwachsten (liberalen) Vorbedingung wp(m, q)
bzw. wip(w,q) zu gegebenem Programm =« und Vorbedingung
p zu betrachten?
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Starkste Nachbedingungen (2)

Betrachte...
Definition(sversuch)
Sei m ein Programm und p eine Formel.

Dann heil3t

e spo(p, ) stdrkste Nachbedingung fir totale Korrektheit von
m beziiglich (der Vorbedingung) p, wenn

[p] 7 [spo(p, )]

total korrekt ist und spo(p, w) die starkste Formel mit dieser
Eigenschaft ist.

e slpo(p, ) stdrkste liberale Nachbedingung fiir partielle Kor-
rektheit von = beziiglich (der Vorbedingung) p, wenn

{p} 7 {slpo(p, ™)}
partiell korrekt ist und slpo(p,7) die starkste Formel mit
dieser Eigenschaft ist.

Starkste Nachbedingungen (3)

Fragen

e Gibt es Programme 7w und Formeln p derart, dass
— spo(p, )
— slpo(p, )
unterscheidbar, d.h. logisch nicht dquivalent sind?
e \Wie passen die hier betrachteten Begriffe von schwachsten

Vor- und starksten Nachbedingungen mit denen auf Folie
13 von diesem Vorlesungsteil betrachteten zusammen?
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Totale Korrektheit: HKpp (1)

Zur Erinnerung sei hier der Hoare-Kalkul H K fur totale Kor-
rektheit noch einmal wiederholt...

[skip] {p} skip {p}

[ass] ety w=t o}

{p} 71 {r}, {r} m {q}
[comp] £ {;9} T {(I}2 !

[ite] {pAb} m {q}, {pA—b} 7 {q}
{p} if b then =, else =, fi {q}

p=p1, {1} ™ {a1}, a1 =4¢
[cons] RO AT

Zum Uberlegen: Warum fehlt eine Regel fiir abort?
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Totale Korrektheit: HKp (2)

: INb=uft/v], {INbAt=w} 7 {I Nt<w}
[whiler] {17 while b do = od {IA-b}

wobei
e u Boolescher Ausdruck lber der Variablen v,
e t arithmetischer Term,
e w Variable, die in I, b, w und t nicht frei vorkommt,

o M=y {o(v)|o € X A [u]p(c)=tt} noethersch geordnete
Menge (sog. noethersche Halbordnung).

~» Terminationsordnung!

Bemerkung: In den obigen Regeln verwenden wir geschweifte statt eckiger
Klammern filir zugesicherte Eigenschaften, um einen Bezeichnungskonflikt
mit der ebenfalls durch eckige Klammern bezeichneten syntaktischen Sub-
stitution zu vermeiden.

Wohlfundierte oder Noethersche Ord-
nungen (1)
Definition

Sei P eine Menge und sei < eine irreflexive und transitive Re-
lation auf P.

Dann ist das Paar (P, <) eine irreflexive partielle Ordnung.

Beispiele:

o (Z,<), (Z,>), (N,<), (N,>)
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Wohlfundierte oder Noethersche Ord-
nungen (2

Definition

Sei (P,<) eine irreflexive partielle Ordnung und sei W eine
Teilmenge von P.

Dann heiBt die Relation < auf W wohlfundiert, wenn es keine
unendlich absteigende Kette

e<lwp <wp < wo
von Elementen w; € W gibt.

Das Paar (W, <) heiBt dann eine wohlfundierte Struktur oder
auch eine wohlfundierte oder Noethersche Ordnung.

Sprechweise: Gilt w < w' fur w,w’ € W, sagen wir, w ist kleiner
als w' oder w' ist gréBer als w.

Beispiele:

e (N, <), aber nicht (Z,<), (Z,>) oder (N,>)

Wohlfundierte oder Noethersche Ord-
nungen (3

Konstruktionsprinzipien fur wohlfundierte Ordnungen aus ge-
gebenen wohlfundierten Ordnungen...

Lemma
Seien (W1,<1) und (W5, <) zwei wohlfundierte Ordnungen.

Dann sind auch

o (W1 xWs, <com) Mit komponentenweiser Ordnung definiert
durch

(m1,m2) <com (n1,m2) gdw. mq <1 n1 Amo <o ns
o (W71 x Wo, <o) Mit lexikographischer Ordnung def. durch
(m1,m2) <jep (n1,m2) gdw.
(m1 <1mn1) V (m1=n1 A mp<pnp)

wohlfundierte Ordnungen.




Anmerkungen zu...

...den der
e Konsequenzregel [cons] und der
e Schleifenregeln [whilepg] und [whilerg]

von HKpg bzw. HKrk zugrundeliegenden Intuitionen.
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Zur Konsequenzregel (1)

p=p1, {p1} © {a1}, a1 =4¢
[cons] O R0

Intuitiv:

Die Konsequenzregel

e ...stellt die Schnittstelle zwischen Programmverifikation
und den logischen Formeln der Zusicherungssprache dar
e ...erlaubt es,

— Vorbedingungen zu verstarken
(Ubergang von p; zu p méglich, falls p=p; (& Ch(p) C Ch(p1))

— Nachbedingungen abzuschwachen
(Ubergang von q1 zu ¢ méglich, falls g1 =q (& Ch(q1) € Ch(q))

...um so die Anwendung anderer Beweisregeln zu
ermaoglichen.
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Zur Konsequenzregel (2)

Veranschaulichung von Verstarkung und Abschwdachung:

Menge aller Zustande 2

p—> p {p} m{ag;} d, =—= q
zB: x>5=—>x>0 {x>0}mM{y>5} y>5—>y>0
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Zur while-Regel in HKpy

. (IAb} « {1}
[while] rwhile 5 do = od {TA=b]

Intuitiv:

e Das durch I beschriebene Pradikat gilt

— ...vor und nach jeder Ausfuhrung des Rumpfes der
while-Schleife

— ...und wird deswegen als Invariante der while-Schleife
bezeichnet.
e Die while-Regel besagt weiter, dass

— wenn zusatzlich (zur Invarianten) auch b vor jeder
Ausflihrung des Schleifenrumpfs gilt, dass nach Beendi-
gung der while-Schleife —=b wahr ist.
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Zur while-Regel in HKpg (1)

Erinnerung:
: INb=ult/v], {INbAt=w} 7 {IAt<w}
[whiler] {17 while b do = od {IA-b}
wobei

e u Boolescher Ausdruck uber der Variablen v,
e t arithmetischer Term,
e w Variable, die in I, b, w und t nicht frei vorkommt,

o M=g4{o(v)|o € X A [u]p(c)=tt} noethersch geordnete
Menge (sog. noethersche Halbordnung).

~» Terminationsordnung!
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Zur while-Regel in HKpg (2)

e Pramisse 1: IAb=ult/v]
Wann immer der Schleifenrumpf noch einmal ausgefiihrt wird (d.h. T Ab
ist wahr), gilt, dass u[t/v] wahr ist, woraus aufgrund der Definition von
M folgt, dass der Wert von t Element einer noethersch geordneten
Menge ist.

e Pramisse 2: {INbAt=w} m {IANt < w}

— w speichert den initialen Wert von ¢ (w ist sog. logische Variable),
d.h. den Wert, den t vor Eintritt in die Schleife hat (gilt, da w als
logische Variable insbesondere nicht in m vorkommt)

— Zusammen damit, dass der Wert von w (als logische Variable) in-
variant unter der Ausfiihrung des Schleifenrumpfs ist, garantiert
t < w in der Nachbedingung von Pramisse 2, dass der Wert von t
nach jeder Ausfiihrung des Schleifenrumpfs bzgl. der noetherschen
Ordnung abgenommen hat.

e Zusammen implizieren die obigen beiden Punkte die Terminierung der
while-Schleife, da es in einer noethersch geordneten Menge keine un-
endlich absteigenden Ketten gibt. Folglich kann die Bedingung I Ab
in Pramisse 1 nicht unendlich oft wahr sein, da dies zusammen mit
Pramisse 2 ein unendliches Absteigen erforderte.)
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Programme- vs. logische Variablen

Wir unterscheiden in Zusicherungen {p} 7 {q} zwischen...

e Programmvariablen
...Variablen, die in m vorkommen

e |ogischen Variablen
...Variablen, die in © nicht vorkommen

Logische Variablen erlauben...

e sich initiale Werte von Programmvariablen zu “merken”, um in Nach-
bedingungen geeignet darauf Bezug zu nehmen.

Beispiel:

o {r=n}y:=1, whilez#1doy:=yx*xz;z:=z—10d {y=n! An>0}

...die Nachbedingung macht eine Aussage lber den Zusammenhang
des Anfangswertes von z (gespeichert in n) und des schlieBlichen Wer-
tes von y.

e {r=n}y:=1, whilez#1doy :=yxz;z:=z—10d{y=z! Az >0}

...die Nachbedingung macht eine Aussage Uber den Zusammenhang
der schlieBlichen Werte von z und y. (Beachte: nur mit Programmva-
riablen keine Aussage liber die Fakultdtsberechnung in diesem Bsp.!)

HKTK VErsus HKPK

Beachte:

HK7 und HKpg sind bis auf die Schleifenregel (und die Regel
fiir abort) identisch...

e Totale Korrektheit: [whiler k]

. IANb=ult/v], {INbAt=w} 7 {IANt<w}
[whilerk] {77 while b do = od (T A=)

e Partielle Korrektheit: [whilepg]

. {INb} w {I}
[whilepr]  t7-Wwhite b do ~ od (T4 b}
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Kapitel 4.7 Anwendungsbeispiel zum
Nachweis totaler Korrektheit

200

Bew. totale Korrektheit: Fakultat (1)

Beweise, dass das Hoare-Tripel
[a > 0]
z:=a; y:=1; whilez>1doy:=yx*z,z:=2—1 od
[y = a!]

gultig ist im Sinne totaler Korrektheit.

Wir entwickeln den Beweis in der Folge Schritt fur Schritt!
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Wahl von Invariante und Terminie-
rungsterm

Schritt 1

“Traumen” ...
e der Invariante: yxax! =a! Ax >0
e des Terminierungsterms: t = x
e vonu. u=v>0

...um die [while]-Regel anwenden zu kdnnen.
Beachte:

e Aus der Wahl von u =v > 0 und von b=z > 1 folgt:
- M=1{0,1,2,3,4,...}
— (v>0)[z/v]=x>0
...und somit insgesamt: I A b= = € M mit (M, <) Noethersch geordnet.

Hinweis zur Notation: = steht flur svntaktisch qleich

Wahl von Invariante und Terminie-
rungsterm

Mit der vorherigen Wahl von I, t und u gilt:

M =4 {o()|oex A [ulp(o)=tt}
= {o(|oeT A [v>0]5(0) =1t}
= {oW)|oeX A groessergleich([v] 4(c),[0]4(c))}
= {o()|o e X A groessergleich(c(v),0) =tt}
= {o()|ocexX A o(v) >0}
= Nu{0}

Damit haben wir insbesondere:
e (M,<)=(NuU{0}, <) ist noethersch geordnet.

o ult/z] = (v>0)[z/v]=2>0
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (4)

Schritt 2

Behandlung des Rumpfs der while-Schleife...

Der Nachweis der Giiltigkeit von
yxxl=alANz>0ANz>1=22>0
lyxzl=alAz>0Az>1Az=w
Yy =yxx,
x .=z —1;
lyxz!l=al ANz >0Az<w]

erlaubte mithilfe der [while]-Regel den Ubergang zu:
lyxz! =a! A x> 0]
while x > 1 do

yxax!l=al ANze>0N2x>1=22>0
lyxx!=alAz>0Ax>1Az=w

Yy =y,
rx.=z—1;
lyxz!l=al ANz >0Az<w]
od [while]

lyxx!=al Az >0A—(z>1)]

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (5)

Behandlung des Rumpfs der while-Schleife im Detail:

yxx!l=al ANz >0Ax>1=2>0
lyxz!'=a' Az>0ANx2>1A2=w

Y =y*zx,
r.=x—1;

lyxz!'=a' Az >0 Az <w]
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (6)

Wegen Riickwartszuweisungsregel wird der Rumpf der while-
Schleife von hinten nach vorne bearbeitet:

yxx!l=al Ae>0ANz>1=22>0
lyxx!=alANz>0Az>1Az=w

Yy =y*xx,
yx(z—1)!=a'Az—1>0Az—-1<w
z:=x— 1; [ass]

yxz!'=al Ax>0Azx<w]
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (7)

Nach abermaliger Anwendung der [ass]-Regel erhalten wir...

yxx!l=alANe>0ANz>1=22>0
lyxz!'=a' Axz>0ANx>1A2=w

[((yxx)*x(z—1)=a'Axz—-1>0Az2—-1<w
y = y*x; [ass]
yx(z—1)!=a'Az—1>0Az—-1<w
x:=x — 1; [ass]

lyxz!=a' Axz>0 ANz <w]

...wobei noch eine “Beweisllicke” verbleibt!
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (8)

Schluss der “Beweisliicke” in der zugrundeliegenden Theorie:
yxx!l=al AN >0ANz>1=22>0
lyxz!'=al'Ax>0Ax2>1Az=uw]
| [cons]
[(yxx)*(z—1)=a'Axz—-1>0ANAz2—1<w
y = yxx, [ass]
yx(z—1)!'=a'Ax—-1>0Az—-1<w
xz:=x— 1; [ass]

lyxz!=a' Az >0 Az <w]
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (9)

Anwendung der [while]-Regel liefert nun wie gewliinscht:

lyxz! =a! Az > 0]
while z > 1 do
yxx!l=al Az >0ANz>1=22>0
lyxz!=a'Az>0Ax>1Az=w
| [cons]
[((yxx)*x(z—1)=a'Axz—-1>0Az2—1<w
y = y=*x; [ass]
yx(z—1)!=a'Az—1>0Az—-1<w
z:=x— 1; [ass]
[yxz!'=a' Az >0A 2 <w]
od [while]
lyxz!=a' Ax>0A=(z>1)]
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Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (10)

Schritt 3

Zur gewiinschten Nachbedingung verbleibt offenbar ebenfalls
eine Beweisliicke:
lyxa! =a! Az > 0]

while z > 1 do
yxx!l=al ANe>0ANz>1=22>0
lyxz!=a'Ax>0Az>1Az=w
| [cons]
[(yxx)*(z—1)=a'Az—-1>0Az2—1<w
y =y xx; [ass]
lyx(z—1)!=alANz—-1>0A2z—-1<w]
x:=x— 1; [ass]
lyxz!'=a' Az >0Ax<w]
od [while]
lyxz!'=a' Ax>0A=(z>1)]

{y=all

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (11)

Schluss der Beweisliicke in der zugrundeliegenden Theorie:
[yxx! =al Az > 0]
while z > 1 do

yxxl=al ANz>0ANz>1=22>0
lyxz!l=alAz>0Az2>1Az=w
| [cons]
[((yxx)*x(x—1)=a'Ax—-1>0Az—1<w
y =y *x; [ass]
yx(z—)=a'ANz—-1>0A2—-1<w]
r .=z —1; [ass]
lyxzx!=alAz>0Az<w]
od [while]
lysxz!=al Az>0A—(z>1)]
| [cons]
lyxz!l=alANz>0A2<1]
| [cons]
[yxaz! =al Az =1]
U [cons]
ly=al]




Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (12)

Aus Platzgriinden etwas verkirzt dargestellt:

lyxaz! =a!' A x> 0]
while z > 1 do
yxx!l=al ANe>0ANz>1=22>0
lyxz!=a'Ax>0Az>1Az=w]
| [cons]
[((yxx)*(z—1)=a'Az—-1>0Az2—1<w
y = yxx; [ass]
yx(z—1)!'=alAx—-—1>0Az—1<u]
z:=x— 1; [ass]
lyxz!'=a' Az >0Az<w]

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (13)

Schritt 4
Es verbleibt, die Beweisliicke zur gewlinschten Vorbedingung
zu schlieBen: [a > 0]

T . =a,

yi=1;

lyxz! =al Az > 0]
while z > 1 do

yxz!l=alANz>0Az>1=22>0
lyxx!=alAz>0Ax>1Az=w

| [cons]
[((yrzx)*x(z— 1) =alAz—1>0Az—-1<w
y .=y x*x, [ass]
lyx(z—1)=a'Az—1>0Az2—-1<w]

od [while] z:=x—1; [ass]
lyxz!'=a' Axz>0A=(z>1)] [yxaz!=al Az >0Az<w]
_ [yxaz!=al A2z >0A=(z>1)]
[y = all |l [cons]
[y = a!]

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (14)

Einmalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:
[a > 0]

T =a,
[lxx!=a' Az >0]
y = 1; [ass]
lyxz! =a! Az > 0]
while z > 1 do

yxxl=alANz>0Nz>1=22>0
lyxz!l=alAz>0Az>1Az=w

| [cons]
[(yxx)*(z—1)!=alAz—1>0Az2—1<w]
y .= yx*x, [ass]
lyx(z—D=a'ANz—-1>0Az2—-1<w]
z =z — 1; [ass]
lyxz!l=al ANz >0Az<w]
od [while]

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (15)

Abermalige Anwendung der [ass]-Regel liefert:
[a > 0]

[Lxa'=a! A a>0]
z ;= a; [ass]
[Lxz!=a! Az >0]

y =1, [ass]
[yxz! =al Az > 0]
while z > 1 do
yxxl=al ANz>0ANz>1=22>0
lyxzl=alAz>0ANz>1Az=w]
| [cons]
[((yxx)*x(x—1)=a'Ax—1>0Az—1<w
y =y *x; [ass]
[ys(z—1)=a'Nz—-1>0Az—-1<uw]
z =z — 1; [ass]
lyxx!=alAz>0Ax<w]

lyxz!l=al' Az >0A~(z>1)] od [while]
| [cons] lyxz!l=al Az>0A (x> 1)]

[y =al] | [cons]

[y = al]




Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (16)

Schluss der letzten Beweislicke in der zugrundeliegenden
Theorie: [a > 0]
| [cons]
[Lxal=a' Aa>0]
= a; [ass]
[lxx!=a!' Az >0]
y = 1; [ass]
[y*x!' =a! A x> 0]
while x > 1 do

yxax!l=al Aze>0N2x>1=22>0
lysx!=alAz>0Ax>1Az=w

| [cons]
[(yrzx)*x(z— 1) =alAz—1>0Az—-1<w]

-- - [a > 0]
Uberblick (17) | long
[Lxal =a! Aa>0]
z .= a; [ass]
[Lxz!'=a! A x> 0]
y =1, [ass]
[yxz! =al Az > 0]
while z > 1 do
yxz!l=alANx>0Axz>1=22>0
lyxz!l=alAz>0Az2>1Az=w
U [cons]
[(yxx)*x(x—1)=a'Ax—-1>0Az—1<w
y =y *x; [ass]
[yx(z—1N'=a'Az2—-1>0AN2—-1<w]
r .=z —1; [ass]
lyxz!=al Az>0Az<w]

y = yx*x, [ass] od [while]
lyx(z—D=a'ANz—-1>0Az2—-1<w] lyxz!=al Az >0A (x> 1)]
r .=z —1; [ass] | [cons]
lyxz!l=al ANz >0Az<w] lyxz!l=alANz>0A2<1]
od [while] | [cons]

lysxx!=al Az >0A—(z>1)] [yxx!'=a' Az =1]
| [cons] | [cons]
[y =al] [y = a!]

Bew. totaler Korrektheit: Fakultat (18)
Damit haben wir wie gewlinscht insgesamt gezeigt:

Die Hoaresche Zusicherung
[a > 0]
z:=a; y:=1;, whilez>1doy =yx*xz,z:=z—1 od
[y = a!]

ist giltig im Sinne totaler Korrektheit.
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Nachtrag zur totalen Korrektheit (1)

Oft, insbesondere fiir die von uns betrachteten Beispiele, reicht
folgende, weniger allgemeine Regel fiir while-Schleifen, um
Terminierung und insgesamt totale Korrektheit zu zeigen.

I=t>0, {INbAt=w} 7 {I Nt<w}
{I} while b do = od {IA-b}

[while ]

wobei
e t arithmetischer Term Uber ganzen Zahlen,

e w ganzzahlige Variable, die in I, b, m und t nicht frei vor-
kommt,

Beachte: Statt beliebiger Terminationsordnungen hier Festle-
gung auf eine spezielle Noethersche Ordnung als Terminati-
onsordnung, namlich (N, <).
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Nachtrag zur totalen Korrektheit (2)
Beweistechnische Anmerkung:
“Zerlegt” man [while/. ] wie folgt:

I=1t>0, {INb} w {I}, {INbAt=w} 7 {t<w}
{I} while b do = od {IA-b}

[while/] ]

wird deutlich, dass der Nachweis totaler Korrektheit einer Hoa-
reschen Zusicherung besteht aus

e dem Nachweis ihrer partiellen Korrektheit
e dem Nachweis der Termination

Diese Trennung kann im Beweis explizit vollzogen werden. Der
Gesamtbeweis wird dadurch modular. Oft gilt, dass der Ter-
minationsnachweis einfach ist.

Randbemerkung: Die obige Trennung kann fiir [whilerx] analog vorgenom-
men werden.

Zur Korrektheit und Vollstandigkeit
Hoarescher Beweiskalkule

Sei K ein Hoarescher Beweiskalkiil (z.B. HKpg und HKrg).
Dann heilt K...
e korrekt (engl. sound), falls gilt: Ist eine Korrektheitsformel

mit K herleitbar/beweisbar, dann ist sie auch semantisch
gultig. In Zeichen:

F {p} 7 {¢} = F {p} 7 {q}

e volistdndig (engl. complete), falls gilt: Ist eine Korrekt-
heitsformel semantisch giiltig, dann ist sie auch mit K her-
leitbar/beweisbar.

F {p} 7 {a} = F {p} 7 {q}

Kapitel 4.8 AbschlieBendes, Ausblick 222

Zur Korrektheit von HKpy und HKrg

Theorem [Korrektheit von HKpy und HKrg]

1. HKpy ist korrekt, d.h. jede mit HK py ableitbare Korrekt-
heitsformel ist glltig im Sinne partieller Korrektheit:

Fok {p} © {a} = FEpx {p} 7 {q}

2. HKp ist korrekt, d.h. jede mit HKpp ableitbare Korrekt-
heitsformel ist giiltig im Sinne totaler Korrektheit:

Fie [p] 7 lq] = Fu [p] 7 d]

Beweis ...durch Induktion Uber die Anzahl der Regelanwendungen im Be-
weisbaum zur Ableitung der Korrektheitsformel.
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Zur Volilstandigkeit Hoarescher Beweis-
kalkule

Generell mussen wir unterscheiden zwischen Vollstandigkeit
e extensionaler und
e intensionaler

Ansatze.
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Extensionale vs. intensionale Ansatze

e Extensional

~» Vor- und Nachbedingungen sind durch Pradikate be-
schrieben.

e Intensional

~» Vor- und Nachbedingungen sind durch Formeln einer
Zusicherungssprache beschrieben.
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Zur Vollstandigkeit von HKpy & HK7g

Fir den extensionalen Ansatz gilt:

Theorem [Vollstandigkeit von HKpy und HKpg]

1. HKpg ist vollstandig, d.h. jede im Sinne partieller Korrekt-
heit gultige Korrektheitsformel ist mit HKpy ableitbar:

Fpe {p} 7 {a} = bp {p} 7 {q}

2. HKp ist vollstandig, d.h. jede im Sinne totaler Korrektheit
gultige Korrektheitsformel ist mit H Ky ableitbar:

Fuw [p] © [d] = by [p] 7 [q]

Beweis ...durch strukturelle Induktion Uber den Aufbau von .
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Zur Vollstandigkeit von HKpy & HK1 g

Fir intensionale Ansdtze (durch unterschiedliche Wahlen der
Zusicherungssprache) gilt Vollstandigkeit i.a. nur relativ zur
Entscheidbarkeit und Ausdruckskraft der Zusicherungsspra-
che.

Intuition

e Entscheidbarkeit
...ist die Giiltigkeit von Formeln der Zusicherungssprache algorithmisch
verifizierbar bzw. falsifizierbar?

e Ausdruckskraft

...lassen sich alle Pradikate, insbesondere schwachste und schwdchste
liberale Vorbedingungen und Terminationsfunktionen, durch Formeln
der Zusicherungssprache beschreiben?

~» tieferliegende Frage: ...lassen sich schwachste Vorbedingungen
etc. syntaktisch ausdriicken?

Stichwort: Relative Vollstandigkeit im Sinne von Cook.

Kapitel 4.8 AbschlieBendes, Ausblick 227




Nachtrage zu(r) Vorwartszuweisungsregel(n)

e Eine Vorwdrtsregel fiir die Zuweisung wie

[aSSfU)d] {p} z:=t {3=2. plz/z]\ z=t[z/z]}

mag natlrlich erscheinen, ist aber beweistechnisch unan-
genehm durch das Mitschleppen quantifizierter Formeln.

e Beachte: Folgende scheinbar naheliegende quantorfreie
Realisierung der Vorwartszuweisungsregel ist nicht korrekt:

[assnaive] {M’ﬂf:t_w

Beweijs: Ubungsaufgabe
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Automatische Ansatze zur Programm-
verifikation (1)

... Theorema-Projekt am RISC, Linz: http://www.theorema.org

“The Theorema project aims at extending current computer algebra sy-
stems by facilities for supporting mathematical proving. The present early-
prototype version of the Theorema software system is implemented in Ma-
thematica . The system consists of a general higher-order predicate logic
prover and a collection of special provers that call each other depending
on the particular proof situations. The individual provers imitate the proof
style of human mathematicians and produce human-readable proofs in na-
tural language presented in nested cells. The special provers are intimately
connected with the functors that build up the various mathematical do-
mains.

The long-term goal of the project is to produce a complete system which
supports the mathematician in creating interactive textbooks, i.e. books
containing, besides the ordinary passive text, active text representing al-
gorithms in executable format, as well as proofs which can be studied at
various levels of detail, and whose routine parts can be automatically gene-
rated. This system will provide a uniform (logic and software) framework
in which a working mathematician, without leaving the system, can get
computer-support while looping through all phases of the mathematical
problem solving cycle.”

[...] (Zitat von http://www.theorema.org)

Automatische Ansatze zur Programm-
verifikation (2)

Einige Artikel zu Programmyverifikation mit Theorema:

e Laura Ildico Kovacs and Tudor Jebelean. Practical Aspects
of Imperative Program Verification using Theorema. In
Proceedings of the 5th International Workshop on Symbo-
lic and Numeric Algorithms for Scientific Computing (SYN-
ASC 2003), Timisoara, Romania, October 1-4, 2003.

apache.risc.uni-linz.ac.at/internals/ActivityDB/publications/
download/risc 464/synasc03.pdf

e Laura Ildico Kovacs and Tudor Jebelean. Generation of
Invariants in Theorema. In Proceedings of the 10th Inter-
national Symphosium of Mathematics and its Applications,
Timisoara, Romania, November 6-9, 2003.

www.theorema.org/publication/2003/Laura/Poli Timisoara nov.pdf
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