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Kapitel 1

Begriffsbestimmungen und Überblick

Typsysteme sind Bestandteile von Programmier-
sprachen und können als solche nur im Zusammenhang
mit Programmiersprachen sinnvoll betrachtet werden.
Dennoch gibt es theoretische Grundlagen von Typsy-
stemen, die einheitlich auf viele Sprachen und Sprach-
klassen anwendbar sind. Typsysteme entwickelten sich
in den letzten Jahrzehnten stetig weiter und gewannen
zunehmend an Bedeutung—ein Prozess, dessen Ende
noch nicht absehbar ist. Typen können als ein Aspekt
gesehen werden, der gemeinsame und unterschiedliche
Eigenschaften von Sprachen in allen Sprachklassen her-
ausstreicht. Das Verstehen von Typsystemen trägt da-
her wesentlich zum Verstehen von Programmierspra-
chen und der Softwareentwicklung und -wartung im
Allgemeinen bei.

1.1 Was sind Typen?

Jeder, der schon einmal eine typisierte Programmier-
sprache verwendet hat, weiß ungefähr, was ein Typ
ist. Allerdings gibt es zahlreiche Definitionen des Be-
griffs

”
Typ“, die auf den ersten Blick keinerlei Gemein-

samkeiten aufweisen. Für einen Anwendungsprogram-
mierer bedeuten Typen sicher etwas anderes als für
einen Compilerentwickler oder Programmiersprachen-
designer. Folgende Antworten auf die Frage

”
Was sind

Typen?“ spiegeln verschiedene Interessen und Sichtwei-
sen wider:

1. Typen sind Werkzeuge zur Klassifikation von Wer-
ten aufgrund ihrer Eigenschaften, ihres Verhaltens
und ihrer Verwendungsmöglichkeiten.

Die Zuordnung von Werten (z.B. 1, 2, true und
der Implementierung von print) zu Typen (z.B.
Integer, Boolean und Procedure) hilft bei der
Strukturierung von Programmen und vereinfacht
damit die Programmerstellung. Der Typ einer Va-
riablen beschreibt nicht nur welche Werte sie ent-
halten kann, sondern auch welche Operationen
darauf sinnvoll anwendbar sind.

2. Typen sind Schutzschilder gegen unbeabsichtigte
bzw. falsche Interpretation roher Daten.

Bitmuster in Speicherzellen können auf verschie-
dene Arten (z.B. als Adressen, ganze Zahlen oder
Gleitkommazahlen) interpretiert werden. Typen
schränken die erlaubten Interpretationsmöglich-
keiten ein und verhindern dadurch eine Klasse von
Programmierfehlern.

3. Typen sind Werkzeuge des Softwareentwicklers zur
Unterstützung der Programmerstellung, Weiter-
entwicklung und Wartung.

Diese Antwort erweitert die vorhergehenden Ant-
worten aus der Sicht eines Softwareentwicklers, der
neben der Erstellung vor allem auch die Weiter-
entwicklung und Wartung von Software im Au-
ge hat. Wichtige Konzepte objektorientierter Pro-
grammiersprachen (z.B. Klassen und Vererbung)
stehen in enger Beziehung zu Typsystemen.

4. Typen schränken Ausdrücke syntaktisch ein, so-
dass Kompatibilität zwischen Operatoren und Ope-
randen zugesichert wird.

In vielen Programmiersprachen braucht nicht je-
der Operator mit allen Operanden kompatibel zu
sein. Typüberprüfungen stellen sicher, dass Ope-
ratoren und Operanden verträglich sind und die
Operationen daher tatsächlich ausgeführt werden
können. Dadurch wird eine mögliche Fehlerquel-
le ausgeschaltet. Falls die Typüberprüfung vom
Compiler vorgenommen wird, kann das Programm
möglicherweise effizienter ausgeführt werden.

5. Typen bestimmen Speicherauslegungen für Werte.

Aus der Sicht eines Compilerentwicklers ist es not-
wendig zu wissen, welchen Speicherplatz ein Wert
belegt und wie dieser strukturiert ist. Typen sind
eine gute Quelle für diese Information.

6. Typen legen Verhaltens-Invarianten fest, die alle
Instanzen der Typen erfüllen müssen.
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Typen dienen auch der Verifikation. Dadurch, dass
alle Instanzen (= Konstanten, Objekte, Werte) ei-
nes Typs dasselbe invariante (= unveränderliche)
Verhalten zeigen, wird die Verifikation vereinfacht.
Auf dieser Grundlage beruht das Ersetzbarkeits-
prinzip in der objektorientierten Programmierung.

7. Ein Typsystem ist eine Menge von Regeln, die
jedem Ausdruck einen eindeutigen allgemeinsten
Typ zuordnet. Dieser Typ beschreibt die Menge al-
ler Umgebungen, in denen der Ausdruck vorkom-
men kann und eine Bedeutung hat.

Vor allem in funktionalen Programmiersprachen
werden die Typen von Ausdrücken oft nicht ex-
plizit angegeben. Trotzdem haben einige dieser
Sprachen ein ausgeklügeltes Typsystem, das es er-
laubt, jedem Ausdruck einen eindeutig berechen-
baren Typ zuzuordnen. Der vom Compiler berech-
nete Typ eines Ausdrucks (z.B. einer Funktion) er-
laubt dem Programmierer, Fehler zu erkennen und
ermöglicht Optimierungen.

Die ersten drei Antworten stammen am ehesten von
Benutzern einer Sprache bzw. eines Compilers, die zwei
nächsten von Compilerentwicklern und die beiden letz-
ten von Leuten, die sich mit der Theorie der Program-
mierung und Programmiersprachen beschäftigen. Ei-
ne gute Programmiersprache kann nur das Produkt ei-
ner Zusammenarbeit dieser drei Disziplinen sein. Eine
Sprache, die aus der Sicht des Programmierers große
Vorteile bietet, aber nur sehr ineffizient implementiert
werden kann oder keine wohldefinierte Semantik hat,
wird längerfristig genausowenig Erfolg haben wie eine,
die effiziente Implementierungen eines schönen theore-
tischen Modells erlaubt, aber praktisch kaum verwend-
bar ist. Die Frage, welche der oben genannten Defi-
nitionen die richtige oder die wichtigere sei, ist daher
überflüssig: Ein Typkonzept soll den Definitionen aus
allen Sichtweisen entsprechen. Falls eine davon nicht
vollständig erfüllt werden kann, muss es zumindest ei-
ne überzeugende Erklärung dafür geben. Tatsächlich
können sich einige der genannten Definitionen teilweise
widersprechen, sodass jedes Typsystem einen Kompro-
miss darstellt.

Als generelles Ziel für den Einsatz von Typsystemen
in Programmiersprachen wird häufig die verbesserte
Lesbarkeit, Sicherheit und Effizienz von Programmen
genannt. Die obigen Antworten Nr. 1, 3 und 6 zielen
auf verbesserte Lesbarkeit ab, die Antworten Nr. 2, 4, 6
und 7 auf erhöhte Sicherheit und die Antworten Nr. 4,
5 und 7 auf verbesserte Effizienz von Programmen. Da-
neben hat Antwort Nr. 3 zusammen mit 7 auch effek-
tivere Softwareentwicklungsprozesse zum Ziel.

Im folgenden Text wird hauptsächlich diese Definiti-
on des Typbegriffs implizit verwendet werden:

Ein Typ beschreibt eine Menge von Instanzen.

Diese Definition ist so allgemein gehalten, dass sie jeder
der weiter oben angeführten Definitionen entspricht.
Sie gibt nicht an, auf welche Art die Menge beschrieben
ist, welche Elemente sie enthält, in welcher Beziehung
diese Elemente zueinander stehen und welche gemein-
same Eigenschaften sie haben. Genausowenig legt sie
die Relationen zwischen den Typen eines Typsystems
fest. Ein konkretes Typsystem wird durch die Festle-
gung dieser offenen Punkte definiert.

Wenn man vom Typ eines Wertes oder Objekts
spricht, meint man die Menge der Instanzen zu denen
der Wert bzw. das Objekt zählt. Die vielfältige Ver-
wendung des Typ-Begriffs hat jedoch zu einer etwas

”
schlampigeren“ Terminologie geführt. So spricht man

häufig vom
”
Typ einer Variablen“ und meint damit

Einschränkungen der Werte oder Objekte, die durch
diese Variable bezeichnet werden können. Wenn man es
genau nimmt ist der

”
Typ einer Variablen“ eine Menge

von Variablennamen; das was salopp
”
Typ einer Varia-

blen“ genannt wird ist genaugenommen eine
”
Typein-

schränkung auf einer Variablen“. In diesem Skriptum
wird oft diese saloppe Terminologie verwendet, da sie
natürlich klingt und in der Regel nicht zu Mehrdeutig-
keiten führt.

1.2 Kategorisierung

Die folgenden Einteilungen von Programmiersprachen
aufgrund ihrer Paradigmen und Typsysteme sollen
einen systematischen Überblick über die zahlreichen
Möglichkeiten für den Entwurf von Programmierspra-
chen geben, wobei Typen im Mittelpunkt stehen.

1.2.1 Paradigmen und Sprachklassen

Weltweit gibt es zwei- bis dreitausend Programmier-
sprachen, und ständig kommen neue dazu. Die mei-
sten davon, insbesondere alle häufig verwendeten, las-
sen sich anhand der von ihnen am besten unterstützten
Programmierparadigmen in einige wenige Sprachklas-
sen einteilen:

Sprache







































imperativ

{

prozedural

objektorientiert

deklarativ











funktional

logisch

algebraisch

Imperative Sprachen werden dadurch charakterisiert,
dass Programme aus Anweisungen (= Befehlen) aufge-
baut sind. Diese werden in einer festgelegten Reihen-
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folge ausgeführt, in parallelen imperativen Sprachen
teilweise auch gleichzeitig bzw. in beliebiger Reihenfol-
ge. Grundlegende Sprachelemente sind Variablen, Kon-
stanten, Routinen (= Funktionen bzw. Prozeduren)
und—in fast allen imperativen Sprachen—Typen. Der
wichtigste Befehl in diesen Sprachen ist die destruk-
tive Zuweisung: Eine Variable bekommt einen neuen
Wert, unabhängig vom Wert den sie vorher hatte. Die
Menge der Werte in allen Variablen im Programm so-
wie ein (oder mehrere) Zeiger auf den (die) nächsten
auszuführenden Befehl(e) beschreiben den Programm-
zustand, der sich mit der Ausführung jeder Anweisung
ändert.

Der wichtigste Abstraktionsmechanismus in proze-
duralen Sprachen (z.B. Algol, Fortran, Cobol, C, Pas-
cal, Modula-2, Ada, u.s.w.) ist die Routine (bzw.
Prozedur). Programme werden aufgrund funktiona-
ler Abhängigkeiten zwischen Daten in sich gegensei-
tig aufrufende und den globalen Programmzustand
verändernde Routinen zerlegt.

”
Saubere“ prozedurale

Programme werden mittels strukturierter Programmie-
rung geschrieben.

Die objektorientierte Programmierung ist eine Wei-
terentwicklung der strukturierten prozeduralen Pro-
grammierung, die den abstrakten Begriff des Objekts in
den Mittelpunkt stellt. Ein Objekt hat eine Identität,
einen Zustand und ein festgelegtes Verhalten. Objekte
kommunizieren miteinander durch den Austausch von
Nachrichten. Man unterscheidet zwischen aktiven und
passiven Objekten. Bei passiven Objekten, die in al-
len sequentiellen objektorientierten Sprachen verwen-
det werden, entspricht das Senden einer Nachricht in
etwa einem Prozeduraufruf. Das Verhalten eines passi-
ven Objekts wird durch eine Menge von Operationen,
die den Objektzustand ändern können, beschrieben.
Aktive Objekte sind Prozesse, die sich auch über an-
dere Kommunikationsmechanismen wie z.B. synchro-
nes oder asynchrones Message-Passing verständigen.
Das Verhalten eines aktiven Objekts wird meist durch
ein Programmstück, das in einer Endlosschleife beliebig
oft ausgeführt werden kann, festgelegt. Wie bei pro-
zeduralen Sprachen erfolgen Zustandsänderungen so-
wohl von passiven als auch aktiven Objekten durch
destruktive Zuweisungen. Der wesentliche Unterschied
zur prozeduralen Programmierung ist der, dass zusam-
mengehörende Operationen, Prozesse und Daten zu
Objekten zusammengefasst werden. Dadurch ist es in
vielen Fällen möglich, die Programmausführung an-
hand der Zustandsänderungen in den einzelnen Ob-
jekten zu beschreiben, ohne globale Änderungen der
Programmzustände betrachten zu müssen. Als wei-
tere Abstraktionsmechanismen bieten objektorientier-
te Sprachen (z.B. C++, Eiffel, Smalltalk, Modula-3,
Java, C#, Ada 95, u.s.w.) Klassen und Vererbung
oder vergleichbare Sprachkonstrukte. Klassen dienen

der Klassifikation und Beschreibung von Objekten und
stehen oft in enger Beziehung zu Typen. Vererbung
ist ein häufig verwendeter—obwohl nicht der einzig
mögliche—Mechanismus zur Erstellung neuer Klassen
durch Verwendung bereits existierender Klassen.

Deklarative Programme beschreiben ein statisches
Modell durch die Beziehungen zwischen Ausdrücken
dieses Modells. Im Prinzip gibt es in deklarativen Spra-
chen keine zustandsändernden Anweisungen. Deklara-
tive Sprachen entstanden aus mathematischen Spra-
chen zur Beschreibung von Modellen und stehen daher
in der Regel auf einem höheren Abstraktionsniveau als
imperative Sprachen, die sich aus Maschinensprachen
und hardwarenahen Berechnungsmodellen entwickel-
ten. Grundlegende Sprachelemente sind Symbole, die
sich manchmal in mehrere Klassen (z.B. Variablen-
symbole, Funktionssymbole, Prädikate, u.s.w.) eintei-
len lassen.

Eines der für die Informatik bedeutendsten theoreti-
schen Modelle ist der Lambda-Kalkül, der den mathe-
matischen Begriff Funktion formal definiert. Program-
miersprachen, die auf diesem Kalkül beruhen, heißen
funktionale Sprachen. Beispiele sind Lisp, ML, Miranda
und Haskell. Alle Ausdrücke in diesen Sprachen werden
als Funktionen aufgefasst, und der wesentliche Berech-
nungsschritt besteht in der Anwendung einer Funktion
auf einen Ausdruck. Der Lambda-Kalkül hatte einen
großen Einfluss auf die historische Entwicklung der
imperativen Sprachen. Manchmal werden funktionale
Sprachen als

”
saubere“ Varianten prozeduraler Spra-

chen angesehen, die ohne
”
unsaubere“ destruktive Zu-

weisung auskommen.

Logische Sprachen beruhen auf der Klausel-Logik,
einer Teilmenge der Prädikatenlogik. Die Menge aller
wahren Aussagen in einem Modell wird mittels Fakten
und Regeln beschrieben. Um einen Berechnungsvor-
gang zu starten, wird eine Anfrage gestellt. Das Ergeb-
nis der Berechnung besagt, ob und unter welchen Be-
dingungen die in der Anfrage enthaltene Aussage wahr
ist. Der wichtigste Vertreter dieser Sprachen, Prolog,
hat eine prozedurale Interpretation; das heißt, Fakten
und Regeln können als Prozeduren aufgefasst und wie
in prozeduralen Sprachen ausgeführt werden.

Algebraische Sprachen, die auf freien Algebren beru-
hen, wurden bisher fast ausschließlich als Spezifikati-
onssprachen verwendet. Sie sind hier dennoch als eige-
ne Sprachklasse angeführt, da ihre Konzepte in vielen
Sprachen in Form von Modulen und in objektorientier-
ten Sprachen als Klassen vorkommen.

Die Zuordnung von Sprachen zu Sprachklassen ist
nicht immer so eindeutig wie man vielleicht glauben
möchte. Zum Beispiel gibt es in Lisp, einer im We-
sentlichen funktionalen Sprache, auch eine destrukti-
ve Zuweisung, und CLOS (= Common-Lisp-Object-
System) ist eine bekannte objektorientierte Erweite-
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rung von Lisp. Natürlich kann man auch in C++ oder
Java funktionale oder prozedurale Programme schrei-
ben. Und auch in C oder Modula-2 kann man, aller-
dings meist nur mit hohem Aufwand, objektorientierte
Programme schreiben. Die Art der Verwendung einer
Programmiersprache lässt sich oft leichter einem Para-
digma zuordnen als die Sprache selbst. Da Program-
miersprachen im Hinblick auf bestimmte Paradigmen
entwickelt werden, ist die Zuordnung von Sprachen zu
Paradigmen aufgrund ihrer vorherrschenden Verwen-
dungen jedoch meist problemlos möglich.

1.2.2 Einteilung von Typsystemen

Typsysteme können nach einer Reihe von Kriterien ein-
geteilt werden:

Kriterium Ausprägungen
Definierbarkeit vordefiniert, definierbar
Art der Definition extensional, intensional
Typfestlegung statisch, stark, schwach, . . .
Mächtigkeit flexibel, sicher, einfach, . . .
Typzwang konservativ, optimistisch
Durchlässigkeit dicht, löchrig
Typäquivalenz struktur-, namensgleich
Abstraktionsgrad abstrakt, konkret
Ausdrücklichkeit implizit, explizit
Überschneidungen monomorph, polymorph

Prinzipiell können Typen extensional oder intensio-
nal spezifiziert sein. Eine extensionale Spezifikation
zählt die Instanzen eines Typs auf. Durch die Anga-
be seiner Eigenschaften relativ zu anderen Typen wird
ein Typ intensional spezifiziert. Eine Analogie gibt es
in der Mathematik bei der Spezifikation von Mengen:
{2, 3, 5, 7, 11, 13} ist eine extensional spezifizierte Men-
ge. {i ∈ {1, . . . , 16} | p(i)} beschreibt dieselbe Menge
relativ zur Menge {1, . . . , 16} der ganzen Zahlen im Be-
reich von 1 bis 16, wobei das Prädikat p(i) genau dann
wahr ist wenn i eine Primzahl ist. Bei extensional spe-
zifizierten Mengen (bzw. Typen) ist die Zugehörigkeit
eines Elements (einer Instanz) stets einfach feststell-
bar. Dagegen ist bei intensional spezifizierten Mengen
(Typen) nicht immer entscheidbar, ob ein bestimmtes
Element in der Menge enthalten ist (zum Typ gehört)
oder nicht. Intensionale Spezifikationen sind wesentlich
mächtiger als extensionale. Zum Beispiel beschreibt
{i ∈ N | p(i)}, wobei N die Menge der natürlichen
Zahlen bezeichnet, die unendliche Menge aller Prim-
zahlen, obwohl diese nicht auf einfache Weise rekursiv
aufzählbar ist.

Eine Programmiersprache, in der es Typen gibt,
heißt typisiert. Eine Programmiersprache, in der der
eindeutige Typ jedes Ausdrucks durch statische Pro-
grammanalyse ermittelt werden kann, heißt statisch ty-

pisiert. Statische Typisiertheit ist eine brauchbare Ei-
genschaft, da Typen die möglichen Verwendungen von
Ausdrücken angeben und dadurch zur Lesbarkeit von
Programmen beitragen. Aber die Forderung, dass je-
dem Ausdruck zur Compilezeit ein eindeutiger Typ zu-
geordnet sein muss, ist in einigen Fällen zu restrik-
tiv. Eine schwächere Forderung, vollständige Typisiert-
heit, ist, dass alle Ausdrücke garantiert typkonsistent
sind, obwohl nicht alle Typen dem Compiler bekannt
sein müssen. Typkonsistenz muss spätestens während
der Programmausführung überprüft werden können.
Sprachen, in denen die Typkonsistenz aller Ausdrücke
durch einen Compiler garantiert werden kann, heißen
stark typisiert. In stark typisierten Sprachen können
während der Programmausführung niemals Typfehler
auftreten. Jede statisch typisierte Programmierspra-
che ist auch stark typisiert, da dem Compiler die zur
Typüberprüfung notwendige Information vorliegt. Und
jede stark typisierte Sprache ist vollständig typisiert.
Die Umkehrungen gelten nicht: Nicht jede vollständig
typisierte Sprache ist stark typisiert, und nicht jede
stark typisierte Sprache ist statisch typisiert. Diese Be-
ziehungen können grafisch veranschaulicht werden—
Rechtecke stellen Mengen dar:

Sprachen

typisierte Sprachen

vollständig typisierte Sprachen

stark typisierte Sprachen

statisch typisierte Sprachen

Typisierte Sprachen, die nicht statisch typisiert sind,
werden dynamisch typisiert genannt. Solche, die nicht
stark typisiert aber typisiert sind, heißen schwach ty-
pisiert.

Die im vorigen Absatz eingeführten Begriffe und Be-
ziehungen sind etwas verwirrend und können leicht zu
Verwechslungen führen. Daher werden sie hier nochein-
mal gegenübergestellt:

Statisch bzw. dynamisch typisiert: Diese Eigen-
schaften beziehen sich darauf, ob jedem Ausdruck
eines Programms statisch (d.h. zur Compilezeit)
ein eindeutiger Typ zugeordnet werden kann oder
nicht. Sie bezieht sich nicht darauf, ob die Typ-
konsistenz von einem Compiler überprüft werden
kann, obwohl in der Praxis jedes statisch typisierte
Programm auch stark typisiert ist.
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Von einer Sprache, in der mehr Ausdrücken sta-
tisch ein eindeutiger Typ zugeordnet werden kann
als in einer zweiten Sprache, sagt man manchmal,
sie sei

”
statischer“ typisiert als diese zweite Spra-

che. Man sagt von Sprachen auch, sie seien bis auf
gewisse Sprachkonstrukte oder Aspekte statisch
typisiert, wenn die entsprechenden Sprachen oh-
ne diese Konstrukte bzw. unter Vernachlässigung
dieser Aspekte statisch typisiert sind.

Stark bzw. schwach typisiert: Diese Eigenschaf-
ten beschreiben, ob ein Compiler Typkonsistenz
garantieren kann oder nicht. Man beachte, dass
die Typüberprüfung zur Compilezeit auch stati-
sche Typüberprüfung und jene zur Laufzeit dyna-
mische Typüberprüfung genannt wird. Eine Spra-
che, die eine statische Typüberprüfung ermöglicht,
heißt stark typisiert, aber sie ist nicht notwendi-
gerweise statisch typisiert. Eine Sprache, die eine
statische Typüberprüfung nicht ermöglicht, heißt
schwach typisiert.1

Von einer Sprache, in der mehr Ausdrücke statisch
auf Typkonsistenz geprüft werden können als in ei-
ner zweiten Sprache, sagt man oft, sie sei stärker
typisiert als diese zweite Sprache. Eine stark ty-
pisierte Sprache ist stärker typisiert als jede nicht
stark typisierte Sprache. Man sagt von Sprachen
auch, sie seien bis auf gewisse Konstrukte oder
Aspekte stark typisiert, wenn diese Sprachen oh-
ne diese Konstrukte bzw. unter Vernachlässigung
dieser Aspekte stark typisiert sind.

Vollständigkeit: Eine Sprache ist vollständig ty-
pisiert wenn eine Typüberprüfung (statisch oder
dynamisch) möglich ist. Von einer Sprache, in
der Programme nur zum Teil auf Typkonsistenz
überprüft werden können, sagt man, sie habe ein
durchlässiges oder löchriges Typsystem, bzw. sie
sei bis auf diese oder jene Konstrukte oder Aspek-
te vollständig typisiert. Nicht vollständig typisier-
te Sprachen haben mehr oder weniger Löcher, bzw.
sind mehr oder weniger typisiert.

Eine Sprache ist typisiert, wenn es in der Sprache
ein Typsystem gibt. Eine Sprache, für die über-
haupt kein Typsystem definiert ist, heißt untypi-
siert.

In (bis auf einige Konstrukte) statisch typisier-
ten Sprachen sind verschiedene Aspekte eines Pro-
gramms statisch festgelegt. Diese Aspekte können für
Programmanalysen und Optimierungen herangezogen
werden und haben häufig auch den Charakter einer

1Diese verwirrende Terminologie hat historische Gründe. Es
war nicht von Anfang an klar, dass es stark typisierte Sprachen
gibt, die nicht auch statisch typisiert sind.

zuverlässigen Programmdokumentation. Dynamische
Aspekte sind statischen Analysen—aber auch der sta-
tischen Betrachtung durch den Programmierer—nur in
beschränktem Umfang zugänglich. Statisch festgelegte
Typen sind praktisch immer durch die Sprache syntak-
tisch festgelegt. Programme werden also ausschließlich
auf syntaktische Konsistenz hin überprüft; die Bedeu-
tung (= Semantik) eines Programms bzw. Typs bleibt
dem Compiler unbekannt. In allen in der Praxis ein-
gesetzten (bis auf einige Konstrukte) statisch typisier-
ten Sprachen ist es möglich, Programme zu schreiben,
deren Typen syntaktisch konsistent sind, obwohl die
intuitiven Bedeutungen der Typen inkonsistent sein
können. Statische Typüberprüfung ist also kein All-
heilmittel gegen Laufzeitfehler. Der Begriff Typfehler
bezieht sich nur auf syntaktische Einschränkungen, die
von Sprache zu Sprache stark divergieren.

Eines der Ziele jedes Typsystems ist die Ausschal-
tung einiger Fehlerarten in Programmen. Allerdings
schränken Typsysteme, die eine große Anzahl von
Fehlerarten abfangen, die Freiheit der Programmierer
stark ein. Daher hat nicht jede Programmiersprache ein
umfangreiches und sicheres Typsystem. Zum Beispiel
gibt es in Forth im Wesentlichen nur den Typ cell,
der je nach Operation als ganze Zahl, Fließkommazahl
oder Adresse aufgefasst wird. Dieses sehr einfache Typ-
konzept erlaubt große Flexibilität und erlaubt einfache,
effiziente Implementierungen von Interpretern auf Ko-
sten der Typsicherheit. Das Ziel der meisten neueren
Programmiersprachen ist jedoch, sowohl Typsicherheit
als auch Flexibilität zu bieten. Man versucht, die mögli-
chen Fehlerquellen immer genauer einzugrenzen, so-
dass die Anzahl der vom Typsystem akzeptierten Pro-
gramme ebenso wie die der abgefangenen Fehlerarten
vergrößert wird. Die Kombination von Typsicherheit
und Flexibilität ist in weitem Umfang möglich, jedoch
häufig nur auf Kosten der Einfachheit und Verständ-
lichkeit. In einigen Sprachen mit einem sehr mächti-
gen Typkonzept können sogar erfahrene Programmie-
rer kaum begründen, warum ein bestimmtes Programm
vom Compiler akzeptiert wird oder nicht. Viele Spra-
chen verzichten deswegen zugunsten eines überschau-
baren, einigermaßen sicheren Typsystems zum Teil auf
Flexibilität.

Im vorigen Absatz wurde implizit davon ausgegan-
gen, dass der Compiler nur solche Programme über-
setzen kann, die typkonsistent sind. Bei Typfehlern
muss der Programmierer das Programm so umschrei-
ben, dass es nachweislich keine Typfehler enthält. Diese
Vorgangsweise nennt man konservativ. Da Typsysteme
nur einen Teil der Ausdruckskraft einer Sprache um-
fassen können, schließen konservative Typüberprüfun-
gen immer eine größere Anzahl von Programmen von
der Ausführung aus als tatsächlich Typfehler enthal-
ten. Im Gegensatz dazu gehen optimistische Typüber-
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prüfungen davon aus, dass Programme keine Typfehler
enthalten. Sie warnen höchstens vor möglichen Typ-
fehlern, weisen aber nur solche Programme zurück, die
nachweislich für alle möglichen Ausführungen fehler-
haft sind. Optimistische Typüberprüfungen findet man
zum Beispiel in einigen Lisp-Dialekten.

In jeder vollständig typisierten Sprache werden, im
Prinzip, alle Typfehler spätestens bei der Programm-
ausführung entdeckt. In der Praxis wird aus Effizienz-
gründen jedoch häufig auf Typüberprüfungen während
der Ausführung verzichtet. Ein klassisches Beispiel ist
die Überprüfung, ob ein Index innerhalb der Feldgren-
zen liegt. Solche Löcher in der Typüberprüfung können
leicht Fehler unerkannt bleiben lassen und zu falschen
Resultaten führen. Dies ist besonders dann unange-
nehm wenn der Programmierer sich darauf verlässt,
dass die Typen auf Konsistenz überprüft werden. Es ist
daher wichtig, alle solchen Löcher, also alle Konstruk-
tionen, die aufgrund der Sprachdefinition zwar verbo-
ten sind aber durch die Typüberprüfung nicht als ver-
boten erkannt werden, zu kennen.

Oft besteht ein Typsystem nur aus einigen vordefi-
nierten einfachen Typen (z.B. ganze Zahlen, Fließkom-
mazahlen) und wenigen Typkonstruktoren (z.B. Fel-
der, Verbunde, Paare). Man kann Typen als äquiva-
lent ansehen, wenn sie gleich strukturiert sind (z.B.
in Fortran, Lisp und zu einem großen Teil in C),
oder wenn explizit definierte Typen den gleichen, an
nur einer Stelle eingeführten Namen haben (z.B. teil-
weise in Pascal und praktisch allen objektorientierten
Sprachen). Typäquivalenz aufgrund von Strukturgleich-
heit hat den Vorteil der einfacheren Handhabung. Es
braucht nicht darauf geachtet zu werden, wie der Typ
heißt. Andererseits kann Typäquivalenz aufgrund von
Namensgleichheit als zusätzlicher Abstraktionsmecha-
nismus zur Programmstrukturierung eingesetzt wer-
den. Zum Beispiel ist es nicht möglich, die Instanzen
der Typen Apfel und Birne in unerwünschter Weise zu
vermischen, auch wenn beide Typen ganze Zahlen sind.
Man sagt, Apfel und Birne sind zwei von Integer ab-
geleitete Typen. Zusammen mit Verbunden stellt die-
ser Abstraktionsmechanismus eine Grundlage für Ver-
erbung in vielen objektorientierten Sprachen dar.

Typäquivalenz aufgrund von Namensgleichheit er-
laubt die Einführung von abstrakten Datentypen, kurz
ADT. Ein ADT

”
versteckt“ die interne Darstellung sei-

ner Instanzen. Nach außen hin wird eine Instanz als ab-
straktes Objekt ohne innere Struktur, z.B. als Adresse,
repräsentiert. Auf diesen Objekten sind nur die vom
ADT exportierten Operationen anwendbar. Manchmal
wird ein ADT als Modul implementiert, das Instanzen
als

”
opaque“ Zeiger auf Instanzen eines nicht expor-

tierten Typs darstellt. Diese Zeiger und einige darauf
anwendbare Routinen werden exportiert. In vielen ob-
jektorientierten Sprachen ist ein ADT ein Verbund, der

neben Daten auch Routinen (Methoden) enthält. Ei-
nige Komponenten werden durch das Typsystem vor
Zugriffen von außen geschützt.

Von abstrakten Datentypen zu unterscheiden sind
abstrakte Typen. Abstrakte Typen stellen unvollständig
spezifizierte Typen dar, aus denen konkrete Typen er-
zeugt werden können. Abstrakte Typen werden als
Strukturierungsmittel zur Erzeugung vieler gleich oder
ähnlich strukturierter konkreter Typen und als Schnitt-
stellenbeschreibungen in objektorientierten Sprachen
verwendet.

Nicht alle Sprachelemente in einer typisierten Spra-
che müssen einen Typ haben. So sind zum Beispiel Va-
riablen in Lisp oder Smalltalk nicht typisiert; d.h. es
gibt keine Typeinschränkungen auf Variablen. Dage-
gen sind die Werte bzw. Objekte in diesen Sprachen
vollständig typisiert; die Typkompatibilität von Wer-
ten bzw. Objekten wird zur Laufzeit lückenlos über-
prüft. In statisch typisierten Sprachen müssen jedoch
auch Variablen typisiert sein.

Typen von Variablen werden auf verschiedene Ar-
ten deklariert. In einigen älteren imperativen Sprachen
ist die Typdeklaration implizit. Zum Beispiel enthal-
ten in Fortran Variablen, die mit den Buchstaben i bis
n oder I bis N beginnen, falls kein anderer Typ dekla-
riert ist, eine ganze Zahl, solche, die mit einem anderen
Zeichen beginnen, eine Fließkommazahl. In praktisch
allen neueren imperativen Sprachen muss der Typ der
meisten typisierten Sprachelemente explizit deklariert
werden. Ausgenommen sind in der Regel nur Literale.
In sehr vielen deklarativen Sprachen ist der Typ von
Ausdrücken nach wie vor implizit definiert. Zum Bei-
spiel ist in Lisp 1 eine ganze Zahl, a ein Symbol und
(a 1) eine Liste. Letzterem Ausdruck kann man aber
auch den etwas spezielleren Typ

”
zweielementige Liste

von einem Symbol und einer ganzen Zahl“ zuordnen.
Typen sind also nicht eindeutig, sondern können in ei-
nem weiten Bereich zwischen sehr allgemein und ganz
speziell liegen.

Funktionen in funktionalen Sprachen können be-
liebige Ausdrücke als Argumente übergeben werden.
Mittels Typinferenz lässt sich in neueren funktionalen
Sprachen für jede vom Compiler akzeptierte Funktion
ein allgemeinster, für jedes Argument gültiger Ergeb-
nistyp berechnen.

1.2.3 Polymorphe Typsysteme

Konventionelle typisierte Sprachen wie z.B. Pascal be-
ruhen darauf, dass jede Variable oder Routine genau
einen eindeutigen Typ hat. Solche Sprachen heißen mo-
nomorph. Im Gegensatz dazu können Variablen und
Routinen in polymorphen Sprachen mehrere Typen ha-
ben. Jeder formale Parameter einer polymorphen Rou-
tine kann an Argumente von mehr als nur einem Typ
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gebunden werden. Polymorphe Typen sind solche, de-
ren Operationen auf Operanden mehrerer Typen an-
wendbar sind.

In einer Sprache mit polymorphem Typsystem hat
eine Variable oder ein Parameter meist gleichzeitig fol-
gende Typen: Der deklarierte Typ ist jener, mit dem
die Variable deklariert wurde. Dieser existiert natürlich
nur in Sprachen, in denen Typen von Variablen de-
klariert werden. Der statische Typ ist jener, der vom
Compiler (z.B. durch Typinferenz) ermittelt wird. Die-
ser Typ kann spezieller sein als der deklarierte Typ.
In vielen Fällen ordnet der Compiler ein und dersel-
ben Variablen an verschiedenen Stellen in einem Pro-
gramm verschiedene statische Typen zu. Statische Ty-
pen werden für die statische Typüberprüfung verwen-
det. Der dynamische Typ ist der speziellste Typ, den
der in der Variable gerade gespeicherte Wert hat. Dy-
namische Typen werden unter anderem für die dyna-
mische Typüberprüfung und für dynamisches Binden
in objektorientierten Sprachen verwendet.

Man kann verschiedene Arten von polymorphen
Typsystemen unterscheiden:

polymorphes
Typsystem































universell
quantifiziert

{

parametrisch

Subtyping

ad hoc
polymorph

{

überladen

umwandelnd

Parametrische Typsysteme—auch generische Typ-
systeme genannt—heißen so, weil die Gleichförmig-
keit der Typen durch Typparameter erreicht wird. Das
heißt, Typausdrücke können Typparameter enthalten,
für die Typausdrücke eingesetzt werden. Zum Beispiel
kann im Ausdruck List[a]→ a, dem Typ aller Funktio-
nen von List[a] in a, für den Typparameter a der Typ-
ausdruck Integer eingesetzt werden. Das Ergebnis,
List[Integer]→ Integer, ist der (generierte) Typ ei-
ner Funktion, die Listen von ganzen Zahlen in ganze
Zahlen abbildet. Ein Typausdruck mit freien Typpara-
metern bezeichnet die Menge aller Typausdrücke, die
durch Einsetzen von Typausdrücken generiert werden
können. Anders gesagt, Typparameter werden impli-
zit als universell über die Menge aller Typausdrücke
quantifizierte Variablen betrachtet. Daher werden pa-
rametrische Typsysteme den universell quantifizierten
Typsystemen zugerechnet.

Vererbung in objektorientierten Programmierspra-
chen ist mit Subtyping verwandt. (Wir verwenden
hier den englischen Begriff, da es keinen adäquaten
deutschen Begriff gibt.) Zum Beispiel hat der Typ
Person, ein ADT, die beiden Untertypen Student und
Angestellter. An eine Routine mit einem formalen
Parameter vom Typ Person kann ein Argument vom

Typ Student oder Angestellter übergeben werden,
da jeder Student und jeder Angestellte auch eine Per-
son ist. Die Menge der Instanzen von Person bein-
haltet alle Instanzen von Student und Angestellter.
Die Routine akzeptiert alle Argumente vom Typ t, wo-
bei t eine universell über Person und dessen Unterty-
pen quantifizierte Variable ist. Daher zählen auch Typ-
systeme mit Subtyping zu den universell quantifizierten
Typsystemen.

Wenn ein ADT eine Routine (Methode) exportiert,
dann exportiert auch jeder seiner Untertypen eine
Routine mit einer dazu passenden Schnittstelle. Nicht
die Routinen selbst, sondern nur deren Schnittstel-
len müssen übereinstimmen. Der Compiler sieht nur
den statischen Typ einer Variablen (oder eines Para-
meters). Der dynamische Typ wird erst während der
Ausführung festgelegt. Daher kann der Compiler auch
nicht immer feststellen, welche konkrete Routine des
in der Variable enthaltenen Wertes gegebenenfalls aus-
geführt werden muss, da ja nur die Schnittstelle be-
kannt ist. Die Routine kann manchmal erst während
der Programmausführung festgelegt werden. Dies ist
als dynamisches Binden (engl.

”
dynamic binding“) be-

kannt. Statisches Binden (engl.
”
static binding“) be-

deuted, dass bereits der Compiler die auszuführende
Routine festlegt.

Im Gegensatz zu universell quantifizierten Typsyste-
men haben ad hoc polymorphe Systeme nicht notwen-
digerweise eine gleichförmige Struktur. Eine Routine
ist ad hoc polymorph wenn sie Argumente mehrerer
verschiedener Typen, die in keiner Relation zueinan-
der stehen müssen, akzeptiert und sich für jeden dieser
Typen anders verhalten kann. Überladene Typsyste-
me erlauben, dass ein und derselbe Name verschiedene
Routinen bezeichnet, die sich durch die statischen Ty-
pen ihrer formalen Parameter unterscheiden. Die sta-
tischen Typen der übergebenen Argumente bzw. Va-
riablen entscheiden, welche Funktion ausgeführt wird.
Das Überladen dient häufig nur der syntaktischen Ver-
einfachung, da für Operationen mit ähnlicher Funktio-
nalität nur ein gemeinsamer Name vorgesehen werden
braucht. Zum Beispiel bezeichnet

”
/“ in vielen Pro-

grammiersprachen sowohl die ganzzahlige Division als
auch die Division von Fließkommazahlen, obwohl die-
se Funktionen sich im Detail sehr stark voneinander
unterscheiden.

Typumwandlung ist im Gegensatz zum Überladen ei-
ne semantische Operation. Sie dient hauptsächlich zur
Umwandlung eines Wertes in ein Argument eines dy-
namischen Typs, der von einer Funktion erwartet wird.
Zum Beispiel wird in C jede ganze Zahl des Typs char,
short oder long bei der Argumentübergabe implizit
in eine Zahl vom Typ int umgewandelt wenn der for-
male Parameter vom Typ int ist. Typumwandlungen
können auch explizit erfolgen. Einige Programmier-
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sprachen (z.B. C++) definieren durch oft recht diffi-
zile Regeln, wie Typen von Argumenten umgewandelt
werden, wenn zwischen mehreren überladenen Routi-
nen gewählt werden kann.

1.3 Literaturhinweise

Die Definitionen des Begriffs Typ aus verschiedenen
Sichtweisen wurden aus [29] übernommen. Dieser Ar-
tikel enthält eine thematisch umfangreiche Einführung
in objektorientierte Programmiersprachen, in der auch
Typen nicht zu kurz kommen. Es gibt zahlreiche allge-
meine Einführungen in Programmiersprachen und de-
ren Klassifikation. Als Beispiel sei [11] angeführt. Ei-
nige Klassifikationskriterien, insbesondere die Eintei-
lung polymorpher Typsysteme, wurden aus [6] über-
nommen. Eine gute, verständliche Einführung in poly-
morphe Typsysteme wird auch in [8] gegeben.

Leider ist die Terminologie hinsichtlich der Klassi-
fikation von Typsystemen nicht ganz einheitlich. Dies
wird vor allem beim Lesen von Web-Seiten, die sich
(auch) mit Programmiersprachen befassen, immer wie-
der deutlich. Vor allem die Begriffe

”
statisches Typ-

system“ und
”
starkes Typsystem“ werden oft in zahl-

reichen unterschiedlichen Bedeutungen verwendet. Die
in diesem Skriptum verwendete Terminologie ist aber
insofern etabliert, als die meisten klassischen Bücher
und Artikel auf diesem Gebiet (wie die oben zitierte
Literatur) diese Terminologie verwenden.



Kapitel 2

Einfache theoretische Modelle

Wer Typsysteme genauer kennen und verstehen will,
braucht grundlegendes Wissen über die Programmier-
sprachen, in die Typsysteme eingebettet sind, eben-
so wie Wissen über die formalen Modelle, auf denen
diese Typsysteme beruhen. Dieses Kapitel gibt einen
kurzen Überblick sowohl über die wichtigsten Berech-
nungsmodelle als auch über einfache Typmodelle, auf
denen komplexere Typsysteme aufbauen.

2.1 Der Lambda-Kalkül

Der Lambda-Kalkül ist wahrscheinlich das einfluss-
reichste theoretische Modell der Informatik. Entspre-
chend umfangreiche Literatur über verschiedene Vari-
anten des Lambda-Kalküls und seine Typsysteme gibt
es. In diesem Abschnitt werden eine häufig verwende-
te untypisierte Variante und eine darauf aufbauende
monomorph typisierte Variante beschrieben. Die typi-
sierte Variante wird dann um einige strukturierte Ty-
pen erweitert, die in späteren Kapiteln verwendet wer-
den. Ansätze für polymorphe Typsysteme im Lambda-
Kalkül werden in Kapitel 4 behandelt.

2.1.1 Der untypisierte Lambda-Kalkül

Syntaktisch sind alle Elemente des Lambda-Kalküls
Lambda-Ausdrücke. Wir definieren die Menge aller
Lambda-Ausdrücke Exp folgendermaßen:

1. x ∈ Exp wenn x ∈ Id; Id ist eine vorgegebene
Bezeichner-Menge;

2. (e1 e2) ∈ Exp wenn e1 ∈ Exp und e2 ∈ Exp;

3. (λx.e) ∈ Exp wenn x ∈ Id und e ∈ Exp.

Runde Klammern veranschaulichen die Struktur von
Lambda-Ausdrücken und können weggelassen werden
wenn die Struktur eindeutig ist. Die Elemente der Men-
ge Id sind einfach nur Namen, denen keine weitere Be-
deutung beigemessen wird. Ausdrücke der Form (e1 e2)
werden Anwendungen genannt, da e1, als Funktion in-
terpretiert, auf das Argument e2 angewandt wird. Aus-
drücke der Form λx.e heißen Abstraktionen; sie stellen

einstellige Funktionen mit dem formalen Parameter x
und dem Funktionsrumpf e dar.

Die Semantik des Lambda-Kalküls wird mittels Re-
geln bestimmt, die wiederholt auf Lambda-Ausdrücke
angewandt werden um diese zu verändern. Veränderun-
gen sind hauptsächlich Ersetzungen aller Vorkommen
eines Namens x in einem Lambda-Ausdruck e2 durch
einen Lambda-Ausdruck e1; das Ergebnis ist wieder ein
Lambda-Ausdruck, der mit [e1/x]e2 (gelesen als

”
e1 er-

setzt x in e2“) bezeichnet wird. Obwohl diese Definition
von Ersetzung sehr einleuchtend erscheint, muss man
aus mathematischer Sicht einen größeren Aufwand be-
treiben, um mögliche Namenskonflikte zu vermeiden.
Zu diesem Zweck wird die Menge der freien Variablen
free(e) eines Lambda-Ausdrucks e definiert:

free(x) = {x} für alle x ∈ Id

free(e1 e2) = free(e1) ∪ free(e2)

free(λx.e) = free(e) \ {x}

Damit kann die Ersetzung [e1/x]e2 induktiv definiert
werden:

[e/x1]x2 =

{

e für x1 = x2

x2 für x1 6= x2 und x2 ∈ Id

[e1/x](e2 e3) = ([e1/x]e2) ([e1/x]e3)

[e1/x1](λx2.e2) =














λx2.e2 für x1 = x2

λx2.[e1/x1]e2 für x1 6= x2 und x2 /∈ free(e1)

λx3.[e1/x1]([x3/x2]e2) sonst, wobei
x1 6= x3 6= x2 und x3 /∈ free(e1) ∪ free(e2)

In der dritten Regel werden Namenskonflikte durch Na-
mensänderungen beseitigt. Das folgende Beispiel zeigt
die Anwendung aller drei Reglen:

[y/x](((λy.x) (λx.x))x) ≡ ((λz.y) (λx.x)) y

Drei weitere Regeln genügen, um die Semantik des
Lambda-Kalküls vollständig zu beschreiben:

1. α-Konversion (Umbenennung):

λx1.e⇐⇒ λx2.[x2/x1]e
wobei x2 ∈ Id und x2 /∈ free(e)
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Diese Regel erlaubt uns, Namen gebundener Va-
riablen (= formale Parameter) beliebig gegen an-
dere, noch nicht verwendete Namen auszutau-
schen. Namen formaler Parameter haben also kei-
ne globale Bedeutung.

2. β-Konversion (Anwendung):

(λx.e1) e2 ⇐⇒ [e2/x]e1

Das ist die wichtigste Regel, die die Funktions-
weise des Lambda-Kalküls zum Großteil erklärt.
Das Argument e2 einer Anwendung (eines Funkti-
onsaufrufs) ersetzt jedes Vorkommen des formalen
Parameters x im Rumpf e1 der Funktion.

3. η-Konversion:

λx.(e x)⇐⇒ e für x ∈ Id und x /∈ free(e)

Diese Regel wurde erst später zum Lambda-Kalkül
dazugefügt. Sie beseitigt einige subtile Unvoll-
ständigkeiten im ursprünglichen Kalkül, auf die
hier nicht weiter eingegangen wird. Wenn hinter
λx.(e x) ein weiterer Ausdruck folgt, ist statt der
η-Konversion stets mit gleichem Ergebnis auch die
β-Konversion verwendbar.

Die gerichteten Varianten der beiden letztgenannten
Konversionen, sie werden Reduktionen genannt, sind
von größerer praktischer Bedeutung:

1. β-Reduktion:

(λx.e1) e2 =⇒ [e2/x]e1

2. η-Reduktion:

λx.(e x) =⇒ e für x ∈ Id und x /∈ free(e)

Ein Lambda-Ausdruck ist in Normalform wenn er we-
der mit β-Reduktion noch mit η-Reduktion weiter re-
duzierbar ist. Nicht für jeden Lambda-Ausdruck gibt es
einen entsprechenden Ausdruck in Normalform. Zum
Beispiel ist im Ausdruck

(λx.(xx)) (λx.(xx))

nur eine β-Reduktion anwendbar, die zum selben Aus-
druck führt. Wenn es für einen Ausdruck aber eine Nor-
malform gibt, dann gilt folgender Satz:

Kein Lambda-Ausdruck kann in zwei ver-
schiedene Normalformen konvertiert werden,
wenn man Namensunterschiede aufgrund von
α-Konversionen unberücksichtigt lässt.

Ein weiterer Satz, das Fixpunkt-Theorem, erlaubt es,
im Lambda-Kalkül Rekursion auszudrücken:

Jeder Lambda-Ausdruck e hat einen Fix-
punkt e′, sodass (e e′) zu e′ konvertiert werden
kann.

Für dieses Theorem gibt es einen überraschend einfa-
chen Beweis, der hier als Beispiel für Konversionen im
Lambda-Kalkül angeführt wird:

Für e′ nehmen wir (Y e), wobei

Y ≡ λf.((λx.(f (xx))) (λx.(f (xx))))

der sogenannte Y -Kombinator ist. Dann gilt

(Y e) = (λx.(e (xx))) (λx.(e (xx)))

= e ((λx.(e (xx))) (λx.(e (xx))))

= e (Y e)

In der Ableitung wurde zweimal β-Reduktion auf dem
jeweiligen äußeren Ausdruck angewandt.

Jede rekursive Funktion kann im Lambda-Kalkül
leicht durch eine rekursionsfreie (und nichtiterative)
Funktion ersetzt werden. Nehmen wir an, f sei eine
rekursive Funktion, die folgendermaßen definiert sei:

f ≡ · · · f · · ·

Dieser Ausdruck kann leicht umgeschrieben werden in

f ≡ (λf. · · · f · · ·) f

sodass das innere Vorkommen von f nun gebunden
ist. Diese Gleichung besagt, dass f ein Fixpunkt des
Lambda-Ausdrucks (λf. · · · f · · ·) ist. Das ist genau
das, was Y berechnen kann. Wir erhalten also folgende
rekursionsfreie Definition von f :

f ≡ Y (λf. · · · f · · ·).

Die Mächtigkeit des Lambda-Kalküls wird durch
Churchs These angedeutet:

Genau jene Funktionen von den natürlichen
Zahlen in die natürlichen Zahlen sind effek-
tiv berechenbar, die im Lambda-Kalkül aus-
gedrückt werden können.

Die Bedeutung dieser These wird sofort ersichtlich,
wenn man weiss, dass auf den Begriff der

”
effektiven

Berechenbarkeit“ der Satz über die Turing-Vollständig-
keit anwendbar ist. Das heißt, alles was berechenbar ist,
ist auch im Lambda-Kalkül berechenbar.

Eine abschließende Bemerkung zur Syntax: Funk-
tionen im Lambda-Kalkül sind auf ein Argument be-
schränkt. Mehrstellige Funktionen können leicht durch

”
geschachtelte“ Ausdrücke der Form λx.e dargestellt

werden. So schreibt man im Lambda-Kalkül—statt
der in der Mathematik üblichen Schreibweise f(a, b)—
für eine zweistellige Funktion (f a b) oder geklammert
((f a) b) oder etwas ausführlicher (((λx.(λy.e)) a) b).
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2.1.2 Der typisierte Lambda-Kalkül

Wir wollen den untypisierten Lambda-Kalkül um Ty-
pen erweitern. Dazu führen wir die Mengen BasTyp
von Basistypen (z.B. Boolean, Integer und String)
und Typ von strukturierten Typen ein. (BasTyp ist eine
Teilmenge von Typ.) In diesem Abschnitt wird implizit
ein monomorphes Typsystem verwendet. Daher können
wir der Einfachheit halber annehmen, dass jeder Typ
eine Menge von Werten beschreibt und je zwei verschie-
dene Typen keine gemeinsamen Werte beschreiben.1

Jedem Lambda-Ausdruck wird ein Typ, das ist das Ele-
ment von Typ, in dem der durch den Lambda-Ausdruck
festgelegte Wert enthalten ist, zugeordnet. Wir schrei-
ben e:t wenn der Lambda-Ausdruck e den Typ t ∈ Typ
hat. Der strukturierte Typ t1→t2 bezeichnet den Typ
aller Funktionen von Werten des Typs t1 in Werte des
Typs t2.

Beim Übergang vom untypisierten in den typisierten
Lambda-Kalkül sind Modifikationen der Syntax und
Semantik notwendig. Wir definieren daher einige Be-
griffe um. In den folgenden Abschnitten werden wir,
wenn nichts anderes gesagt wird, die Definitionen des
typisierten Lambda-Kalküls verwenden.

Die Menge BasTyp ist als gegeben angenommen. Die
Menge Typ ist induktiv definiert:

1. b ∈ Typ wenn b ∈ BasTyp;

2. t1→t2 ∈ Typ wenn t1 ∈ Typ und t2 ∈ Typ.

Die Menge Id von typisierten Bezeichnern der Form x:t
mit t ∈ Typ ist als gegeben angenommen. Die Menge
Exp aller typisierten Lambda-Ausdrücke ist induktiv
definiert:

1. x:t ∈ Exp wenn x:t ∈ Id;

2. (e1:t2→t1 e2:t2):t1 ∈ Exp wenn e1:t2→t1 ∈ Exp
und e2:t2 ∈ Exp;

3. (λx:t2.e:t1):t2→t1 ∈ Exp wenn x:t2 ∈ Id und
e:t1 ∈ Exp.

Die Konversions-Regeln und entsprechenden Reduk-
tions-Regeln sind analog zu denen im untypisierten
Lambda-Kalkül definiert:

1. α-Konversion:

(λx1:t2.e:t1):t2→t1 ⇐⇒
(λx2:t2.[x2/x1]e:t1):t2→t1

wobei x2:t2 ∈ Id und x2 /∈ free(e)

1Tatsächlich müssen als Instanzen der Typen etwas kompli-
ziertere Strukturen als nur Mengen von Werten verwendet wer-
den, um grundlegende Eigenschaften des Lambda-Kalküls bei-
behalten zu können. Eine Diskussion dieses Themas würde den
Rahmen des Skriptums aber bei Weitem sprengen.

2. β-Konversion:

((λx:t2.e1:t1):t2→t1 e2:t2):t1 ⇐⇒ [e2/x]e1:t1

3. η-Konversion:

(λx:t2.(e:t2→t1 x:t2):t1):t2→t1 ⇐⇒ e:t2→t1
wenn x:t2 ∈ Id und x /∈ free(e)

Die Einführung von Typen in den Lambda-Kalkül
hat schwerwiegende Auswirkungen auf seine Mächtig-
keit. Für jeden Ausdruck im typisierten Lambda-
Kalkül gibt es genau eine Normalform, die effektiv be-
rechenbar ist. Folglich ist es aber nicht möglich, alle
effektiv berechenbaren Funktionen darzustellen. Insbe-
sondere kann im typisierten Lambda-Kalkül kein Fix-
punktoperator definiert werden, sodass rekursive Funk-
tionen nicht berechenbar sind. Der Grund dafür ist,
dass im Lambda-Ausdruck (e e) der Teilausdruck e so-
wohl einen Typ t2→t1 als auch t2 haben muss, was in
den oben definierten Strukturen ausgeschlossen ist.

Glücklicherweise gibt es einen Ausweg aus diesem Di-
lemma. Anstatt sich auf die Selbstanwendung zu ver-
lassen, kann man den Lambda-Kalkül um eine vierte
Regel erweitern, die typisierte Versionen des Y -Kombi-
nators implementiert. Für jeden Typ t ∈ Typ defi-
nieren wir einen typisierten Fixpunktoperator Yt vom
Typ (t→t)→t, den wir als Konstante zum typisier-
ten Lambda-Kalkül hinzufügen. Die Semantik der Fix-
punktoperatoren wird durch eine δ-Konversionsregel
festgelegt:

(Yt:(t→t)→t e:t→t):t⇐⇒
(e:t→t (Yt:(t→t)→t e:t→t):t):t

Wenn man die Typinformation ignoriert kann man
leicht feststellen, dass diese δ-Regel der Konversion
(Y f) ⇐⇒ (f (Y f)) im untypisierten Kalkül ent-
spricht. Zur Implementierung der Rekursion kann der-
selbe Trick wie in Abschnitt 2.1.1 verwendet werden.

2.1.3 Strukturierte Typen

In Abschnitt 2.1.2 wurden strukturierte Typen nur für
Funktionen verwendet. Mit Hilfe der Technik, die zur
Einführung der typisierten Fixpunktoperatoren ver-
wendet wurde, nämlich dem Dazufügen von δ-Regeln2

zum Lambda-Kalkül, kann eine Reihe weiterer struktu-
rierter Typen definiert werden. Genaugenommen wer-
den nicht die Typen selbst, sondern Zugriffsfunktionen
auf und Erzeugungsfunktionen von Instanzen struktu-
rierter Typen über gerichtete δ-Regeln definiert. Im
Prinzip kann man mit δ-Regeln den Lambda-Kalkül
beliebig verändern. Allerdings ist dabei größte Vorsicht

2Der Begriff δ-Regel steht einfach für alle weiteren Regeln
außer den α-, β- und η-Regeln.
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geboten, wenn man grundlegende Eigenschaften des
Lambda-Kalküls beibehalten will. Die hier beschrie-
benen Erweiterungen haben sich als einigermaßen gut
verträglich mit dem ursprünglichen Lambda-Kalkül er-
wiesen und werden in vielen imperativen und funktio-
nalen Sprachen verwendet.

Zu den einfachsten strukturierten Typen gehören
jene für kartesische Produkte (Kreuzprodukte): Für
je zwei Typen t1 und t2 in Typ enthält Typ auch
den Typ t1×t2. Beispiele sind Integer×Boolean und
(Integer→Integer)×(Integer×Boolean). Instanzen
dieses Typs heißen Paare und werden in der Form
(e1, e2) dargestellt. Auf ihnen sind die Zugriffsfunk-
tionen first und rest sowie die Erzeugungsfunktion
cons definiert:

(first:(t1×t2)→t1 (e1, e2):t1×t2):t1
=⇒ e1:t1

(rest:(t1×t2)→t2 (e1, e2):t1×t2):t2
=⇒ e2:t2

((cons:t1→(t2→(t1×t2)) e1:t1):t2→(t1×t2) e2:t2):t1×t2
=⇒ (e1, e2):t1×t2

Beachten Sie in der δ-Regel für cons, dass ein Typ der
Form t1→(t2→t3) nicht nur für eine Funktion steht,
die ein Argument vom Typ t1 nimmt und als Ergebnis
eine Funktion von t2 in t3 liefert, sondern auch für ei-
ne Funktion, die zwei Argumente der Typen t1 und t2
nimmt und als Ergebnis eine Instanz des Typs t3 liefert.
Eigentlich handelt es sich bei first, rest und cons um
drei Familien von Funktionen, da die Funktionsnamen,
wie bei den typisierten Fixpunktoperatoren, mit den
jeweiligen Typen als Indizes versehen werden müssten.
Wir verzichten zugunsten einer besseren Lesbarkeit auf
das Anschreiben dieser Indizes.

Eine weitere strukturierte Datenstruktur ist der Ver-
bund (engl.

”
record“). Das ist eine ungeordnete Menge

indizierter Werte. Als Indexmenge kann jede beliebige
Menge genommen werden. Jedes Element dieser Men-
ge wird als Label bezeichnet. Der Typ eines Wertes im
Verbund wird durch den Typ bestimmt, der dem Label
des Wertes zugeordnet ist. Ein Verbundtyp wird in ge-
schwungenen Klammern als Folge von durch Komma
getrennten, typisierten Labels angeschrieben. Ein Bei-
spiel ist {a:Integer, b:Boolean, c:String}. Einen Ver-
bund dieses Typs erzeugt man, indem man jedem Label
einen Wert zuordnet, wie dieses Beispiel zeigt:

{a=3, b=true, c="abcd"}:
{a:Integer, b:Boolean, c:String}

Die einzige Operation auf Verbunden ist die Aus-
wahl eines Feldes, dargestellt durch die übliche Punkt-
Notation (i ∈ {1, . . . , n}):

{l1=e1, . . . , ln=en}:{l1:t1, . . . , ln:tn}.li =⇒ ei:ti

Tupel kann man als Verallgemeinerung von Paa-
ren und Spezialisierung von Verbunden sehen: Zum
Beispiel ist ein Tupel (3, true, "abcd") vom Typ
Integer×Boolean×String äquivalent zu einem Ver-
bund {1=3, 2=true, 3="abcd"} vom entsprechenden
Typ {1:Integer, 2:Boolean, 3:String}.

Als letzter strukturierter Typ wird in diesem Ab-
schnitt der Variantentyp eingeführt. Syntaktisch ist ein
Variantentyp genauso wie ein Verbundtyp definiert, au-
ßer dass (statt der geschwungenen) eckige Klammern
verwendet werden. Ein Beispiel für einen Variantentyp
ist [a:Integer, b:Boolean, c:String]. Jede Instanz die-
ses Typs ordnet genau einem der Label einen Wert zu.
Drei mögliche Instanzen des Beispieltyps sind also

[a=3]:[a:Integer, b:Boolean, c:String]
[b=true]:[a:Integer, b:Boolean, c:String]

[c="abcd"]:[a:Integer, b:Boolean, c:String]

Die einzige Operation auf Varianten ist die Mehrfach-
verzweigung (engl.

”
case statement“). Seine Syntax

und Semantik sind am besten aus der entsprechenden
δ-Regel ersichtlich (i ∈ {1, . . . , n}):

(case [li=ei]:[l1:t1, . . . , ln:tn] of

l1⇒f1:t1→t, . . . , ln⇒fn:tn→t):t
=⇒ (fi:ti→t ei:ti):t

Eine Mehrfachverzweigung gibt für jedes Label eines
Variantentyps eine entsprechend typisierte Funktion
an. Je nach dem Label der in der Mehrfachverzwei-
gung angegebenen Instanz dieses Typs wird eine Funk-
tion ausgewählt. An diese Funktion wird der Wert der
Instanz übergeben.

2.2 Logik

Logiken, insbesondere verschiedene Formen der Klau-
sel-Logik, für die automatische Beweissysteme existie-
ren, spielen eine zweifache Rolle im Zusammenhang
mit Typen. Einerseits gibt es logische Programmier-
sprachen, in die Typen eingebaut wurden, um verschie-
dene Arten von Programmierfehlern leichter finden zu
können. Andererseits kann man Logiken zur Spezifika-
tion von Typen verwenden.

2.2.1 Die Prädikatenlogik erster Stufe

Die Prädikatenlogik erster Stufe ist eine Grundlage für
die meisten Logiken. Durch die Beschränkung auf die
erste Stufe können in der Logik selbst keine Aussagen
über die Variablen der Logik getroffen werden; es gibt
keine Metavariablen. Wohlgeformten Formeln (= Aus-
drücke) der Prädikatenlogik erster Stufe sind folgender-
maßen aufgebaut. [Übliche Schreibweisen sind in ecki-
gen Klammern angeführt.]
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1. Vorgegebene disjunkte Mengen:

(a) eine Menge von Variablen V [x, y, z];

(b) eine Menge von Funktionssymbolen F
[a(n), b(n), . . .; 0 ≤ n gibt die Stelligkeit an];
0-stellige Funktionssymbole werden Konstan-
ten genannt;

(c) eine Menge von Prädikaten P [p(n), q(n), . . .;
0 ≤ n gibt wieder die Stelligkeit an].

2. Die Menge aller Terme [u, v, w] wird induktiv kon-
struiert: x ∈ V ist ein Term; und a(u1, . . . , un) ist
ein Term wenn a(n) ∈ F und u1, . . . , un Terme
sind. [Bei n = 0 werden die Klammern weggelas-
sen.] Ein Term, der keine Variablen enthält, heißt
Grundterm.

3. p(u1, . . . , un) ist eine Atomformel [A,B, . . .] wenn
p(n) ∈ P ein Prädikat ist und u1, . . . , un Terme
sind. [Bei n = 0 werden die Klammern weggelas-
sen.] Wenn u1, . . . , un keine Variablen enthalten,
heißt p(u1, . . . , un) Grundatomformel.

4. Die Menge aller wohlgeformten Formeln der Prädi-
katenlogik [U, V,W, . . .] ist induktiv definiert:

(a) Eine Atomformel ist ein wohlgeformte For-
mel.

(b) Wenn U und V wohlgeformte Formeln sind,
dann sind auch ¬U , U ∧ V , U ∨ V , U → V ,
U ← V und U ↔ V wohlgeformte Formeln.
Die logischen Operatoren stehen (in der Rei-
henfolge ihres Auftretens) für Negation, Kon-
junktion (Und), Disjunktion (Oder), Implika-
tion nach rechts bzw. links und Äquivalenz.

(c) Wenn U eine wohlgeformte Formel und x eine
Variable ist, dann sind auch ∀x.U und ∃x.U
wohlgeformte Formeln. ∀ ist der universelle
und ∃ der existenzielle Quantor. Eine wohl-
geformte Formel heißt geschlossen, wenn al-
le darin vorkommenden Variablen im Bereich
eines Quantors liegen.

Ein prädikatenlogisches Modell ist eine Abbildung
aller wohlgeformten Formeln in die Menge der Wahr-
heitswerte {true, false}. Das heißt, jede wohlgeformte
Formel entspricht im Modell einer wahren oder falschen
Aussage. Modelle müssen den vordefinierten Bedeu-
tungen der logischen Operatoren und Quantoren, die
als allgemein bekannt vorausgesetzt werden, entspre-
chen. Hier sind zur Erinnerung einige Eigenschaften
angeführt:

¬¬U ⇔ U
U ∧ (¬U) ⇔ false

¬(U ∧ V ) ⇔ (¬U) ∨ (¬V )
¬(∀x.U) ⇔ ∃x.(¬U)

U ∧ (V ∨W ) ⇔ (U ∧ V ) ∨ (U ∧W )
U → V ⇔ (¬U) ∨ V
U ↔ V ⇔ (U → V ) ∧ (U ← V )

Logische Programmiersprachen wie z.B. Prolog ver-
wenden als Modell das Herbrand-Modell, in dem je-
der Grundterm und jede Grundatomformel als dieser
Grundterm bzw. diese Grundatomformel selbst inter-
pretiert werden. Daher bestimmen ausschließlich die lo-
gischen Operatoren und Quantoren, ob eine Aussage
aus einer Menge als wahr angenommener wohlgeform-
ter Formeln ableitbar ist. In neueren logischen Spra-
chen und

”
constraint“-Sprachen werden teilweise auch

andere Modelle verwendet.

2.2.2 Definite Horn-Klausel-Logik

Definite Horn-Klauseln, hier kurz Klauseln genannt,
sind eine relativ mächtige Teilmenge der Prädikaten-
logik erster Stufe. Eine solche Klausel ist eine geschlos-
sene wohlgeformte Formel der Form

∀x1. · · · ∀xm.(A ∨ ¬B1 ∨ · · · ∨ ¬Bn)

wobei A,B1, . . . , Bn Atomformeln und x1, . . . , xm alle
darin vorkommenden Variablen sind (m,n ≥ 0). Der
Einfachheit halber werden Klauseln meist in der Form

A← B1, . . . , Bn

angeschrieben; das heißt, Quantoren werden weggelas-
sen, die Äquivalenz zwischen A∨¬B1 ∨ · · · ∨ ¬Bn und
A ← (B1 ∧ · · · ∧ Bn) wird ausgenützt, und Konjunk-
tion wird mittels Beistrich ausgedrückt. Die Aussa-
ge einer Klausel kann in Deutsch etwa so umschrie-
ben werden:

”
Wenn es Belegungen für alle Variablen

in A,B1, . . . , Bn gibt, sodass B1 bis Bn alle zugleich
wahr sind, dann ist auch A mit diesen Variablenbe-
legungen wahr.“ A wird als Kopf und B1, . . . , Bn als
Rumpf der Klausel bezeichnet. Eine Klausel mit lee-
rem Rumpf (n = 0) heißt Faktum, eine mit nichtlee-
rem Rumpf heißt Regel. Ein definites Programm ist
eine Menge definiter Horn-Klauseln, die als wahr an-
genommen werden.

Eine logische Programmiersprache kann Ziele (das
sind Atomformeln) aus einem logischen Programm (das
ist eine Menge als wahr angenommener Klauseln) ab-
leiten. Welche Ziele sind nun ableitbar? Wir versuchen,
diese Frage vorerst nur für Grundatomformeln zu be-
antworten. Eine Klausel, die Variablen enthält, kann
man als eine Menge von Klauseln ohne Variablen auf-
fassen; in jedem Element dieser Menge sind alle Va-
riablen mit Grundtermen belegt. Diese Menge ist fast
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immer unendlich groß, da es unendliche viele mögli-
che Variablenbelegungen mit Grundtermen gibt. Wir
nennen das Programm, das dadurch entsteht, dass alle
Klauseln mit Variablen durch alle ihnen entsprechen-
den Klauseln ohne Variablen ersetzt werden, GP. Es
ist leicht einsichtig, dass der Kopf jedes Faktums in
GP eine auch im ursprünglichen Programm ableitbare
Grundatomformel ist. Wir bezeichnen die Menge die-
ser aus Fakten ableitbaren Grundformeln mit R0. Aus
jedem Ri mit 0 ≤ i kann leicht die Menge von ableit-
baren Grundformeln Ri+1 errechnet werden:

Ri+1 = Ri ∪ {A | (A← B1, . . . , Bn) ∈ GP

∧ B1 ∈ Ri ∧ · · · ∧ Bn ∈ Ri}

Die Menge aller aus dem ursprünglichen Programm ab-
leitbaren Grundatomformeln ist der kleinste Fixpunkt
dieser Iteration, das ist jenes Rm (mit kleinstmögli-
chem m) für welches Rm = Rm+1 gilt.

Im vorigen Absatz wurde eine einfache
”
bottom-up“-

Methode zur Ableitung von Zielen beschrieben. Viele
logische Programmiersprachen, wie z.B. Prolog, ver-
wenden jedoch eine

”
top-down“-Methode. Eine wich-

tige Teilaufgabe ist dabei die Unifikation. Zwei Terme
sind unifizierbar, wenn die Variablen in den beiden Ter-
men einheitlich so mit Termen belegt werden können,
dass die beiden Terme gleich werden. Eine Menge von
Variablenbindungen, die dies zustande bringt, heißt
Unifikator. Ein Unifikator, der nur die für die Uni-
fikation unbedingt notwendigen Variablenbindungen
enthält, heißt allgemeinster Unifikator. Ebenso können
zwei Atomformeln unifiziert werden wenn sie das glei-
che Prädikat haben und ein allgemeinster Unifikator
existiert, der die Argumentterme der beiden Atomfor-
meln gleich macht, sodass auch die Atomformeln selbst
gleich werden. Wenn θ ein allgemeinster Unifikator von
zwei Atomformeln A und B ist, dann schreiben wir for-
mal θA bzw. θB für die Atomformeln die entstehen,
wenn alle Variablenbindungen von θ auf A bzw. B an-
gewandt werden. Natürlich gilt θA = θB. Die Antwort
auf eine Anfrage, nennen wir das Ziel G, wird so be-
rechnet: Es werden Mengen Si noch ungelöster Atom-
formeln berechnet, wobei der Index i über die einzel-
nen Schritte der Berechnung läuft. Die Anfangsmenge
S0 = {G} enthält nur das Ziel. Die Menge Si (0 < i)
wird aus Si−1 = {G1, . . . , Gj , . . . , Gm} folgendermaßen
erzeugt: Es werden eine Atomformel Gj (1 ≤ j ≤ m)
aus Si und eine Klausel A← B1, . . . , Bn aus dem Pro-
gramm gewählt, sodass Gj mit A mittels eines allge-
meinsten Unifikators θi unifizierbar ist; Si ist dann die
Menge

{θiG1, . . . , θiGj−1, θiB1, . . . , θiBn, θiGj+1, . . . , θiGn}.

In anderen Worten, in jedem Schritt wird eine noch
unbewiesene Atomformel aus der Menge gewählt und

durch eine Bedingung—ausgedrückt durch eine (mögli-
cherweise leere) Menge unbewiesener Atomformeln—,
unter der die zu beweisende Atomformel wahr ist, er-
setzt. Wenn es einen Index k gibt, sodass Sk die leere
Menge ist, dann ist θk · · · θ1G aus dem Programm ab-
leitbar. Die Antwort enthält also nicht nur die prinzi-
pielle Aussage, dass es Variablenbelegungen gibt, unter
denen G ableitbar ist, sondern liefert solche Variablen-
bindungen gleich mit. Wenn Sk nicht leer ist, aber im
Programm keine Klausel vorkommt deren Kopf mit ei-
ner Atomformel in Sk unifizierbar ist, dann ist der Be-
weisversuch gescheitert. G könnte aber trotzdem be-
weisbar sein und der Beweis wäre gefunden worden
wenn in einem früheren Schritt eine andere Klausel
gewählt worden wäre. In Prolog werden in diesem Fall
systematisch die letzten Berechnungsschritte zurückge-
nommen und mit einer anderen Klausel wiederholt, bis
ein Beweis gefunden ist oder keine alternative Klau-
sel mehr existiert. Diesen Vorgang nennt man

”
back-

tracking“.
Die Ableitung von Zielen aus logischen Programmen

ist Halbentscheidbar. Es gibt Ziele, die weder ableit-
bar noch widerlegbar sind. In unentscheidbaren Fällen
kommt die Programmausführung in eine Endlosschlei-
fe. Es ist jedoch im Allgemeinen nicht entscheidbar,
ob sich eine Ausführung in einer Endlosschleife befin-
det oder nur mehr Ressourcen braucht, um zu einem
Ergebnis zu kommen.

2.2.3 Typisierte logische Programme

Typen können in logischen Sprachen im Prinzip auf
die gleiche Weise eingeführt werden wie im Lambda-
Kalkül. Wir können annehmen, dass ein Typ eine Men-
ge von Termen beschreibt.

Der auf den ersten Blick einfachste Ansatz ist, je-
der Variable in einem logischen Programm einen Typ
zuzuordnen. Zum Beispiel schreiben wir x:t für eine Va-
riable x vom Typ t. Typkompatibilität bedeutet dann
einfach, dass jedes Vorkommen einer Variable densel-
ben Typ hat und als Variablenbelegungen nur Terme
aus den Typen der Variablen in Frage kommen. Die
Variablen sind also nicht über alle Terme, sondern nur
über die Menge Ti der zum jeweiligen Typ ti gehören-
den Terme quantifiziert (1 ≤ i ≤ m):

∀x1 ∈ T1. · · · ∀xm ∈ Tm.(A← (B1 ∧ · · · ∧Bn))

Während jeder Unifikation muss überprüft werden, ob
die an Variablen gegundenen Terme mit dem Typ der
Variablen kompatibel sind. Falls diese Überprüfung
fehlschlägt, wird mittels

”
backtracking“ ein anderer

Lösungsweg gesucht.
Daraus kann man einen formal anderen, aber inhalt-

lich identischen Ansatz ableiten: Jeder Typ wird über
ein einstelliges Prädikat definiert, das für genau jene
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Terme wahr ist, die zum Typ gehören. Damit kann obi-
ge Klausel äquivalent in folgender Form ausgedrückt

werden, wobei t
(1)
i das Prädikat ist, das den Typ ti be-

schreibt (1 ≤ i ≤ m):

∀x1. · · · ∀xm.(A← (t1(x1)∧· · ·∧tm(xm)∧B1∧· · ·∧Bn))

oder in abgekürzter Schreibweise

A← t1(x1), . . . , tm(xm), B1, . . . , Bn.

Daraus ergibt sich eine Reihe weiterer Möglichkei-
ten. Es muss zum Beispiel nicht jede Variable einen be-
stimmten Typ haben, und beliebig komplexe Typen—
auch solche, die von mehreren Argumenten abhängen—
können definiert werden. Andererseits stellt sich da-
bei die Frage, wodurch sich Typen von gewöhnlichen
Prädikaten unterscheiden. Eine mögliche Antwort dar-
auf wäre, dass es tatsächlich keinen Unterschied gibt.
Ein logisches Programm kann als eine Menge von Typ-
spezifikationen—also als Typsystem—gesehen werden,
und das Ergebnis einer Anfrage besagt, ob und un-
ter welchen Bedingungen ein Ziel den Typspezifikatio-
nen entspricht. Ein Prolog-Interpreter ist demgemäß
ein einziges großes Typüberprüfungssystem und Prädi-
katenlogik eine mächtige Typbeschreibungssprache.

Nicht jeder gibt sich mit dieser simplifizierenden
Antwort zufrieden. Es ist ja technisch kein Problem,
Typspezifikationen und sonstige Atomformeln in einer
Klausel syntaktisch zu trennen. Genauso einfach kann
man sicherstellen, dass für jede Variable eine Atom-
formel zur Typüberprüfung eingeführt wird und jedes
Argument aller Vorkommen eines Prädikats im Pro-
gramm denselben Typ hat. Eine Motivation dafür ist,
dass ein Typfehler von Natur aus etwas anderes als eine
Einschränkung der Lösungsmenge ist. Einer aufgetre-
tenen Typinkompatibilität sollte also nicht stillschwei-
gend durch

”
backtracking“ begegnet werden, sondern

eine unübersehbare Fehlermeldung sollte auf den Pro-
grammfehler aufmerksam machen. Die verschiedenen
Ansätze in diese Richtung unterscheiden sich in der
Syntax, der Flexibilität und im Zeitpunkt der Typüber-
prüfung. Praktisch alle Ansätze erlauben polymorphe
Typen, die wir in Kapitel 4 behandeln werden.

2.3 Algebren

Algebra ist ein Begriff aus der Mathematik. Eine uni-
verselle Algebra ist ein Paar 〈A,Ω〉, wobei die Träger-
menge A eine beliebige nichtleere Menge und Ω ein
System von Operationen auf A ist. Unter dem Typ ei-
ner Algebra versteht man in der Mathematik die Stel-
ligkeiten der Operationen in Ω. Diese Typen sind nur
entfernt mit Typen in Programmiersprachen verwandt.
Zum Beispiel ist der Ring über den ganzen Zahlen

〈Z, {+, ·,−, 0}〉 eine Algebra des Typs 〈2, 2, 1, 0〉, da +
und · binäre Operationen, die Negation (−) eine unäre
Operation und 0 eine nullstellige Operation bzw. ei-
ne ausgewählte Konstante ist. In dieser Algebra gelten
neben anderen auch folgende Gesetze:

(a+ b) + c = a+ (b + c) a+ b = b+ a
a+ 0 = a a+ (−a) = 0

(a · b) · c = a · (b · c)

Alle in Ringen geltenden Gesetze lassen sich aus sol-
chen Gesetzen herleiten. Diese Gesetze bestimmen das
Verhalten der Operationen. Man könnte statt den gan-
zen Zahlen genausogut die Menge R der reellen Zahlen
einsetzen, ohne dass sich die Gesetze dadurch ändern
würden. Für die Beschreibung des Verhaltens der Ope-
rationen ist es also gar nicht nötig, die Trägermenge zu
kennen. In der Mathematik bezeichnet der Begriff Va-
rietät, angeschrieben als V (Ω,∆), eine Familie univer-
seller Algebren, die durch eine Menge von Operationen
Ω und eine Menge dazugehöriger Gesetze ∆ bestimmt
ist. Algebren in V (Ω,∆) können sich durch ihre Träger-
mengen unterscheiden, und in einigen Algebren können
noch weitere, nicht aus ∆ ableitbare Gesetze gelten.

2.3.1 Abstrakte Datentypen

Aufgrund ihrer Eigenschaften werden universelle Al-
gebren und deren Varietäten manchmal als theoreti-
sche Grundlage für abstrakte Datentypen (ADT) ver-
wendet. Die Menge der Operationen Ω und deren Ty-
pen (= Stelligkeiten) werden zusammen als Signa-
tur bezeichnet, die im Wesentlichen der Schnittstellen-
beschreibung eines ADT entspricht. Die Menge der Ge-
setze ∆ spezifiziert das Verhalten des ADT nur unvoll-
ständig, da in einigen Algebren der Varietät V (Ω,∆)
neben ∆ weitere Gesetze gelten können. Von besonde-
rer praktischer Bedeutung sind daher die sogenannten
freien Algebren in V (Ω,∆), in denen außer den Geset-
zen in ∆ und den daraus ableitbaren Gesetzen keine
weiteren Gesetze gelten. Im nächsten Beispiel wird der
ADT WW (Wahrheitswert) spezifiziert:

Operationen:
Ω = {wahr, falsch, nicht, und, oder}

Typ der Algebra: 〈0, 0, 1, 2, 2〉

Gleichungen: nicht(wahr) = falsch

nicht(falsch) = wahr

und(w, wahr) = w
und(w, falsch) = falsch

und(v, w) = und(w, v)
oder(w, wahr) = wahr

oder(w, falsch) = w
oder(v, w) = oder(w, v)
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Für viele praktische Anwendungen (vor allem in Pro-
grammiersprachen) ist es sinnvoll, mehrere Trägermen-
gen haben zu können. Eine heterogene Algebra (engl.

”
many-sorted algebra“) ist ein Tupel 〈A1, . . . , An,Ω〉,

wobei A1, . . . , An Trägermengen sind und Ω ein Sy-
stem von Operationen ist. Jede Trägermenge hat einen
Namen, der üblicherweise Sorte (engl.

”
sort“) genannt

wird. Benennen wir also Ai mit si (für i ∈ {1, . . . , n}).
Offensichtlich sind heterogene Algebren Erweiterungen
der universellen Algebren (engl.

”
single-sorted alge-

bra“). Wir müssen die Definition des oben eingeführten
Begriffs Signatur entsprechend erweitern: Die Signa-
tur einer heterogenen Algebra beschreibt neben dem
Typ der Algebra auch die Menge der Sorten S =
{s1, . . . , sn} und den Index jeder Operation, die da-
bei als Funktion aufgefasst wird. Das Beispiel der alge-
braischen Spezifikation einer Liste von Wahrheitswer-
ten veranschaulicht diese Definition:

Sorten: WListe, WW

Operationen:
leerw : WListe

cons : WW × WListe → WListe

first : WListe → WW

rest : WListe → WListe

wahr : WW

falsch : WW

nicht : WW → WW

und : WW × WW → WW

oder : WW × WW → WW

Gleichungen:
first(cons(w, l)) = w
rest(cons(w, l)) = l

rest(leerw) = leerw

nicht(wahr) = falsch

nicht(falsch) = wahr

und(w, wahr) = w
und(w, falsch) = falsch

und(v, w) = und(w, v)
oder(w, wahr) = wahr

oder(w, falsch) = w
oder(v, w) = oder(w, v)

Wie man an diesem Beispiel sieht, entspricht eine
Sorte einem Typ in einer Programmiersprache. Aller-
dings kann man einen solchen Typ nur beschränkt
als ADT bezeichnen, da mehrere Typen in einer ein-
zigen Datenkapsel spezifiziert sind. Andererseits wird
der Typ WW für die Spezifikation des Typs WListe ge-
braucht. Man kann WListe gar nicht unabhängig von
WW spezifizieren. Wenn man diese Überlegungen wei-
ter treibt erkennt man, dass im Endeffekt jedes aus-
reichend komplexe Programm in einer einzigen Daten-
kapsel dargestellt werden muss. Dadurch geht natürlich

viel von der Attraktivität von Algebren zur Spezifika-
tion von abstrakten Datentypen verloren.

Es gibt aber eine einfache Lösung für dieses Problem:
Wie man am Beispiel sieht, hängt WListe von WW ab,
aber WW hängt nicht von WListe ab. Daher kann man
die Sorte WW als einen Parameter einer generischen Sor-
te Liste auffassen:

Sorten: Liste

Parameter-Sorten: Element

Operationen:
leer : Liste

cons : Element × Liste → Liste

first : Liste → Element

rest : Liste → Liste

Gleichungen:
first(cons(e, l)) = e
rest(cons(e, l)) = l

rest(leer) = leer

Der ursprüngliche Typ WListe entspricht dem Typ
Liste[WW], wobei WW für den Parameter Element ein-
gesetzt ist. Mit parametrischen Typen sind heterogene
Algebren tatsächlich mächtige Werkzeuge zur Spezifi-
kation von Programmen im Allgemeinen und von ab-
strakten Datentypen im Besonderen.

2.3.2 Prozessalgebra

Vor allem für die Spezifikation nebenläufiger Prozesse
wurden in den letzten Jahren sogenannte Prozessalge-
bren entwickelt. Eine einfache Prozessalgebra mit den
Operationen {∗, ‖,+, ε} vom Typ 〈2, 2, 2, 0〉 ist zum
Beispiel über folgende Gesetze definiert, wobei ∗ die
höchste und + die niedrigste Priorität hat:

x+ y = y + x

(x+ y) + z = x+ (y + z)

x+ x = x

(x+ y) ∗ z = x ∗ z + y ∗ z

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)

x ∗ ε = x

ε ∗ x = x

x ‖ y = y ‖ x

(x ‖ y) ‖ z = x ‖ (y ‖ z)

x ‖ ε = x

Neben ε gibt es noch eine Reihe weiterer Konstanten
in der Algebra, die nicht ausdrücklich genannt wer-
den. Jede dieser Konstanten entspricht einer atoma-
ren Aktion (= einem Befehl) einer virtuellen Maschi-
ne. Prozesse entstehen durch wiederholte Anwendun-
gen der Operatoren ∗, ‖ und + auf atomare Aktionen.
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Ein Ausdruck x ∗ y bedeutet, dass zuerst die atomaren
Aktionen von x und danach die atomaren Aktionen
von y ausgeführt werden. Im Ausdruck x ‖ y können
sich die Ausführungen der atomaren Aktionen von x
und y beliebig überlappen, d.h. x und y werden par-
allel (bzw. quasi-parallel oder nebenläufig) ausgeführt.
Ein Ausdruck x + y bedeutet, dass entweder x oder
y, aber nicht beide, ausgeführt werden. ε ist eine leere
Aktion, die nichts macht. Mit dieser Interpretation las-
sen sich obige Gesetze intuitiv einfach erklären. Beach-
ten Sie, dass diese Gesetze aus Gründen der Einfach-
heit gewählt wurden. Es wurden keine Gesetze berück-
sichtigt, die den Zusammenhang zwischen sequenti-
eller und paralleler Ausführung herstellen. Zum Bei-
spiel gilt für alle atomaren Aktionen a und b häufig
a ∗ b + b ∗ a = a ‖ b (Interleavings-Semantik), obwohl
dies nicht aus den Gesetzen ableitbar ist. Vollständige
Prozessalgebren sind in der Literatur beschrieben.

2.4 Literaturhinweise

Die Beschreibung des Lambda-Kalküls wurde zum Teil
aus [14] übernommen. Dieser Artikel gibt einen um-
fangreichen und verständlichen Überblick über moder-
ne funktionale Programmiersprachen. Kurze Beschrei-
bungen strukturierter Typen und der Semantik von
Typen im Lambda-Kalkül finden sich in [6]. Generell
gibt es umfangreiche Literatur zum Thema Lambda-
Kalkül. Da typisierte Versionen des Lambda-Kalküls
nach wie vor Gegenstand wissenschaftlicher Abhand-
lungen sind, enthalten viele aktuelle Ausgaben von
Zeitschriften über (funktionale) Programmiersprachen
auch Artikel zu diesem Thema. Eine umfangreiche
theoretische Einfhrung mit zahlreichen Literaturanga-
ben vor allem über Typen in funktionalen Sprachen
gibt Mitchell in [23].

Eine kompakte, formale und inhaltlich umfangrei-
che, allerdings für mathematisch weniger Interessierte
schwer verständliche Einführung in die logische Pro-
grammierung gibt Lloyd in [17]. Darin werden auch
Typen und die Eigenschaften typisierter logischer Spra-
chen beschrieben. Praktische Einführungen in die lo-
gische Programmierung, meist jedoch ohne auf Typen
einzugehen, bieten zahlreiche Bücher über Prolog. Hier
seien die

”
Klassiker“ [27] und [7] erwähnt. Tieferge-

hende, aber nicht leicht verständliche Beschreibungen
verschiedener Ansätze zur Einführung von Typen in
logische Sprachen werden in [24] gegeben.

Viele Einführungen in die Algebra beinhalten auch
Beschreibungen universeller und heterogener Algebren.
Es gibt auch zahlreiche Abhandlungen über algebrai-
sche Spezifikation, in denen Zusammenhänge zwischen
Algebren und abstrakten Datentypen erläutert werden.
Als Beispiel sei [9] erwähnt. Vergleiche zwischen al-
gebraisch spezifizierten und über erweiterte Lambda-
Kalküle definierte Typsysteme werden in [8] angestellt.

Gute Einführungen in Prozessalgebren sind z.B. [5]
und [20]. Beide Bücher sind jedoch ohne mathemati-
sche Grundkenntnisse nur schwer verständlich. Als ein
wichtiger Vertreter der Prozessalgebren gilt heute der
π-Kalkül [21, 22].
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Kapitel 3

Typen in imperativen Sprachen

In diesem Kapitel werden einige praktische Aspek-
te von Typen in herkömmlichen imperativen Sprachen
untersucht. Als Grundlage wurde die Programmier-
sprache Ada gewählt, da Ada ein—im Vergleich zu an-
deren herkömmlichen imperativen Sprachen wie Fort-
ran, Cobol, C, Pascal und Modula-2—relativ umfang-
reiches Typsystem hat, das zu einem guten Teil auf der
im vorigen Kapitel eingeführten Theorie beruht und
bereits einige für die objektorientierte Programmierung
wichtige Eigenschaften vorwegnimmt. In diesem Kapi-
tel werden wir uns auf Ada 83, die 1983 standardisier-
te Ada-Version, beschränken. In Kapitel 5 werden wir
weitere Eigenschaften von Ada 95 behandeln. Auf ak-
tuelle Neuerungen gehen wir nicht ein, da wir uns auf
die Entwicklung des Typsystems konzentrieren.

Ein weiterer Grund für die Wahl von Ada ist, dass
dessen Typsystem, mehr als Typsysteme in vielen an-
deren imperativen Sprachen, umfangreiche dynami-
sche Komponenten enthält, die Typüberprüfungen zur
Laufzeit notwendig machen. Damit soll gezeigt werden,
dass statische Überprüfbarkeit nicht in allen praktisch
verwendeten imperativen Sprachen gegeben sein muss.
Dennoch ist Ada, wie alle imperativen Sprachen, eher
konservativ; das heißt, alle Programme, die möglicher-
weise Typfehler im statisch überprüften Teil des Typsy-
stems enthalten, lassen sich nicht übersetzen. Man teilt
das Typsystem also in zwei Teile. Typkompatibilität im
einen Teil wird vom Compiler überprüft, die im ande-
ren Teil während der Ausführung. Die Zuordnung von
Überprüfungen zu diesen beiden Teilen erfolgt aus rein
pragmatischen Gesichtspunkten.

3.1 Datentypen in Ada

Das Typsystem von Ada wurde stark von Algebren be-
einflusst, sodass abstrakte Datentypen zu den wichtig-
sten Strukturierungsmitteln in der Sprache zählen. So-
gar die einfachen vordefinierten Typen werden durch
eine implizit vorgegebene Algebra spezifiziert. Die zu-
sammengesetzten Datentypen entsprechen im Großen
und Ganzen den im Abschnitt über den Lambda-

Kalkül beschriebenen, obwohl Ada die funktionale Pro-
grammierung nur in einer eingeschränkten Form un-
terstützt.

Das folgende Schema gibt einen Überblick über die
in diesem Abschnitt angesprochenen Datentypen. Da-
neben werden noch Unterbereichstypen und abgeleitete
Typen jeder Typkategorie in diesem Schema behandelt.
(Typen von

”
tasks“ zählen in Ada zwar auch zu den

Typen, werden aber erst in Abschnitt 3.2 erläutert.)

Datentypen
elementar

skalar
diskret

Aufzählungen
Zeichen
Wahrheitswerte
andere

ganze Zahlen
vorzeichenbehaftet
modular

reelle Zahlen
Gleitkommazahlen
Festkommazahlen

gewöhnlich
dezimal

Zeiger
zusammengesetzt

Verbunde
einfache Verbunde
diskriminante Verbunde

mit Varianten
ohne Varianten

Felder
mit spezifizierten Grenzen
ohne spezifizierte Grenzen

3.1.1 Skalare Typen

Zu den skalaren Typen zählen Aufzählungstypen und
Zahlen. Jeder dieser Typen beschreibt eine Menge von
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Werten ohne sichtbare innere Struktur und die auf die-
sen Werten ausführbaren Operationen.

Aufzählungstypen. Der Wertebereich eines Auf-
zählungstyps wird, wie der Name schon sagt, exten-
sional durch Aufzählung der Werte festgelegt. Die
Werte eines Typs sind vollständig geordnet; je zwei
Werte sind anhand ihrer relativen Position in der
Aufzählung vergleichbar. Die Vergleichsoperatoren <,
<=, =, >=, > und /=, alle vom Typ t × t → BOOLEAN,
sind auf jedem Aufzählungstyp t definiert. Weiters
sind einige sogenannte Attribute von Aufzählungsty-
pen vordefiniert; das sind Familien von Funktionen,
die einen Aufzählungstyp als Index haben. Für jeden
Aufzählungstyp t sind diese null- oder einstelligen At-
tribute vorgegeben:

Funktion Typ Beschreibung
t’FIRST t kleinster Wert in t
t’LAST t größter Wert in t
t’SUCC t→ t nachfolgender Wert
t’PRED t→ t vorausgehender Wert
t’POS t→ CARDINAL Position des Wertes
t’VAL CARDINAL→ t Wert an Position

Allgemeine Aufzählungstypen sind frei definierbare
Aufzählungstypen, die keine weiteren Zugriffsfunktio-
nen haben. Ein Beispiel zeigt, wie sie definiert werden:1

type TAG is (MO, DI, MI, DO, FR, SA, SO);

type ARBEITSTAG is (MO, DI, MI, DO, FR);

An diesem Beispiel ist zu beachten, dass TAG und
ARBEITSTAG zwei unabhängige Typen sind, die kei-
ne gemeinsamen Werte enthalten. MO in TAG ist al-
so ein anderer Wert als MO in ARBEITSTAG. Wenn aus
dem Kontext, in dem MO verwendet wird, nicht klar
hervorgeht, welches MO gemeint ist, dann muss der
gewünschte Typ mittels Typqualifikation in der Form
TAG’(MO) bzw. ARBEITSTAG’(MO) angegeben werden.
Von Aufzählungstypen können Unterbereiche gebil-
det werden. Zum Beispiel beschreibt der Typausdruck
(TAG’(MO)..TAG’(FR)) einen Unterbereich von TAG.

Wahrheitswerte. Der Typ BOOLEAN ist ein vordefi-
nierter Aufzählungstyp, der nur die Werte TRUE und
FALSE enthält. Neben den für alle Aufzählungstypen
definierten Funktionen gibt es noch die Operationen
not, and, or und xor (

”
exclusive or“) mit den üblichen

Definitionen. Die Kurzschlussoperatoren and then und
or else werten, im Unterschied zu and und or, den
rechten Operanden nur aus, wenn die Auswertung des
linken Operanden TRUE (für and then) bzw. FALSE (für

1Groß- und Kleinschreibung wird in Ada nicht unterschieden.
Wir folgen hier der Konvention, dass nur Schlüsselwörter mit
einem Kleinbuchstaben beginnen.

or else) ergibt. An Hand der Wahrheitswerte wird
besonders deutlich, dass in Ada, wie in den meisten
imperativen Sprachen, das Typsystem untrennbar in
die Sprache integriert ist. Die Eigenschaften von Wahr-
heitswerten werden z.B. in Kontrollstrukturen für Op-
timierungen genutzt, sodass jede Änderung der Defi-
nition von Wahrheitswerten zwangsläufig große Ände-
rungen der Sprache nach sich ziehen würde.

Zeichen. Auch der vordefinierte Datentyp CHARACTER

ist ein Aufzählungstyp, der als Wertebereich die Zei-
chen des ASCII-Codes hat. Syntaktisch werden Zei-
chen in einfache Hochkomma eingeschlossen; beispiels-
weise sind ’a’ und ’1’ Zeichen. Es lassen sich beliebi-
ge Aufzählungstypen definieren, deren Werte Zeichen
sind. Ein Beispiel ist

type GeradeZiff is (‘0’,’2’,’4’,’6’,’8’);

Zahlen. Ada unterstützt drei Klassen von Zahlen:
ganze Zahlen, Gleitkomma- und Festkommazahlen.

Ganze Zahlen. Ähnlich wie in anderen Sprachen sind
auf ganzen Zahlen dieselben Vergleichsoperatoren wie
für Aufzählungstypen, die unären Operatoren + und -,
die binären Operatoren +, -, *, / (ganzzahlige Divi-
sion), mod (Divisionsrest, Vorzeichen des rechten Ope-
randen), rem (Divisionsrest, Vorzeichen des linken Ope-
randen) und ** (Exponentiation) sowie die einstelli-
ge Funktion ABS (Absolutwert) definiert. Operanden
und Ergebnisse (außer bei Vergleichsoperatoren) sind
jeweils vom selben Typ; es finden keine impliziten Typ-
umwandlungen statt. Dies ist besonders deshalb inter-
essant, weil es mehrere ganzzahlige Datentypen gibt.
Zu den vordefinierten ganzzahligen Datentypen zählen
SHORT INTEGER, INTEGER und LONG INTEGER. Mehrere
ganzzahlige Datentypen sind in imperativen Sprachen
häufig anzutreffen, und fast so häufig sind die abso-
luten Wertebereiche, wie auch in Ada, implementie-
rungsabhängig. Das kann bei Programmportierungen
zu einer großen Hürde werden. Eine Teillösung bietet
die Möglichkeit in Ada, Bereiche für ganze Zahlen an-
zugeben. Zum Beispiel wird durch

type SEITENZAHL is range 1..10000;

ein ganzzahliger Typ SEITENZAHL im Bereich von 1
bis 10000 definiert. Bei dieser Form der Typdefinition
gibt es die Einschränkungen, dass die untere und obere
Grenze statisch (durch den Compiler) berechenbar sein
und der definierte Bereich in dem von LONG INTEGER

liegen muss. Auf jedem ganzzahligen Typ t sind die
Funktionen t’FIRST und t’LAST vom Typ t → t, die
die kleinste bzw. größte Zahl im Wertebereich von t
zurückliefern und vom Compiler ausgewertet werden
können, definiert. Zum Beispiel kann der weiter oben
verwendete Typ CARDINAL definiert werden durch

type CARDINAL is range 0..INTEGER’LAST;
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Alle obigen Beispiele für ganzzahlige Typen fallen in
die Klasse der vorzeichenbehafteten ganzzahligen Ty-
pen. Wird der Wertebereich eines solchen Typs über-
schritten, so wird in Ada eine Ausnahmebehandlung
(
”
exception“) ausgelöst. Im Gegensatz dazu gibt es bei

modularen ganzzahligen Typen keine Wertebereichs-
überschreitungen, sondern der Wert wird an den vorge-
gebenen Wertebereich angepasst. Zum Beispiel umfasst
der modulare Wertebereich des Typs ZWEI ZIFFERN de-
finiert durch

type ZWEI ZIFFERN is mod 100;

die ganzen Zahlen von 0 bis 99 modulo 100. Die Zah-
len -90, 10, 110, . . . werden als äquivalent angesehen. In
Sprachen wie C sind alle ganzzahligen Typen modular;
d.h. bei Überlauf werden die Zahlen automatisch auf
einen vorgegebenen modularen Wertebereich verkürzt.
Anders als in Ada ist der Wertebereich stets eine Zwei-
erpotenz und kann auch negative Zahlen umfassen.

Gleitkommazahlen sind auf ähnliche Weise definiert
wie ganze Zahlen. Außer rem und mod sind alle Opera-
tionen auf ganzen Zahlen auch auf Gleitkommazahlen
anwendbar, wobei Argument- und Ergebnistypen wie-
der übereinstimmen müssen. Die vordefinierten Typen
sind SHORT FLOAT, FLOAT und LONG FLOAT. Es können
eigene Gleitkommatypen definiert werden, wobei ne-
ben dem Wertebereich auch die Genauigkeit angegeben
werden kann:

type MY FLOAT is digits 8 range -1.0..1.0E30;

Wiederum sind sowohl der Wertebereich als auch die
Genauigkeit durch die Beschränkungen eines vordefi-
nierten Typs LONG FLOAT begrenzt. Auf jeder Gleit-
kommazahl t sind einige Attribute vordefiniert, die den
Typ genauer spezifizieren:

Funktion Typ Beschreibung
t’DIGITS CARDINAL berechenb. Dezimalstellen
t’MANTISSA CARDINAL Länge der Binär-Mantisse
t’EMAX CARDINAL maximaler Exponent
t’SMALL t kleinste positive Zahl
t’LARGE t größte positive Zahl
t’EPSILON t max. Fehler/Rechenschritt

Festkommazahlen. Für Festkommazahlen gibt es kei-
ne vordefinierte Typen. Alle solchen Typen müssen ex-
plizit definiert werden. Die Definition eines gewöhnli-
chen Festkommatyps sieht folgendermaßen aus:

type SPANNUNG is delta 0.1 range 0.0..10.0;

Die delta-Klausel gibt die Mindestgenauigkeit an.
Obwohl Festkommazahlen oft für dieselben Aufgaben
wie Gleitkommazahlen herangezogen werden, sind ihre
Eigenschaften und Implementierungen doch—aus der

Sicht der Ada-Designer—ausreichend verschieden, um
darauf leicht voneinander abweichende Operationsmen-
gen zu definieren. So kann bei Festkommazahlen einer
der Operanden der Multiplikation und der zweite Ope-
rand der Division eine ganze Zahl sein, da es für diese
Fälle einfache, effiziente Implementierungen gibt. Diese
Attribute sind auf Festkommazahlen vordefiniert:

Funktion Typ Beschreibung
t’DELTA CARDINAL Mindestgenauigkeit
t’ACTUAL DELTA CARDINAL tatsächl. Genauigkeit
t’BITS CARDINAL Speicherbedarf
t’LARGE t größte Zahl

Für Anwendungen im Finanzbereich benötigt man
häufig dezimale Festkommazahlen. Deren Typen wer-
den folgendermaßen definiert:

type PREIS is delta 0.01 digits 5;

Der Wertebereich dieses Typs reicht von -999.99 bis
999.99 (fünf Dezimalstellen). Da im Finanzbereich ge-
nau gerechnet und gerundet werden muss, entspricht
die Mindestgenauigkeit von dezimalen Festkommazah-
len der tatsächlichen Genauigkeit.

3.1.2 Zusammengesetzte Typen

Zusammengesetzte (= strukturierte) Typen werden
aus skalaren und anderen zusammengesetzten Daten-
typen (und Typen von

”
tasks“, siehe Abschnitt 3.2.2)

aufgebaut. Die wichtigsten zusammengesetzten Typen
sind ein- und mehrdimensionale Felder mit spezifizier-
ten oder unspezifizierten Grenzen und Verbunde mit
und ohne Varianten.

Felder. Ein Feld wird, wie üblich, durch den Typ sei-
ner Komponenten und den (oder die) Indexbereich(e)
definiert. Als Indexbereich kann jeder diskrete Typ die-
nen; das ist ein Aufzählungstyp oder ein ganzzahliger
Typ, oder ein Unterbereich davon. Hier sind einige Bei-
spiele:

type VEKTOR is array (1..5) of INTEGER;

type MATRIX is array

(1..K*J,Func(N)..Func(N*M)) of FLOAT;

type STUNDENTAFEL is array

(TAG range MO..SA, 1..8) of TEXT;

Die generelle Form einer Felddefinition ist

type t is array (t1, . . . , tn) of t′;

wobei t der definierte Typ des n-dimensionalen Feldes
ist, t1, . . . , tn die n Indexbereiche sind und t′ der Kom-
ponentyp ist.

Eine Besonderheit von Ada ist, dass Feldgrenzen
nicht statisch festgelegt werden müssen. Daher können
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auch Bereiche wie Func(N)..Func(N*M) angegeben
werden, deren Grenzen erst zur Laufzeit durch An-
wendung der Funktion Func berechenbar sind. In die-
sen Fällen sind natürlich auch die von den Grenzen
abhängigen Attribute erst während der Ausführung be-
rechenbar. Diese Attribute sind (für i ∈ {1, . . . , n}) vor-
definiert:

Funktion Typ Beschreibung
t’FIRST(i) ti untere Indexgrenze
t’LAST(i) ti obere Indexgrenze
t’LENGTH(i) CARDINAL Anzahl der Werte

Eine weitere Besonderheit sind Feldtypen mit unspe-
zifizierten Grenzen. Beispielsweise ist diese Typdefini-
tion erlaubt:

type MATR is array

(INTEGER range <>, INTEGER range <>)

of FLOAT;

Allerdings können von diesem abstrakten Typ direkt
keine Instanzen erzeugt werden. Bei der Deklaration
einer Variable dieses Typs müssen die fehlenden Be-
reichsangaben nachgetragen werden. Zum Beispiel ist
MY MATRIX eine Variable eines Typs mit dynamisch
festgelegten Grenzen:

MY MATRIX: MATR(1..20,FUNC(N)..FUNC(N*M));

Der vordefinierte Typ STRING ist ein eindimensiona-
les Feld von Zeichen mit unspezifizierten Grenzen. Die
Länge eines Strings muss bei Variablendeklarationen
angegeben werden. Die Längenangabe kann aber ent-
fallen, wenn die Länge aus dem Kontext herleitbar ist.
Auch hier spielen pragmatische Entscheidungen eine
größere Rolle als ein klares Konzept.

Verbundtypen. Diese werden ähnlich wie in vielen
anderen Sprachen definiert:

type DATUM is

record

TAG: INTEGER range 1..31;

MONAT: MONATSNAME;

JAHR: INTEGER range 1800..2200;

end record;

Verbundtypen können Diskriminanten enthalten; das
sind spezielle Komponenten, die dazu beitragen, die
Struktur des Verbundtyps zu bestimmen. Im nächsten
Beispiel werden sie dazu verwendet, die Bereichsgren-
zen von Feldern des weiter oben definierten Typs MATR
zu spezifizieren.

type MATRIZEN (L: INTEGER; R: INTEGER) is

record

M1: MATR(1..2*L, 1..3*R);

M2: MATR(1..3*R, 1..2*L);

end record;

Ein Spezialfall sind Verbunde mit Varianten. Varian-
ten werden mittels case-Anweisung auf einer (oder
mehreren) Diskriminanten festgelegt. Der variante Ver-
bundtyp PERIPHERIE im folgenden Beispiel enthält die
Komponente ZEILE genau dann, wenn die Diskrimi-
nante SORTE den Wert DRUCKER enthält. In den bei-
den anderen Fällen sind statt dessen die Komponenten
ZYLINDER und SPUR vorhanden.

type GERAET is (DRUCKER,PLATTE,TROMMEL);

type PERIPHERIE (SORTE: GERAET) is

record

STATUS: ZUSTAND;

case SORTE is

when DRUCKER =>

ZEILE: INTEGER;

when others =>

ZYLINDER: INTEGER;

SPUR: INTEGER;

end case;

end record;

Ada bietet zahlreiche Möglichkeiten um die Speicher-
auslegung für Instanzen von Typen genau zu spezifizie-
ren. Beispiele:

type Device Register is range 0..2**8-1;

D: Device Register;

for D’Size use 8;

for D’Address use To Address(16#FF00#);

type Colors is (Red,Green,Blue);

for Colors use (Red=>10,Green=>20,Blue=>30);

type Status Word is record

Mask : array (0..7) of Boolean;

Protection: Integer range 0..3;

Something : Address;

end record;

for Status Word use record

Mask : at 0*Word range 0..7;

Protection: at 0*Word range 10..11;

Something : at 1*Word range 8..31;

end record;

for Status Word’Alignment use 8;

3.1.3 Unterbereichstypen,

abgeleitete Typen und Zeiger

Von jedem Typ (oder Unterbereichstyp) können ver-
schiedene Unterbereichstypen erzeugt werden. Ein Un-
terbereichstyp enthält zusätzliche Einschränkungen ge-
genüber dem Typ, dessen Unterbereichstyp er ist. Es
können Wertebereiche (range MO..FR, range 1..9,
etc.) und Genauigkeiten (digits 6, delta 0.1, etc.)
stärker eingeschränkt, bzw. bei Feldern Bereichsanga-
ben und bei Verbunden Diskriminanten festgelegt wer-
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den. Hier sind einige Beispiele für Typen, die Unterbe-
reichstypen von weiter oben definierten Typen sind:

subtype WERKTAG is TAG’(MO)..TAG’(SA);

(entspricht TAG range MO..SA)
subtype SMALL is INTEGER range -100..100;

subtype BETRIEBS SPANNUNG is

SPANNUNG delta 0.5 range 0.0..5.0;

subtype PP is PREIS range 0.01..999.99;

subtype SMALL VEKTOR is VEKTOR(2..4);

subtype MATRIX1 is MATR(1..100,1..100);

subtype PER DR is PERIPHERIE(DRUCKER);

Unterbereichstypen stellen keine neuen Typen im ei-
gentlichen Sinn dar. Sie legen nur Einschränkungen
fest, die zur Laufzeit überprüft werden. Falls eine
Einschränkung nicht erfüllt ist, wird eine Ausnahme-
behandlung (engl.

”
exception handling“) eingeleitet.

Instanzen verschiedener Unterbereichstypen eines ge-
meinsamen Typs dürfen in Ausdrücken gemischt vor-
kommen. (Wie wir später sehen werden, sind Unter-
bereichstypen wie Untertypen verwendbar; jedoch er-
folgt die Überprüfung der Einschränkungen in Ada
zur Laufzeit, während bei Untertypen meisst statische
Typüberprüfungen möglich sind.)

Alle Typen haben einen Namen. Das heißt, mit Aus-
nahme von Feldern und Zeigern muss es für jeden ver-
wendeten und nicht vordefinierten Typ eine explizite
Typdefinition geben. (Für Feld- und Zeigertypen wird
implizit ein nach außen nicht sichtbarer Name ange-
nommen falls kein Name explizit definiert ist.) Unter-
bereichstypen können dagegen direkt in Variablende-
klarationen vorkommen. Siehe zum Beispiel obige De-
klaration von MY MATRIX.

Neben den Unterbereichstypen gibt es die soge-
nannten abgeleiteten Typen. Im Gegensatz zu Unter-
bereichstypen sind abgeleitete Typen tatsächlich ei-
genständige Typen, die in Ausdrücken nicht gemischt
vorkommen dürfen. Der Compiler prüft auf Namens-
gleichheit. Auf jedem abgeleiteten Typ sind dieselben
Operationen anwendbar, die auf dem Typ, aus dem er
abgeleitet wurde, anwendbar sind (= Überladen). Fol-
gendes Beispiel zeigt die Syntax abgeleiteter Typdekla-
rationen:

type APFEL is new INTEGER range 0..100;

type BIRNE is new INTEGER range 0..100;

Obwohl APFEL und BIRNE dieselbe Struktur haben und
aus demselben Typ erzeugt wurden, stellen sie zwei
völlig verschiedene Typen dar. Instanzen dieser Typen
werden jedoch durch explizite Typumwandlung ver-
gleichbar. Dies ist möglich, da die interne Repräsenta-
tion eines abgeleiteten Typs im übersetzten Programm
der des Typs, von dem abgeleitet wurde, entspricht. Al-
lerdings ist die Typumwandlung nur zwischen je zwei

Typen, die gemeinsam in einer Definition eines abgelei-
teten Typs vorkommen, erlaubt. Daher kann aus dem
Inhalt einer Variable A vom Typ Apfel nur durch die-
se zweifache Typumwandlung eine Instanz des Typs
BIRNE erzeugt werden: BIRNE(INTEGER(A)).

Zum Abschluss seien Zeigertypen erwähnt. Auf jeden
beliebigen Datentyp kann auch ein Zeigertyp definiert
werden. Zum Beispiel ist APFEL P der Typ eines Zeigers
auf eine Instanz des Typs Apfel:

type APFEL P is access APFEL;

MY APFEL: APFEL P := new APFEL;

Ein Zeiger dieses Typs auf eine neue Instanz von APFEL

im Heap wird mittels new APFEL erzeugt. Der Typ, der
nach new steht, muss so genau spezifiziert sein, dass ei-
ne neue Instanz davon erzeugt werden kann; die Gren-
zen von Arrays und Diskriminanten von Verbunden
müssen festgelegt werden. Bei der Definition eines Zei-
gertyps brauchen diese Einschränkungen nicht bekannt
zu sein.

3.2 Prozeduren und Prozesse

Nicht nur Daten im eigentlichen Sinn haben einen Typ.
Auch Funktionen, Prozeduren und Prozessen kann ein
Typ zugeordnet werden. In manchen Sprachen haben
auch Module einen Typ—z.B. in ML, in Ada aber nur
ansatzweise.

3.2.1 Funktionen und Prozeduren

Hier sind einige Beispiele für Funktions- und Prozedur-
Deklarationen in Ada:

procedure PUSH (EL: in ELEMENT T;

ST: in out STACK T);

procedure POP (EL: out ELEMENT T;

ST: in out STACK T);

function MAX (X,Y: in FLOAT) return FLOAT;

function "*" (X: in MATR(A,B);

Y: in MATR(B,C))

return MATR(A,C);

Die Wörter in, out und in out legen den Modus
(= Flussrichtung der Daten) der Parameter fest. In
Ada können vordefinierte Operatoren, wie z.B. *, über-
laden werden.

Der Kopf einer Routine kann als Typdefinition auf-
gefasst werden, die den Namen der Routine, die An-
zahl, Typen und Modi der Parameter und, bei Funk-
tionen, den Ergebnistyp festlegt. In Ada 83 wird jedem
Funktions- oder Prozedurnamen genau eine Implemen-
tierung zugeordnet, die man als die einzige Instanz des
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entsprechenden Typs der Routine ansehen kann. We-
gen dieser strikten eins-zu-eins-Beziehung zwischen ei-
ner Implementierung und dessen Typ reicht ein gemein-
samer Name für beide. Es ist wenig sinnvoll, Funktions-
oder Prozedurtypen wie gewöhnliche Datentypen zu
behandeln, da die Angabe eines solchen Typs die da-
zugehörige Implementierung eindeutig festlegt.

Im Gegensatz zu Ada 83 behandeln einige imperative
Sprachen (z.B. C, Modula 2 und auch Ada 95) Typen
von Routinen wie (gewöhnliche) Datentypen. Diese Ty-
pen erlauben uns, Routinen in Feldern und Verbunden
zu speichern und als Argumente an Routinen zu über-
geben. Dadurch wird die eins-zu-eins-Beziehung zwi-
schen Typen und Implementierungen aufgehoben, so-
dass es für jeden Typ mehrere Implementierungen ge-
ben kann. Es ist notwendig, Implementierungen einen
Namen zu geben, der sich vom Typnamen unterschei-
det. In C und Ada 95 wird dies durch Zeiger auf Im-
plementierungen bewerkstelligt. Zum Beispiel:

type OP P is access function (X,Y: in FLOAT)

return FLOAT;

MY OPERATION: OP P := MAX’Access;

Welcher der beiden oben beschriebenen Ansätze ist
besser? Diese Frage lässt sich nicht allgemein beant-
worten. (In Sprachen wie C und Ada 95 werden daher
beide Ansätze verwendet—eine eins-zu-eins-Beziehung
zwischen Typ und Implementierung für gewöhnliche
Routinen und Trennung zwischen Typ und Implemen-
tierung bei Verwendung von Zeigern auf Routinen.) Ei-
nerseits bietet die Trennung von Typ und Implemen-
tierung größere Flexibilität, andererseits stellt sie auch
eine zusätzliche Fehlerquelle dar. In fast allen Spra-
chen, die mehrere Implementierungen eines Typs von
Routinen erlauben, wird Typäquivalenz als Struktur-
gleichheit aufgefasst. Daher haben alle Implementie-
rungen mit gleich strukturierten Schnittstellen densel-
ben Typ, auch wenn die Implementierungen ansonsten
nichts miteinander zu tun haben.

Eine eins-zu-eins-Beziehung zwischen Typ und Im-
plementierung bedeutet dagegen immer Typäquiva-
lenz aufgrund von Namensgleichheit. Erst in letzter
Zeit wurden Sprachen entwickelt, die Äquivalenz von
Funktionstypen aufgrund von Namensgleichheit un-
terstützen und trotzdem mehrere Implementierungen
eines Typs zulassen. Dabei müssen getrennte Namen
für Routinentypen und Implementierungen definiert
werden, und jede Implementierung muss sich explizit
auf einen Routinentyp beziehen, wodurch sich manch-
mal der Schreibaufwand stark erhöht (siehe Kapitel 5).

Ein bedeutendes neues Typmodell für die objekt-
orientierte Programmierung zeigt, dass Typäquivalenz
aufgrund von Strukturgleichheit neben übereinstim-
menden Schnittstellen auch explizit spezifizierte über-
einstimmende semantische Eigenschaften einschließen

kann (siehe ebenfalls Kapitel 5). Dieses Typmodell
ist daher bezüglich der Äquivalenz von Prozedurtypen
noch aussagekräftiger als ein auf Typäquivalenz auf-
grund von Namensgleichheit beruhendes System, da
Namensgleichheit zwar das Zusammenfassen beliebiger
Prozeduren zu einem Typ erlaubt, aber diese Zuord-
nung in keiner Weise begründet.

3.2.2 Inkarnationen und Prozesse

Eine Besonderheit von Ada sind Prozesse (
”
tasks“ in

Ada-Terminologie) für die nebenläufige Programmie-
rung (

”
concurrency“). Jeder Prozess hat einen Typ,

der wie jeder Datentyp behandelt wird und von dem
mehrere Instanzen erzeugt werden können, wie folgen-
des Beispiel zeigt:

task type DRUCKER TREIBER is

entry DRUCKE ZEILE(ZL: in STRING(80));

entry SEITENVORSCHUB;

entry DRUCKER STATUS(F: out STATUS);

end;

DRUCKER POOL: array(1..MAX DRUCKER)

of DRUCKER TREIBER;

DRUCKER POOL(1).DRUCKE ZEILE("Hallo!");

Die Deklaration eines solchen Typs spezifiziert Ein-
stiegspunkte (

”
entries“) in einen Prozess dieses Typs.

Ein Prozess ist die Ausführung eines Programmstücks,
in der Regel in einer Schleife. Wenn ein

”
accept state-

ment“ für einen Einstiegspunkt ausgeführt wird, wartet
der Prozess so lange, bis ein anderer Prozess einen Auf-
ruf dieses Einstiegspunktes macht und dadurch das

”
ac-

cept statement“ und der Aufruf in Interaktion treten.
Der aufrufende Prozess wartet so lange, bis das

”
ac-

cept statement“ vollständig abgearbeitet ist (
”
Rendez-

vous“). Wie bei Prozeduraufrufen können Argumente
in beide Richtungen übergeben werden. Für jeden Pro-
zess p und jeden seiner Einstiegspunkte e gibt es einige
Attribute:

Funktion Typ Beschreibung
p’TERMINATED BOOLEAN p beendet?
p’PRIORITY CARDINAL Priorität von p
p’STORAGE SIZE CARDINAL Speicherbedarf für p
e’COUNT CARDINAL Anzahl der Aufrufe

Wie bei Funktionen und Prozeduren besteht eine
eins-zu-eins-Beziehung zwischen dem Typ eines

”
task“

und dem von allen Prozessen dieses Typs ausgeführ-
ten Programmstück, der Implementierung des Prozes-
ses. Wie bei Funktionen und Prozeduren könnte man
auch bei Prozessen diese fixe eins-zu-eins-Beziehung
auflösen. Dadurch würde eine dreistufige Hierarchie
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entstehen: Ein Prozesstyp hat mehrere Implementie-
rungen, und jede Implementierung kann mehrere Pro-
zesse aufspannen.

Auch bei Routinen kann man sich eine solche Drei-
teilung vorstellen, wenn man Implementierungen von
Routinen als Typen und deren Inkarnationen (= durch
Routinenaufrufe erzeugte

”
stack frames“) als Instanzen

der Implementierungen betrachtet. Die Instanzen von
Typen sind also wiederum Typen, die Instanzen einer
niedrigeren Ebene beschreiben:

Typ einerer Routine oder eines
”
task“

↑ (ist vom Typ)

Implementierung
↑ (ist vom Typ)

Routinen-Inkarnation oder
”
task“

Tatsächlich werden in einigen Sprachen, z.B. einigen
Dialekten von Lisp und Smalltalk, Inkarnationen von
Routinen wie gewöhnliche Daten behandelt. In einigen
Sprachen wird auch versucht, Prozeduren, Funktionen
und Prozesse—und manchmal auch Module—zu ei-
nem einzigen Konstrukt zu vereinigen, sodass die oben
dargestellte Hierarchie einheitlicher wird. Natürlich
ist es bei Verwendung polymorpher Typsysteme auch
möglich, dass eine Implementierung mehrere Typen hat
und eine Inkarnation oder ein

”
task“ mehreren Im-

plementierungen entspricht, obwohl letzteres recht un-
praktisch ist.

Eine mehr als zweistufige Hierarchie ist als Typ-
Instanz-Beziehung aber oft hinderlich. Eine Lösung
bietet hier Vererbung, wobei eine konkrete Implemen-
tierung von einem abstrakten Routinen- oder Prozess-
typ erbt (siehe Kapitel 5).

3.3 Generische Pakete

Ada hat die Signaturen des theoretischen Konzepts der
heterogenen Algebren mit Parametersorten (siehe Ab-
schnitt 2.3) fast unverändert zur Definition der Schnitt-
stellen von abstrakten Datentypen übernommen.

Das Beispiel in Abbildung 3.1 veranschaulicht die
Definition eines generischen Paketes (= Ada-Termino-
logie für Module mit Parametern). Das generische Pa-
ket STACK hat zwei Parameter. Der erste gibt den Typ
der Stackelemente an, der zweite die maximale Anzahl
von Elementen in einem Stack. Der Typ eines Stacks,
STACK T, ist, wie die im öffentlichen Teil des Paketes de-
klarierten Prozeduren und Funktionen, allgemein ver-
wendbar. Da STACK T hier als limited private de-
klariert ist, ist seine Struktur nach außen unsichtbar,
und seine Instanzen können nur von den von STACK zur
Verfügung gestellten Prozeduren und Funktionen gese-
hen und manipuliert werden. Im privaten Teil wird die

generic

type ELEMENT T is private;

MAX ELEM: CARDINAL;

package STACK is

type STACK T is limited private;

procedure PUSH (EL: in ELEMENT T;

ST: in out STACK T);

procedure POP (EL: out ELEMENT T;

ST: in out STACK T);

function IS EMPTY (ST: in STACK T)

return BOOLEAN;

function IS FULL (ST: in STACK T)

return BOOLEAN;

private

type STACK T is

record

EINTRAEGE: array (1..MAX ELEM)

of ELEMENT T;

INDEX: INTEGER range 0..MAX ELEM;

end record;

end STACK;

package body STACK is
...

end STACK;

package I STACK is new STACK(INTEGER,100);

MY STACK: I STACK.STACK T;

Abbildung 3.1: Beispiel für generisches Paket

Typdefinition vervollständigt, sodass sie der Compiler
sehen kann.

Die Implementierung der Prozeduren und Funktio-
nen eines Paketes erfolgt im

”
package body“, der eine

getrennte Übersetzungseinheit sein kann. In Ada gibt
es auch bei Modulen eine eins-zu-eins-Beziehung zwi-
schen dem Modultyp (= Signatur des ADT = Dekla-
rationsteil eines Paketes) und seiner Implementierung
(= Gesetze einer freien Algebra =

”
package body“).

Auch bei Modulen könnte man, wie in einigen objekt-
orientierten Sprachen, mehrere Implementierungen ei-
nes Modultyps zulassen.

Ein generisches Paket ist nicht direkt verwendbar.
Statt dessen muss daraus ein neues (nicht generisches)
Paket, im obigen Beispiel I STACK, erzeugt werden, in
dem alle Parameter durch konkrete Typen bzw. Werte
ersetzt sind. Dieses Paket kann man verwenden; z.B.
kann man eine Variable MY STACK vom von I STACK

exportierten Typ STACK T deklarieren. Die Möglich-
keit, beliebig viele neue Pakete aus STACK zu erzeugen,
kann man auf vielfältige Weise nutzen. Zum Beispiel
kommt die einfachere Variante in Abbildung 3.2 oh-
ne STACK T aus, wodurch jede Prozedur und Funktion
ein Argument weniger hat. Die benötigten Datenstruk-
turen werden nicht mehr über Argumente übergeben,
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generic

type ELEMENT T is private;

MAX ELEM: CARDINAL;

package STACK1 is

procedure PUSH (EL: in ELEMENT T);

procedure POP (EL: out ELEMENT T);

function IS EMPTY return BOOLEAN;

function IS FULL return BOOLEAN;

end STACK1;

package body STACK1 is

EINTRAEGE: array (1..MAX ELEM)

of ELEMENT T;

INDEX: INTEGER range 0..MAX ELEM;

...

end STACK1;

package I STACK1 is new STACK1(INTEGER,100);

MY STACK1: I STACK1;

Abbildung 3.2: Beispiel für vereinfachten ADT

sondern stehen in globalen Variablen. Durch Erzeugen
neuer Pakete aus STACK1 werden auch neue Versionen
dieser globalen Variablen erzeugt, sodass sie sich nicht
gegenseitig beeinflussen können.

In Ada gibt es in diesem Zusammenhang ein Pro-
blem: Da für jede Variable wie MY STACK1 auch ein neu-
es Paket erzeugt werden muss, ist es im Allgemeinen
nicht möglich, ein Feld von solchen Stacks zu erzeugen.
Im Prinzip wäre es nur nötig, implizite Definitionen
neuer Pakete aus STACK1 bei der Initialisierung von
Zeigern zuzulassen, um dieses Problem zu vermeiden.
Zum Beispiel könnte man dann ein Feld von Zeigern
auf Stacks etwa so deklarieren:

type ST P is access STACK1;

F: array (1..10) of ST P :=

(1..10 => new STACK1(INTEGER,100));

In jenen objektorientierten Sprachen, in denen Modu-
le und Klassen zusammenfallen, werden auf ähnliche
Weise neue Objekte erzeugt. (In Ada 95 wurde jedoch
ein anderer Weg gewählt.)

Die Entwickler von Ada 83 geben als Begründung
für die Nichtunterstützung von Routinen als Parame-
ter und Zeigern auf Module an, dass durch diese Kon-
zepte die statische (= textuelle) Programmsicherheit
gefährdet wäre, da der Programmierer sich nicht mehr
auf die strikte eins-zu-eins-Beziehung zwischen Namen
und Routinen bzw. Modulen verlassen könnte. Mitt-
lerweile wurde diese Entscheidung teilweise revidiert:
Ada 95 unterstützt Routinen als Parameter und bie-
tet neue Sprachkonstrukte mit ähnlicher Funktionalität
wie Zeiger auf Module (siehe Abschnitt 5.1.1). Wegen
der geforderten statischen Programmsicherheit gibt es
jedoch auch weiterhin keine Zeiger auf Module.

Während STACK einer Algebra sehr genau entspricht,
kann STACK1 nicht einfach als Algebra aufgefasst wer-
den. Der Grund liegt in den globalen Variablen, die in
Algebren unbekannt sind. Andererseits sind solche glo-
bale Variablen zusammen mit der Möglichkeit, beliebig
viele Versionen davon zu erzeugen, ein mächtiges und
häufig verwendetes Werkzeug in modernen Program-
miersprachen. Daher entwickelte man neben Algebren
auch andere theoretische Modelle, die den tatsächlichen
Gegebenheiten in vielen imperativen Sprachen besser
entsprechen.

3.4 Literaturhinweise

Es gibt zahlreiche Bücher und Zeitschriftenartikel über
Ada. In der TU-Hauptbibliothek sind über 80 relevante
Bücher, Zeitschriften und Konferenzberichte vorhan-
den. Der offizielle Sprachstandard von Ada 83 ist in
[2] beschrieben, der von Ada 95 in [3]. Informationen
über aktuelle Standards und Entwicklungen zu Ada
sind unter http://ada-auth.org/standards/ zu fin-
den. Darüber hinaus enthält praktisch jedes Buch über
eine typisierte Sprache auch ein (oder mehrere) Kapitel
über Typen in der jeweiligen Sprache.



Kapitel 4

Modelle polymorpher Typsysteme und

Typen in funktionalen Sprachen

In diesem Kapitel werden die Beschreibungen aus
Kapitel 2 in Richtung universell quantifizierter poly-
morpher Typsysteme verfeinert und Beispiele von Ty-
pen in funktionalen Sprachen behandelt. Abschnitt 4.1
führt Subtyping in Algebren ein. (Parametrische alge-
braische Typsysteme wurden bereits in Abschnitt 2.3
eingeführt.) Abschnitt 4.2 gibt einen kurzen Überblick
über Typinferenz und das Damas-Milner Typsystem,
eine Erweiterung des einfachen typisierten Lambda-
Kalküls. In diesem Abschnitt wird auch das Typ-
system der Sprache ML kurz erläutert. Abschnitt 4.3
beschäftigt sich mit Ansätzen von Subtyping in funk-
tionalen Sprachen. Diese Ansätze werden auch als
eine Grundlage für Typen in der objektorientierten
Programmierung verwendet. Schließlich wird in Ab-
schnitt 4.4 das PER-Modell kurz angerissen um ein
tieferes Verständnis des Typbegriffs zu vermitteln.

4.1 Order-sorted Algebras

Heterogene Algebren (siehe Abschnitt 2.3) sind ei-
ne von mehreren theoretischen Grundlagen für die
Einführung einer großen Zahl von Typen in Program-
miersprachen. Im vorigen Kapitel wurde die Flexibi-
lität dieser Grundlage zur Definition von allgemeinen
Modulen und abstrakten Datentypen genutzt. Diese
große Flexibilität ist jedoch nicht immer erwünscht, da
sie leicht zu unstrukturierten, komplexen Programmen
führt, in denen Routinen auf vielfältige und oft un-
durchschaubare Weise überladen sind. Man versucht
daher, zusätzliche Strukturierungsmechanismen ein-
zuführen, die einen

”
Wildwuchs“ an Typen und Routi-

nen zu vermeiden helfen. In heterogenen Algebren ge-
schieht dies oft dadurch, dass eine Ordnung auf Sorten
eingeführt wird. Man spricht dann von einer

”
order-

sorted algebra“. Durch die zusätzliche Strukturierung
wird auch Subtyping ermöglicht.

Zur Wiederholung: Eine heterogene Algebra ist ein

Tupel (A1, . . . , An,Ω), wobei A1, . . . , An Trägermen-
gen sind und Ω ein System von Operationen ist, deren
Bedeutungen durch eine Menge von Gesetzen ∆ festge-
legt werden. Jede Trägermenge Ai entspricht genau ei-
ner Sorte si aus der Menge der Sorten S = {s1, . . . , sn}.
Jede Operation in Ω hat einen Typ und einen In-
dex. Zum Beispiel kann man Typ und Index einer m-
stelligen Operation ω ∈ Ω in der Form

ω : si1 × · · · × sim
→ sj

anschreiben, wobei die Indizes j, i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n}
und sj , si1 , . . . , sim

∈ S. Die Signatur einer Algebra
entspricht in etwa der Schnittstelle eines ADT. Sie be-
steht aus S, Ω und den Typen und Indizes der Opera-
tionen in Ω. Sie enthält weder die Trägermengen noch
die Gesetze.

4.1.1 Verbände über Sortenmengen

Für die Einführung einer Ordnung auf einer Algebra
bietet sich ihre Signatur an, da nur sie außerhalb ei-
nes ADT sichtbar ist. Hier bietet sich vor allem die
Menge S an, da ihre Elemente den Typen in Program-
miersprachen entsprechen. Wir nehmen an, dass S die
beiden Sorten ⊤ und ⊥ enthält und führen einen Ver-
band 〈S,≤,⊔,⊓,⊤,⊥〉 über S ein. Dieser hat folgende
Eigenschaften:

1. ≤ ist eine reflexive, transitive und antisymmetri-
sche Relation auf S (= Halbordnung von S), so-
dass ⊥ ≤ s und s ≤ ⊤ für alle s ∈ S gilt.

2. Für jedes s1 ∈ S und s2 ∈ S sind das Supremum
s1 ⊔ s2 = s3 ∈ S (s3 ist das kleinste Element von
S mit s1 ≤ s3 und s2 ≤ s3) und Infimum s1 ⊓
s2 = s4 ∈ S (s4 ist das größte Element von S mit
s4 ≤ s1 und s4 ≤ s2) eindeutig definiert. Dabei
gilt: s ⊔ s′ = s′ ⇔ s ≤ s′ ⇔ s ⊓ s′ = s.

Ein Verband kann leicht als ein zusammenhängender
Graph (Hasse-Diagramm) dargestellt werden. In diesen
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beiden Beispielen stellt jeder Punkt ein Element von S
dar:
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Für je zwei Sorten s und s′ gilt s ≤ s′ genau dann wenn
es im Graphen mindestens einen stets von unten nach
oben führenden Pfad zwischen s und s′ gibt. Auch Su-
premum und Infimum zweier Sorten sind im Graphen
leicht zu finden, wenn man die Pfade nach oben bzw.
unten verfolgt.

Die obigen Graphen kann man so deuten, dass sie das
Enthaltensein der Instanzenmengen von Typen bzw.
Vererbung in objektorientierten Programmen darstel-
len. Sorten entsprechen ja Typen in Programmierspra-
chen. Für s, s′ ∈ S mit s ≤ s′ entspricht s einem Un-
tertyp von s′ und s′ einem Obertyp von s. Der linke
Graph stellt Mehrfach- und der rechte, abgesehen von
der Sorte ⊥, Einfachvererbung dar.

Einige wichtige Eigenschaften heterogener Algebren,
auf deren Sortenmengen Verbände definiert sind, las-
sen sich leicht verstehen. Zwischen den Trägermengen
A1, . . . , An (= Wertemengen) und den entsprechenden
Sorten s1, . . . , sn (= Typen) gelten folgende Beziehun-
gen (für alle i, j, k ∈ {1, . . . , n}):

si ≤ sj ⇔ Ai ⊆ Aj

si = sj ⊓ sk ⇔ Ai ⊆ Aj ∩Ak

Intuitiv bedeutet das, dass jeder Untertyp eine Menge
von Werten beschreibt, die eine Teilmenge der von sei-
nem Obertyp beschriebenen Wertemenge ist. Weiters
gilt, dass je zwei von Typen beschriebene Wertemen-
gen nur solche gemeinsame Werte enthalten, die auch
in der Wertemenge eines gemeinsamen Untertyps dieser
zwei Typen enthalten sind. Die durch ⊥ beschriebenen
Werte sind in jeder Trägermenge enthalten; und ⊤ be-
schreibt die Menge aller Werte. Das heißt, für si = ⊤
und sj = ⊥ gilt

Ai =
⋃

k=1,...,n

Ak und Aj =
⋂

k=1,...,n

Ak.

Meist enthält Aj nur einen Wert, der oft ebenfalls
durch ⊥ dargestellt wird. Er repräsentiert undefinier-
te Ergebnisse von Operationen, also (nicht existie-
rende) Ergebnisse von Endlosrekursionen bzw. Fehler-
zustände.

4.1.2 Polymorphe Operationen

Dadurch, dass Trägermengen teilweise ineinander ent-
halten sind, sind auch die Operationen automatisch
polymorph. Angenommen, eine Operation ω ∈ Ω mit
ω : si1 × · · · × sim

→ sj ist durch die Gesetze in ∆
vollständig definiert. Dann ist ω durch dieselben Ge-
setze gleichzeitig auch als (für k ∈ {1, . . . ,m})

ω : si′
1
× · · · × si′

m
→ sj′ mit sj ≤ sj′ und si′

k
≤ sik

vollständig definiert. Das ist auch intuitiv klar, da je-
de Operation eine Menge von Eingangswerten in eine
Menge von Ergebniswerten abbildet. Natürlich ist die
Operation auch auf jeder beliebigen Teilmenge der Ein-
gangswerte definiert, und das Ergebnis liegt stets auch
in jeder Obermenge der tatsächlich möglichen Ergeb-
niswerte.

Wenn man typisierte Variablen betrachtet, bedeutet
das für eine Programmiersprache Folgendes: In einem
Aufruf einer Routine kann an der Position eines Ein-
gangsparameters jede Variable stehen, deren statischer
Typ ein Untertyp des statischen Typs des entsprechen-
den formalen Parameters ist. Der aktuelle Wert der
Variable zum Zeitpunkt des Routinenaufrufs ist dann
in jedem Fall eine Instanz des Parametertyps. An der
Position eines Ausgangsparameters kann jede Variable
stehen, deren statischer Typ ein Obertyp des entspre-
chenden Parametertyps ist, damit der von der Proze-
dur zurückgegebene Wert in jedem Fall eine Instanz des
statischen Variablentyps ist. Ein Durchgangsparameter
muss genau denselben statischen Typ haben wie eine
Variable an dieser Position, da die Variable sowohl ein
Eingangsargument liefert als auch einen Ergebniswert
übernimmt. Ein Beispiel verdeutlicht dies. Die Typen
des Programms seien folgendermaßen angeordnet:

HHHHH

���������HHHHH

�����

�����

HHHHH HHHHHHHHH

�����
⊤

Person

Wert

Student Angestellter

Geldbetrag

Werkstudent

⊥

Damit wäre dieses Programmstück in einer Pseudo-
sprache erlaubt:
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procedure Beitrag(V: in Person;

S: in out Wert;

B: out Geldbetrag);

VERSICHERT: Student := ...;

VERS LEIST: Wert := ...;

BEITRAG: Wert;

Beitrag(VERSICHERT, VERS LEIST, BEITRAG);

Nehmen wir an, dass in diesem Beispiel die Prozedur
Beitrag für einen Versicherten (erstes Argument) die
Versicherungsleistungen (zweites Argument) anpasst
und die Höhe des Versicherungsbeitrages (drittes Ar-
gument) ermittelt. Die Prozedur berechnet die Ergeb-
nisse aufgrund der Werte der übergebenen Argumen-
te. Das Ergebnis kann nur dann richtig berechnet wer-
den, wenn alle Argumente in den von der Prozedur er-
warteten Wertemengen liegen. Nachdem jede Instanz
von Student auch eine Instanz von Person ist, kann
man der Prozedur jeden beliebigen Wert in einer Va-
riable vom statischen Typ Student als erstes Argument
übergeben. Die Prozedur liefert an dritter Argument-
position einen Geldbetrag zurück. Da jede Instanz von
Geldbetrag auch eine Instanz von Wert ist, kann eine
Variable vom statischen Typ Wert das Ergebnis über-
nehmen. Für den Durchgangsparameter an zweiter Po-
sition kann nur eine Variable vom statischen Typ Wert

verwendet werden, da diese Variable sowohl das Ein-
gangsargument liefert als auch das Ergebnis aufnimmt.

Zusammengefasst gilt in jeder stark typisierten Spra-
che: Wird der Wert einer Variable x an eine andere
Variable y zugewiesen, muss der statische Typ von x
ein Untertyp des statischen Typs von y sein. Entspte-
chendes gilt auch für die Parameterübergabe. Durch
diese Regel kann bei der Zuweisung zwar Informati-
on über den Typ eines Wertes verloren gehen, aber es
ist niemals notwendig, Typüberprüfungen zur Laufzeit
vorzunehmen.

4.2 Typinferenz und

das Typsystem von ML

Im typisierten Lambda-Kalkül (siehe Abschnitt 2.1)
können monomorphe Funktionen auf einfache Weise
ausgedrückt werden. Beispielsweise kann man leicht
Funktionen der beiden Typen Integer→ Integer und
Float→ Float erzeugen. Man kann aber keine generi-
sche Funktion schreiben, die ein Argument eines belie-
bigen (unbekannten) Typs in ein Ergebnis vom Argu-
menttyp abbildet. Wir hätten zum Beispiel gerne die
Möglichkeit, Funktionen des Typs a→a auszudrücken,
wobei a ein Typparameter ist, für den jeder beliebige
Typ eingesetzt werden kann. Solche Typparameter wer-
den implizit als universell über die Menge aller Typen
quantifiziert angesehen.

Als einen ersten Versuch zur Einführung von Typpa-
rametern in den Lambda-Kalkül erweitern wir die Kon-
versionsregeln entsprechend. Zum Beispiel fügen wir zu
den Regeln aus Abschnitt 2.1.2 unter anderem die Re-
geln

((λx:v.e1:t1):v→t1 e2:t2):t1
⇐⇒ ([t2/v]([e2/x]e1:t1)):t1

((λx:v.e1:v):v→v e2:t):t
⇐⇒ ([t/v]([e2/x]e2:t)):t

ein, wobei v jeweils ein Typparameter ist. Allerdings
haben wir jetzt ein Problem: Es ist im Allgemeinen
nicht feststellbar, ob ein Programm typkonsistent ist
oder nicht. Dieses Typüberprüfungsproblem ist genau-
so unentscheidbar wie viele ähnliche Ansätze.

4.2.1 Typinferenz

Statt zu versuchen, das schwierige Typüberprüfungs-
problem direkt zu lösen, kann man einen Schritt weiter
gehen: Alle Typbezeichner werden aus den Lambda-
Ausdrücken entfernt, sodass nur mehr der ursprüng-
liche untypisierte Lambda-Kalkül übrig bleibt. Dann
wird versucht, die Typen der Lambda-Ausdrücke aus
diesen untypisierten Ausdrücken zu berechnen. Diesen
Berechnungsvorgang nennt man Typinferenz. Praktisch
bedeutet das, dass der Programmierer seine Program-
me schreibt, ohne Typen angeben zu müssen. Der Com-
piler berechnet die fehlenden Typangaben aus der Ver-
wendung der einzelnen Programmteile. Viele moderne
funktionale Programmiersprachen, vor allem ML und
dessen Dialekte sowie Haskell, beruhen tatsächlich auf
dem Prinzip der Typinferenz. Hier ist ein kurzer Aus-
schnitt aus einer Interaktion mit einem Standard-ML-
Interpreter:

Eingabe: fun pluszwei x = x + 2 ;

Ergebnis: val pluszwei = fn : int -> int

Eingabe: fun ident x = x ;

Ergebnis: val ident = fn : ’a -> ’a

Die erste Eingabe definiert (aufgrund des Schlüsselwor-
tes fun) die Funktion pluszwei mit dem Argument x,
die als Ergebnis x + 2 liefert, wobei + die ganzzahli-
ge Addition bezeichnet. Das Ergebnis dieser Definition
in der zweiten Zeile besagt, dass pluszwei eine Funk-
tion von int nach int ist. Der eingebaute Compiler
hat also anhand der Addition mit 2 festgestellt, dass
pluszwei nur auf int definiert ist und ein Ergebnis
vom Typ int liefert. In der dritten Zeile wird die einfa-
che Identitätsfunktion definiert. Hier erkennt der Com-
piler, dass ident für alle Argumenttypen definiert ist
und das Funktionsergebnis denselben Typ wie das Ar-
gument hat. Der Typ der Funktion ist also ’a -> ’a,
wobei ’a einen Typparameter bezeichnet.
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4.2.2 Typen in ML

Neuere funktionale Sprachen wie ML bieten vielfälti-
ge Möglichkeiten zur Typdefinition. Neben den übli-
chen vordefinierten Typen wie bool, int, real und
string gibt es zahlreiche Typkonstruktoren. Vordefi-
nierte Typkonstruktoren erlauben die Definition von
Listen, Verbunden, Tupeln (unter anderem Paare)
und Funktionen mit einfacher Syntax. Zum Beispiel
sind [1,2,3], ["a","b"] und nil Listen der Ty-
pen int list, string list bzw. ’t list. Letzterer
Typ is polymorph, da nil eine Instanz von int list,
string list, bool list, etc. ist.

Tupel werden benutzt um Instanzen unterschiedli-
cher Typen miteinander zu kombinieren. Zum Beispiel
haben die Tupel (5, 6), (true, "fact", 7) und
(true, nil) die Typen int*int, bool*string*int

bzw. bool*(’t list). Typen von Verbunden und
Funktionen haben die in Abschnitt 2.1.2 und 2.1.3 ein-
geführte Form. Diese Typen können aber Typparame-
ter enthalten. So ist z.B. {name:string,id:int} ein
Verbundtyp und ’t list -> bool ein Funktionstyp.
(Tupel sind eigentlich nur Verbunde mit den Labeln
1, 2, . . . in abgekürzter Schreibweise.)

Zusätzlich zu diesen vordefinierten Typen und Typ-
konstruktoren gibt es drei weitere Möglichkeiten, Ty-
pen zu definieren. Die erste Möglichkeit erlaubt einfach
nur, neue Namen für existierende Typen einzuführen,
wie diese Beispiele zeigen:

type intpair = int*int;

type ’a pair = ’a * ’a;

type boolpair = bool pair;

Die zweite Möglichkeit, einen Typ zu definieren, be-
schreibt, wie Werte des neuen Typs aussehen und er-
zeugt werden. Hier sind einige Beispiele:

datatype color = red | green | blue;

datatype publications =

nopubs | journal of int | conf of int;

datatype ’t stack =

empty | push of ’t * ’t stack;

Die erste Zeile definiert einfach nur einen Aufzählungs-
typ mit den gegebenen Instanzen. Der Typ in der
zweiten Zeile spezifiziert, dass einige Instanzen des
Typs mit Parametern versehen sind. Zum Beispiel sind
journal(3) und conf(7) Instanzen dieses Typs. Sol-
che Datentypen können auch rekursiv sein, wie die
dritte Zeile zeigt. Instanzen dieses Typs sind empty,
push(2,empty), push(7,push(2,empty)), usw. Auch
der vordefinierte Typ ’a list kann auf diese Weise
definiert werden:

datatype ’a list = nil | :: of ’a * ’a list;

Die dritte Möglichkeit, einen Typ zu definieren, ver-
steckt die interne Repräsentation eines ADT:

abstype ’a lifo = Stack of ’a list

with exception error;

val create = Stack nil;

fun push(x, Stack xs) = Stack(x::xs);

fun pop(Stack nil) = raise error;

| pop(Stack(x::xs)) = Stack xs;

fun top(Stack nil) = raise error;

| top(Stack(x::xs)) = x;

end;

Der ADT ’a lifo exportiert nur die Ausnahme error,
den Wert create und die Funktionen push, pop und
top. Die interne Darstellung (= die Liste im Argument
von Stack) ist nach außen nicht sichtbar. Daher sind
auch die Listenoperationen auf Instanzen von ’a lifo

nicht direkt anwendbar, sonder nur über Stack.
ML bietet auch ein umfangreiches Modulkonzept.

Zum Beispiel kann man einen Stack auch folgender-
maßen definieren:

structure S = struct

exception error;

type ’t Stack = ’t list;

val create = Stack nil;

fun push(x, Stack xs) = Stack(x::xs);

fun pop(Stack nil) = raise error;

| pop(Stack(x::xs)) = Stack xs;

fun top(Stack nil) = raise error;

| top(Stack(x::xs)) = x;

end;

Im Gegensatz zu abstrakten Datentypen verstecken
Module in ML die interne Datenrepresentation nicht.
Auf alle Komponenten des Moduls kann mittels Punkt-
Notation zugegriffen werden. Ein Stack mit einem Ele-
ment kann also so erzeugt werden:

val v = S.push(2, S.create);

Als Alternative dazu kann ein Modul mittels open ex-
plizit geöffnet werden, sodass alle Namen im Modul
daraufhin auch ohne Punkt-Notation zugänglich sind:

open S;

val v = push(2, create);

Sehr oft möchte man aber einen Teil des Inhalts ei-
nes Moduls vor unberechtigten Zugriffen schützen. Für
diesen Zweck bietet ML Signaturen, die einem Typ ei-
nes Moduls entsprechen und die sichtbare Funktiona-
lität des Moduls einschränken können. Zum Beispiel
beschreibt die Signatur st, dass ein Modul dieses Typs
einen nicht weiter beschriebenen Typ q und die Funk-
tionen push und pop der Typen ’t*q->q bzw. q->q

exportiert:
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signature st = sig

type q;

val push: ’t * q -> q;

val pop: q -> q;

end;

Ein neues Modul mit dieser Funktionalität kann man
leicht erzeugen, indem man st mit S in Beziehung setzt:

structure S1:st = S;

In S1 sind create und top nicht mehr zugreifbar. Auf
jedes Modul kann über jede gewünschten Signatur zu-
gegriffen werden, solange der Inhalt des Moduls mit der
Signatur in Übereinstimmung gebracht werden kann.
Eine Signatur kann beispielsweise als Parametertyp ei-
ner Funktion angegeben sein. Jedes Modul, das dieser
Signatur entspricht, kann dann als Argument überge-
ben werden. Ein Modul entspricht auch mehreren Si-
gnaturen, wie das nächste Beispiel zeigt:

signature stringStack = sig

exception error;

type string Stack;

val create: string Stack;

val push: string * string Stack

-> string Stack;

val pop: string Stack -> string Stack;

val top: string Stack -> string;

end;

structure S2:stringStack = S;

Durch stringStack wird der Inhalt der Stacks in S2

auf Zeichenketten eingeschränkt. S2 ist also nicht mehr
polymorph.

4.2.3 Ein Typinferenz-Algorithmus

Für eine einfache funktionale Sprache kann ein Algo-
rithmus zur Typinferenz leicht formal definiert werden.
Als Beispiel nehmen wir eine Sprache, in der es neben
Parameternamen und Funktionen nur noch Konstanten
(wie Zahlen und Zeichenketten, aber auch vordefinierte
Operationen darauf) gibt; es werden also nur Basisty-
pen und Funktionstypen, aber keine strukturierten Ty-
pen unterstützt. In der Literatur wird eine solche Spra-
che oft durch λ→t bezeichnet. Typen in dieser Sprache
sollen durch einen Typinferenz-Algorithmus berechnet
werden. Die Funktion PT, die diesen Algorithmus im-
plementiert, ist folgendermaßen definiert, wobei c ei-
ne Konstante, x einen Parameternamen, v einen Typ-
parameter, s bzw. t einen Typ, e einen untypisierten
Lambda-Ausdruck und f einen typisierten Lambda-

Ausdruck bezeichnet:

PT(c) = ∅ ⊲ c:t (t enthält keine Typparameter)
PT(x) = {x:v} ⊲ x:v (v neu)

PT(e e′) = let Γ ⊲ f :t = PT(e);
Γ′ ⊲ f ′:t′ = PT(e′);
θ = unify({s = s′ | x:s ∈ Γ; x:s′ ∈ Γ′}

∪ {t = t′→v}) (v neu)
in θΓ ∪ θΓ′ ⊲ θ(f f ′):θv

PT(λx.e) = let Γ ⊲ f :t = PT(e);
in if x:s ∈ Γ für ein beliebiges s

then Γ \ {x:s} ⊲ (λx:s.f):s→t
else Γ ⊲ (λx:v.f):v→t (v neu)

Γ (Gamma) ist eine Umgebung mit (also eine Menge
von) Typzuweisungen an Parameternamen. Die erste
Gleichung ordnet einer Konstante c einfach nur den
(parameterfreien) Typ dieser Konstante zu, wobei die
Umgebung leer bleibt. Dieser Typ muss eindeutig de-
finiert sein. Zum Beispiel ist int der Typ von 1 und
int→ (int→ int) der Typ von +, dem Operator zur
Addition zweier ganzer Zahlen.

Die zweite Gleichung weist einem Parameternamen
einen beliebigen neuen Typparameter als Typ zu. Wenn
dieser Typ später im Algorithmus nicht weiter ein-
geschränkt wird, kann der Parameter durch beliebige
Ausdrücke ersetzt werden.

Die dritte Gleichung behandelt Anwendungen (=
Funktionsaufrufe). Sowohl für die Funktion als auch
dessen Parameter werden durch rekursive Aufrufe von
PT entsprechende Umgebungen und typisierte Aus-
drücke berechnet. Als Kern des Algorithmus müssen
die den Parameternamen in den Umgebungen zugeord-
neten Typen miteinander unifiziert werden. Es wird ein
allgemeinster Unifikator θ berechnet, der auf alle Ty-
pen in den Umgebungen und Ausdrücken angewendet
wird. Durch die Unifikation werden Typparameter, so-
fern notwendig, aneinander und an Typen gebunden.

Die letzte Gleichung behandelt Abstraktionen. Falls
der Parameter x im Funktionsrumpf e vorkommt,
kommt eine Typzuweisung an x auch in der e entspre-
chenden Umgebung vor. In diesem Fall entspricht der
zugewiesene Typ dem Typ des Parameters. Die Typzu-
weisung wird aus der Umgebung entfernt, da x durch
die Abstraktion gebunden wird, also weiter außen nicht
in derselben Bedeutung vorkommt. Falls x nicht in e
vorkommt, ist der Parametertyp beliebig; es kann dafür
ein neuer Typparameter verwendet werden.

Da die Berechnung eines allgemeinsten Unifikators
eine zentrale Bedeutung für die Typinferenz hat, wollen
wir im Folgenden die Funktion “unify” formal definie-
ren. Das Ergebnis der Funktion ist entweder eine Liste
von Typparameterersetzungen [t1/v1]◦· · ·◦[tn/vn] oder
“fail”. In letzterem Fall schlägt die Unifikation fehl; das
Programm, auf das PT angewendet wird, ist in diesem
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Fall nicht typkonsistent.

unify(∅) = ∅
unify(E ∪ {b = b′}) = if b 6= b′ then fail

else unify(E)
unify(E ∪ {v = t}) = if v = t then unify(E)

else if v occurs in t then fail
else unify([t/v]E) ◦ [t/v]

unify(E ∪ {s→s′ = t→t′}) =
unify(E ∪ {s = t, s′ = t′})

Nach demselben Prinzip wurden zahlreiche weitere
Typinferenz-Algorithmen für komplexere Sprachen wie
ML entwickelt. Eine Analyse dieser Algorithmen würde
aber den Rahmen des Skriptums sprengen.

4.2.4 Transparenz und Entscheidbar-

keit von Typinferenz

Typinferenz führt nicht immer zum gewünschten Er-
gebnis. Sehr oft ist der Compiler nicht in der Lage,
einen allgemeinsten Typ eines Ausdrucks zu bestim-
men. In diesen Fällen gibt der Compiler eine Fehler-
meldung aus. Zum Beispiel, in der Funktion

fun max(x:int, y) = if x > y then x else y;

kann der Compiler nur anhand der expliziten Typanga-
be von x (: gefolgt von int) erkennen, dass eine Funkti-
on > vom Typ (int*int)->bool verlangt wird. Ohne
diese Information wäre auch (real*real)->bool ein
möglicher Kanditat, aber nicht (’t*’t)->bool, da >

nicht von allen Typen ’t akzeptiert wird. Ohne expli-
zite Typangabe von x würde der Compiler eine Fehler-
meldung liefern. In der Praxis ist für einen Program-
mierer leider nicht immer gleich erkennbar wo der Feh-
ler liegt, da die Ursache dafür nicht unbedingt an der
Stelle liegen muss, an der der Fehler gemeldet wird.
Eine scheinbar harmlose Änderung eines Programms
kann zu einer Fehlermeldung an einer von der Ände-
rung anscheinend gar nicht betroffenen Stelle führen.

Das Problem, dass ein Parameter mehr als nur einen
konkreten Typ aber doch nicht jeden beliebigen Typ
haben kann (z.B. nur int oder real), wurde in Has-
kell durch Typklassen zu einem großen Teil gelöst: Ei-
ne Typklasse definiert eine Klasse von Typen, die ge-
meinsame Operationen haben. Beispielsweise gehören
die Typen Int und Real zur Typklasse Num, die Ope-
rationen wie + und > definiert. Trifft der Typinferenz-
algorithmus auf einen dieser Operatoren, dann führt
er einen neuen Typparameter ein, beschränkt diesen
jedoch auf Num. Solche eingeschränkten Typparame-
ter sind nur mit Typen unifizierbar, die zur Typklasse
Num gehören (Instanzen davon sind), oder mit anderen
Typparametern, auf denen es keine oder nur kompati-
ble Einschränkungen gibt. Das Konzept der Typklas-

sen entspricht im Wesentlichen der gebundenen Gene-
rizität (siehe Kapitel 5). Ursachen für vom Compiler
gefundene Typfehler sind jedoch auch zusammen mit
Typklassen oft nur schwer zu verstehen und zu finden.

Theoretische Ergebnise besagen, dass das Typinfe-
renzproblem im Allgemeinen unentscheidbar ist. Je-
doch gibt es ein etwas eingeschränkteres, dafür aber
entscheidbares polymorphes Typsystem, das fast so
mächtig wie das uneingeschränkte ist. Es wird in den
oben genannten funktionalen Sprachen im Zusammen-
hang mit Typinferenz verwendet. Die Einschränkung
dieses Typsystems ist, dass rekursive Funktionen inner-
halb des Rumpfes der Funktionsdefinition nur mono-
morph verwendet werden dürfen. Das heißt, alle direkt
rekursiven Aufrufe müssen dieselben Argumenttypen
haben. Alle anderen (rekursionsfreien oder indirekt re-
kursiven) Aufrufe können polymorph sein, sodass jeder
Aufruf andere Argumenttypen haben kann. Alle Versu-
che, diese Einschränkung aufzuheben, führten bislang
zu Typsystemen, in denen das Typüberprüfungspro-
blem unentscheidbar ist. Es gibt aber Tendenzen, diese
unentscheidbaren Typsysteme in der Praxis einzuset-
zen, da die Unentscheidbarkeit nur in wenigen prak-
tisch verwendbaren Programmen zum Problem wird.
Bei unentscheidbaren Programmen kommt der Compi-
ler in eine Endlosschleife oder bricht ab weil er zu wenig
Speicher hat.

4.3 Funktionale Ansätze für

Subtyping

Algebren können sowohl mit Generizität als auch mit
Untertypen umgehen, wie wir in Abschnitt 2.3 und
4.1 gesehen haben. Aber Algebren haben einen Nach-
teil: Es fehlt ihnen an Ausdrucksstärke. Einerseits
können Algebren, wie bereits erwähnt, nicht mit globa-
len Zuständen (Variablen) umgehen, was besonders für
objektorientierte Sprachen ein großer Nachteil ist. An-
dererseits ist die Äquivalenz zweier Algebren innerhalb
der Theorie in der Regel nicht formal nachweisbar, auch
wenn die Algebren (mit ausreichendem Meta-Wissen)
ganz offensichtlich äquivalent sind.

Funktionale Ansätze haben diese Nachteile nicht; sie
sind daher für die meisten Anwendungen ausdrucks-
stärker. In Abschnitt 4.2 haben wir gesehen, dass funk-
tionale Sprachen mit einem sehr mächtigen generischen
Typsystem ausgestattet sein können. Bisher fehlt je-
doch jede Unterstützung für Subtyping. Im Folgenden
werden funktionale Ansätze für Subtyping eingeführt.

4.3.1 Einfache Untertypbeziehungen

Ähnlich wie bei
”
order-sorted algebras“ beschreibt ein

Typ im Wesentlichen eine Wertemenge, und über den
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Typen ist ein Verband definiert, der der Enthaltensein-
Relation der Wertemengen entspricht.1 Dieser Verband
ist jedoch nicht direkt vorgegeben, sondern leitet sich
aus den Eigenschaften der Typen ab. Wir müssen al-
so für alle Arten von Typen Regeln einführen, die die
Untertypbeziehungen zwischen gegebenen Typen her-
leiten. Eine Untertypbeziehung s ≤ t besagt, dass der
Typ s ein Untertyp des Typs t ist. Die Untertypbezie-
hungen müssen dem Ersetzbarkeitsprinzip entsprechen:

Ein Typ s ist ein Untertyp eines Typs t wenn
eine Instanz von s überall verwendet werden
kann wo eine Instanz von t erwartet wird.

Dieses Ersetzbarkeitsprinzip definiert im Wesentlichen
den Begriff Subtyping.

Die erste Regel besagt, dass jeder Typ t ein Untertyp
von sich selbst ist; die Untertyprelation ist reflexiv:

Γ ⊢ t ≤ t (4.1)

Diese Regel wird gelesen als
”
Γ leitet t ≤ t ab“, wobei

Γ eine Umgebung mit Subtyping-Annahmen ist. Diese
Umgebung wird erst in Abschnitt 4.3.2 gebraucht. Wir
führen sie aber schon hier ein, damit wir die Regeln
dann nicht mehr ändern müssen.

Jeder Typ t ist Untertyp des allgemeinsten Typs ⊤:

Γ ⊢ t ≤ ⊤ (4.2)

⊤ hat keinerlei interne Struktur, ebenso wie der Typ
⊥, der Fehlerzustände bezeichnet. ⊥ ist ein Untertyp
jedes Typs:

Γ ⊢ ⊥ ≤ t (4.3)

Die Untertyprelation ist auch transitiv:

Γ ⊢ s ≤ t′ Γ ⊢ t′ ≤ t

Γ ⊢ s ≤ t
(4.4)

Diese Regel ist zu lesen als
”
Γ leitet s ≤ t ab wenn

es einen Typ t′ gibt, sodass Γ auch s ≤ t′ und t′ ≤
t ableitet“, wobei s und t beliebige Typen sind. Der
horizontale Strich steht für die logische Implikation.
Mehrere Ausdrücke über dem Strich sind konjunktiv
(mittels Und) verknüpft.

Wir führen nun eine Regel für Funktionstypen ein:

Γ ⊢ s′ ≤ s Γ ⊢ t ≤ t′

Γ ⊢ s→t ≤ s′→t′
(4.5)

Ein Funktionstyp ist also ein Untertyp eines ande-
ren Funktionstyps wenn die Einschränkungen auf die

1Genaugenommen muss es sich nicht nur um einen Verband,
sondern um Ideale handeln, um wichtige Eigenschaften funk-
tionaler Sprachen beibehalten zu können. Aber auf diese De-
tails wollen wir hier nicht eingehen, da wir eher am Prinzip und
(später) dessen Realisierung in imperativen Sprachen interessiert
sind als an der Theorie.

Eingangsparameter des ersten Funktionstyps weniger
streng als die auf die Eingangsparameter des zweiten
sind. Bei den Ergebnistypen ist es genau umgekehrt:
Ein Untertyp eines Funktionstyps hat auch einen Un-
tertyp des Ergebnistyps des ersten Funktionstyps als
Ergebnistyp. Dies kann man mit einem kleinen Bei-
spiel rechtfertigen: Der ganzzahlige Bereich {4, . . . , 6}
ist offensichtlich ein Untertyp von {3, . . . , 7}, da eine
Zahl im Bereich von 4 bis 6 überall verwendet wer-
den kann wo eine Zahl im Bereich von 3 bis 7 erwartet
wird. Eine Funktion vom Typ {3, . . . , 7} → {4, . . . , 6}
kann überall verwendet werden, wo eine Funktion vom
Typ {4, . . . , 6} → {3, . . . , 7} erwartet wird, da das Er-
gebnis der Funktion auf jeden Fall im erwarteten Be-
reich liegt und zumindest der erwartete Argumenttyp-
Bereich abgedeckt ist. Diese Art der Untertypbezie-
hung für Eingangsparameter heißt kontravariant, da
Funktionen in Untertypen Obertypen als Eingangspa-
rameter erlauben—die Typen variieren in entgegenge-
setzte Richtungen. Ergebnistypen sind dagegen kova-
riant, da Funktionen in Untertypen auch Untertypen
zurückgeben—Typen variieren in dieselbe Richtung.

Für Verbundtypen gilt diese Regel:

(∀ i ≤ m) Γ ⊢ si ≤ ti
Γ ⊢ {l1:s1, . . . , ln:sn} ≤ {l1:t1, . . . , lm:tm}

(m ≤ n)

(4.6)
Auch dies wird durch ein Beispiel klar:

t = {name:string, alter:{0, . . . , 120}}
s = {name:string, alter:{18, . . . , 65}, mnr:int}

Der Verbundtyp t könnte allgemeine Informationen zu
einer Person enthalten, s zu einem Studenten. Offen-
sichtlich gilt s ≤ t, da es bei Verwendung einer Instanz
von s (wo eine Instanz von t erwartet wird) folgende
Möglichkeiten gibt: Es kann nur auf die Komponenten
name und alter zugegriffen werden. Auf mnr wird nicht
zugegriffen, da diese Komponente in t nicht vorkommt.
Ein lesender Zugriff auf eine dieser beiden Komponen-
ten liefert auf jeden Fall ein Ergebnis vom in t spezi-
fizierten Typ. Schreibende Zugriffe auf einen Verbund
gibt es in einer rein funktionalen Sprache nicht; diesen
Fall brauchen wir also nicht betrachten. Aber Achtung:
Wenn die Regel 4.6 für imperative bzw. objektorientier-
te Sprachen adaptiert wird, werden auch Schreibzugrif-
fe möglich. Dann müssen schreib- und lesbare Kompo-
nenten des Unter- und Obertyps jeweils gleiche Typen
haben; s ≤ t würde also nicht gelten, wenn alter eine
schreibbare Komponente wäre.

Die Regel für Tupel entspricht der für Verbunde, da
Tupel als Spezialfall von Verbunden gesehen werden.

Für Variantentypen gilt diese Regel:

(∀ i ≤ m) Γ ⊢ si ≤ ti
Γ ⊢ [l1:s1, . . . , lm:sm] ≤ [l1:t1, . . . , ln:tn]

(m ≤ n)

(4.7)
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Einen Spezialfall dieser Regel haben wir schon eini-
ge Male verwendet. Zum Beispiel ist [Di:Tag, Mi:Tag]
ein Untertyp von [Mo:Tag, Di:Tag, Mi:Tag, Do:Tag]. An-
genommen, es wird eine Variante eines Untertyps in
einer Case-Anweisung verwendet wo eine Instanz (Va-
riante) eines Obertyps erwartet wird. Dann enthält die
Case-Anweisung Alternativen für alle Label im Ober-
typ. Die Menge der Label im Untertyp ist eine Teil-
menge davon, sodass die Case-Anweisung auf jeden Fall
eine Alternative für das in der Variante vorhandene La-
bel enthält. Der Typ des Wertes mit diesem Label ist
ein Untertyp des erwarteten Typs. Da nur lesend auf
diesen Wert zugegriffen wird, erfüllt dieser Wert auf
jeden Fall die Erwartungen.

Obige Regeln definieren implizit auch eine struktu-
relle Typäquivalenz: Zwei Typen s und t sind genau
dann äquivalent wenn sowohl s ≤ t als auch t ≤ s gilt.

4.3.2 Rekursive Typen

Typen, vor allem Verbundtypen, sind in der Praxis sehr
häufig rekursiv. Zum Beispiel ist der Typ eines Knotens
in einem Baum rekursiv, da der Name des Typs im
Verbundtyp selbst vorkommt:

baum = {i:int, l:baum, r:baum}

Rekursive Typen werfen einige Probleme auf. Ein sehr
offensichtliches Problem ist das der Typdarstellung:
Wir wollen einen Typ unabhängig von dessen Namen
beschreiben, um strukturelle Typäquivalenz nutzen zu
können. Das ist in der oben gezeigten Form aber nicht
ohne weiteres möglich, da der Name im Typ verwendet
wird. Es können nicht alle Vorkommen dieses Namens
durch den entsprechenden Typ ersetzt werden; der Typ
wäre sonst unendlich groß.

Ein einfacher
”
Trick“ hilft bei der Beseitigung dieses

Problems: Statt des Typnamens wird ein Typparame-
ter zur Kennzeichnung aller rekursiver Vorkommen des
Typs verwendet. Obiger Typ wird zum Beispiel so dar-
gestellt:

µv.{i:int, l:v, r:v}

Der Fixpunktoperator µ bindet den Typparameter v
an den Typausdruck.

Auf den ersten Blick mag es scheinen, als ob sich da-
durch nicht sehr viel geändert hätte: Der Name, mit
dessen Hilfe Rekursion ausgedrückt wird, ist nur auf
syntaktisch andere Weise eingeführt worden. Bedeu-
tung bekommt diese Änderung erst durch das Hin-
zufügen zweier Regeln, über die Äquivalenzen rekur-
siver Typen definiert werden:

1. α-Konversionsregel:

µv.t = µu.[u/v]t (u /∈ free(µv.t))

2. Faltungsregel:

µv.t = [µv.t/v]t

Ersetzungen und die Funktion free sind so wie für den
Lambda-Kalkül in Abschnitt 2.1 definiert, jedoch wird
statt λ stets µ verwendet, und Namen stehen statt
für formale Parameter stets für Typparameter. Ähn-
lich wie im Lambda-Kalkül können durch Anwendung
der ersten Regel Typparameter beinahe beliebig um-
benannt werden. Der neue Typparameter darf im Typ-
ausdruck t nur noch nicht frei (also nicht durch µ ge-
bunden) vorkommen. Die zweite Regel hat mehrere Be-
deutungen:

• Wenn der Typparameter v in t nicht vorkommt,
ist µv.t äquivalent zu t.

• Sonst (v kommt in t vor) können alle Vorkommen
von v in t beliebig durch den Typ selbst (µv.t)
ersetzt werden; das heißt, der Typ wird aufge-
faltet. Dieser Vorgang ist beliebig oft wiederhol-
bar, sodass der Typ im Extremfall (kleinster Fix-
punkt) unendlich groß wird. In umgekehrter Rich-
tung wird die Regel zum Falten rekursiver Typen
eingesetzt.

Die folgenden Typausdrücke sind äquivalent, wie sich
durch wiederholte Anwendungen obiger Regeln leicht
zeigen lässt:

• µv.{i:int, l:v, r:v}

• {i:int, l:µu.{i:int, l:u, r:u},
r:µv.{i:int, l:v, r:µw.v}}

• {i:int, l:µu.{i:int, l:u, r:u},
r:{i:int, l:µv.{i:int, l:v, r:v},

r:µv.{i:int, l:v, r:v}}}

Ein weiteres Problem ist die Definition von Subty-
ping für rekursive Typen. Es ist oft nicht gleich ein-
sichtig, wie das Ersetzbarkeitsprinzip und die oben de-
finierten Regeln auf rekursive Typen anwendbar sind,
da hierbei möglicherweise unendliche Strukturen mit-
einander verglichen werden müssen. Trotzdem gibt es
eine überraschend einfache und entscheidbare Regel zur
Definition von Subtyping für rekursive Typen, die da-
von ausgeht, dass auch nicht identische Typparameter
zueinander in einer Untertypbeziehung stehen können.
Dazu benötigen wir die bereits oben eingeführte Umge-
bung Γ. Diese enthält Subtyping-Annahmen für Typ-
parameter: Wenn u ≤ v in Γ enthalten ist kann man
davon ausgehen, dass jeder Typ, für den u steht, ein
Untertyp jeden Typs ist, für den v steht. Dies wird
durch folgende Regel ausgedrückt:

Γ ∪ {u ≤ v} ⊢ u ≤ v (4.8)
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Die Subtyping-Regel für rekursive Typen ist:

Γ ∪ {u ≤ v} ⊢ s ≤ t

Γ ⊢ µu.s ≤ µv.t

(u /∈ free(t); v /∈ free(s);
u, v /∈ free(Γ))

(4.9)

Die Untertypbeziehung zwischen zwei rekursiven Ty-
pen ist also genau dann gegeben, wenn die rekursions-
freien Varianten dieser Typen (mit freien Typparame-
tern statt der gebundenen Typparameter) zueinander
in einer Untertypbeziehung stehen, wobei Subtyping-
Annahmen für die Typparameter gelten. Die Neben-
bedingungen der Regel besagen, dass für die Typpa-
rameter Namen zu wählen sind, die weder im anderen
Typ frei vorkommen noch in Γ bereits enthalten sind.
Mit Hilfe dieser Regel ist die Untertypbeziehung zwi-
schen rekursiven Typen entscheidbar, ohne auf unend-
liche Strukturen zurückgreifen zu müssen.

Beispielsweise gilt die Untertypbeziehung

µu.{i:int, f:int→u, next:u} ≤ µv.{i:int, f:int→v}.

Aber die beiden Typen µu.{i:int, f:u→u, next:u} und
µv.{i:int, f:v→v} können durch obige Regeln nicht
in eine Untertypbeziehung gesetzt werden. Der Grund
dafür ist, dass die Untertyprelation zwischen Funkti-
onstypen kontravariante Eingangs- und kovariante Er-
gebnisparametertypen verlangt. Tatsächlich würde eine
Untertypbeziehung zwischen diesen beiden Typen auch
dem Ersetzbarkeitsprinzip widersprechen. Wie wir in
Kapitel 5 sehen werden, sind kontravariante Eingangs-
parametertypen ein Grund dafür, dass Subtyping nicht
so mächtig sein kann wie man es sich in der Praxis
wünschen würde.

An dieser Stelle des Skriptums wäre die Diskussi-
on einer Sprache angebracht, die Typinferenz (mit pa-
rametrischen Typen) wie in ML mit Subtyping ver-
bindet. Leider haben sich bisher alle Ansätze für eine
Verbindung von Typinferenz mit Subtyping als nicht
zielführend erwiesen. Aus theoretischen Gründen dürf-
te es kaum möglich sein, eine sinnvolle Verbindung die-
ser Sprachkonzepte zu erzielen. Es gibt zwar funktiona-
le Sprachen mit Typinferenz, die auch objektorientier-
te Erweiterungen mit Subtyping anbieten, aber in die-
sen Sprachen ist Typinferenz dort nicht anwendbar, wo
Subtyping verwendet wird. Die Kombination von pa-
rametrischem Polymorphismus mit Subtyping ist aber
möglich, wie wir in Kapitel 5 sehen werden.

4.4 Das PER-Modell

Im Großteil dieses Skriptums steht die statische Über-
prüfbarkeit von Typkonsistenz im Mittelpunkt der Be-
trachtungen. In diesem Abschnitt wollen wir aber kurz
auf die semantische Bedeutung von Typen eingehen.
Bisher sind wir davon ausgegangen, dass ein Typ ein-
fach nur eine Menge von Instanzen beschreibt. Das

PER-Modell beschreibt die Semantik von polymorphen
Typen etwas genauer. PER steht für

”
partial equiva-

lence relation“. Eine Relation R auf einer Menge W
ist eine Menge von Paaren (v, w) mit v, w ∈ W ; man
schreibt v Rw für (v, w) in R. Eine Relation R ist eine
partielle Äquivalenzrelation (PER) auf W genau dann
wenn R eine symmetrische (v Rw ⇔ wRv) und tran-
sitive (uRv∧v Rw ⇒ uRw), aber nicht notwendiger-
weise reflexive (wRw) Relation auf W ist. Jeder Typ
A entspricht einer PER, und die Menge der durch A
beschriebenen Werte ist die Menge der Äquivalenzklas-
sen von A, das ist die Menge {{w}A | wAw}, wobei
{w}A = {v | v Aw}.

Um zu verstehen wozu PERs dienen betrachten wir
Untertypbeziehungen in funktionalen Sprachen. Wie
wir gesehen haben ist bei Verbunden ein Typ ein Un-
tertyp eines anderen Typs wenn

1. die Instanzen des Untertyps eine Teilmenge der
des Obertyps sind und/oder

2. der Untertyp alle Komponenten seines Obertyps
und möglicherweise zusätzliche Komponenten hat.

Der erste Fall lässt sich auf einfache Weise durch Teil-
mengen von Wertemengen beschreiben, wie dies in
den vorhergehenden Abschnitten gemacht wurde. Beim
zweiten Fall stoßen wir dabei aber auf Probleme. Mit
Hilfe des PER-Modells lassen sich beide Fälle, wenn
auch weniger anschaulich, problemlos beschreiben. An-
genommen, A und B beschreiben Typen als PER, so-
dass B ≤ A gilt, B also ein Untertyp von A ist.
Wenn, wie im ersten Fall, B eine Teilmenge der In-
stanzen von A beschreiben soll, kann man für B ein-
fach eine Teilmenge der Paare in A nehmen, so dass
B nur eine Teilmenge der Äquivalenzklassen von A be-
schreibt. Wenn z.B. B = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)} und
A = B ∪ {(c, c), (c, d), (d, c), (d, d)}, dann ist die Men-
ge der Äquivalenzklassen von B gleich {{a, b}} und die
der von A gleich {{a, b}, {c, d}}.

Der zweite Fall ist etwas komplizierter: Wenn B ≤ A
gilt weil A weniger Komponenten als B hat, dann un-
terscheidet B genauer zwischen verschiedenen Werten
als A, da B mehr Information als A hat. Daher trifft
B genauere Einteilungen in Äquivalenzklassen. Wenn
v und w für B in derselben Äquivalenzklasse liegen,
dann müssen v und w natürlich auch für A in derselben
Äquivalenzklasse liegen. Wenn v und w für A in un-
terschiedlichen Äquivalenzklassen liegen, dann liegen
sie auch für B in unterschiedlichen Äquivalenzklassen.
Trotzdem ist es möglich, dass v und w für B in verschie-
denen Äquivalenzklassen liegen, obwohl sie für A, auf-
grund der eingeschränkteren Information, zur selben
Äquivalenzklasse gehören. Auch in diesem Fall ist B ei-
ne Teilmenge von A. Wenn z.B. B = A \ {(c, d), (d, c)}
(A wie oben), dann ist die Menge der Äquivalenzklas-
sen von B gleich {{a, b}, {c}, {d}}. Zusammengefasst
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gilt daher B ≤ A genau dann wenn B ⊆ A gilt. Al-
lerdings gilt im Allgemeinen nicht, dass die Menge der
Instanzen von B eine Teilmenge der von A ist, da In-
stanzen Äquivalenzklassen sind, die sich für A und B
unterscheiden können.

Um die Unterschiede zwischen den Modellen von Ty-
pen als Mengen bzw. Relationen klarer zu machen ge-
hen wir davon aus, dass W die Menge aller Werte im
Mengen-Modell ist. Ein Wert im PER-Modell ist ei-
ne Teilmenge von W . Im Mengen-Modell könnte man
einen Verbundtyp so interpretieren, dass seine Instan-
zen beliebig viele Komponenten haben können, von de-
nen aber nur die im Verbundtyp spezifizierten sichtbar
sein müssen. Ein Untertyp dieses Verbundtyps enthält
daher auch eine Teilmenge dieser Instanzen. In Ab-
schnitt 5.3 werden wir eine objektorientierte Erweite-
rung einer Logik-Sprache sehen, die auf genau dieser
Typinterpretation aufbaut. In klassischen imperativen
Sprachen ist diese Typinterpretation jedoch nur teil-
weise richtig, da jede Instanz eines Typs ja nur einen
gewissen, vom Typ der Instanz abhängigen Speicher-
platz verbrauchen darf. In objektorientierten Sprachen
wie Smalltalk, Eiffel und Java, in denen bei der Para-
meterübergabe nicht die Objekte selbst kopiert werden
sondern nur Zeiger darauf, ist diese Typinterpretation
aber durchaus verwendbar.

Im PER-Modell wird dieses Problem dadurch gelöst,
dass man den Begriff Wert als die Menge aller Elemen-
te von W auffasst, die die gleichen sichtbaren Kompo-
nenten haben. Die unsichtbaren Komponenten spielen
keine Rolle. Daher ist das PER-Modell für klassische
imperative Sprachen, in denen Objekte bei der Para-
meterübergabe (teilweise) kopiert werden, besser geeig-
net als das Mengen-Modell. Vor allem lassen sich mit
dieser Typinterpretation explizite und implizite Typ-
umwandlungen besser beschreiben. Aber mit Typum-
wandlungen kann man nie die Mächtigkeit erzielen, die
man mit Subtyping und dem Übergeben von Zeigern
bei der Parameterübergabe hat.

4.5 Literaturhinweise

Die meisten polymorphen Typsysteme für funktiona-
le Sprachen haben ihren Ursprung im Damas-Milner-
Typsystem. Eine Einführung in dieses Typsystem und
seine Anwendung in modernen funktionalen Sprachen
wird in [14] gegeben. Eine detailiertere theoretische
Darstellung und neuere Ergebnisse werden z.B. in [13]
und [23] geboten. Es gibt zahlreiche Bücher über ML,
Miranda, Haskell und ähnliche Sprachen. Die meisten
dieser Bücher beschreiben Typen in funktionalen Spra-
chen aus einer eher praktischen Sichtweise.

Leider gibt es keine einfach lesbare und trotzdem
umfassende Einführung in Subtyping für funktiona-
le Sprachen. Eine umfangreiche theoretische Abhand-
lung über polymorphe Typen in funktionalen Sprachen
ist [23]. Mehrere Verfeinerungen und Erweiterungen
solcher Typen, einschließlich des PER-Modells, wer-
den unter anderem in [12] formal behandelt. Zahlrei-
che Aspekte von Subtyping und Generizität vor allem
in Zusammenhang mit objektorientierter Programmie-
rung werden in der (leider nur teilweise gut lesbaren)
theoretischen Abhandlung [1] angesprochen.



Kapitel 5

Typen in objektorientierten Sprachen

Objektorientierte Sprachen mit polymorphen Typsy-
stemen gehören zu den wesentlichsten Errungenschaf-
ten der Informatik in den letzten Jahrzehnten. Ein
großer Teil dieses Fortschritts wäre ohne entsprechen-
de Entwicklungen auf dem Gebiet der Typsysteme
unvorstellbar. In diesem Kapitel werden einige dieser
Entwicklungen vorgestellt, wobei der Schwerpunkt auf
Subtyping, Vererbung und ähnlichen Konzepten liegt.

5.1 Untertypen in Beispielen

In Kapitel 3 wurde das Typsystem von Ada 83 als
Beispiel für ein Typsystem in einer imperativen Spra-
che vorgestellt. Mittlerweile hat sich Ada weiterent-
wickelt, und neuere Standards wurden verabschiedet.
Ada 95 enthält objektorientierte Konstrukte, die sich
auch in einem Typsystem, das Subtyping und Ver-
erbung unterstützt, niederschlagen. Ada 95 wird in
Abschnitt 5.1.1 vorgestellt, da sich an dieser Sprache
die Entwicklung von Typsystemen nachvollziehen lässt.
Ähnliche Entwicklungen fanden auch bei anderen Spra-
chen statt, zum Beispiel beim Übergang von C nach
C++ bzw. Objective C, von Modula-2 nach Modula-
3 bzw. Oberon-2 und so weiter. In Abschnitt 5.1.2
wird mit Eiffel eine Sprache vorgestellt, in der Modu-
le und Typen im Wesentlichen zu einem Sprachkon-
strukt, nämlich Klassen, zusammengefasst sind. Ähnli-
che Konstrukte gibt es zum Beispiel auch in C++ und
Java. Eiffel wurde gewählt, da die Sprache die Festle-
gung von Zusicherungen (engl. assertions) erlaubt, mit
deren Hilfe sich grundlegende Probleme der Typspezi-
fikation erklären lassen.

5.1.1 Ada 95

Vererbung und damit einhergehende Untertypen lassen
sich in Ada 95 auf folgende Kurzformel bringen:

Vererbung = Typableitung
+ Überschreiben
+ Typerweiterung
+ dynamische Typerkennung

Abgeleitete Typen wurden bereits in Abschnitt 3.1.3
vorgestellt. Dieser Mechanismus ist die Grundlage für
Vererbung in Ada 95. Zur Wiederholung: Aus jedem
bereits existierenden Typ kann ein neuer Typ abgelei-
tet werden, der dieselbe Struktur und dieselben darauf
anwendbaren Routinen wie sein Elterntyp hat, jedoch
einen eigenständigen Typ mit einem eigenen Namen
darstellt. Eine Instanz eines abgeleiteten Typs kann
durch explizite Typumwandlung in eine Instanz des El-
terntyps umgewandelt werden und umgekehrt.

type Int is range 0..10000;

function "+"(Links, Rechts: Int)

return Int;

type Laenge is new Int;

-- function "+"(Links, Rechts: Laenge)

-- return Laenge;

In diesem Programmstück ist + implizit auch für
Laenge deklariert. Die entsprechende Deklaration ist
daher auskommentiert (durch --). Auch die Implemen-
tierung der Funktion wird ererbt. Ada 95 erlaubt auch
das Überschreiben von Funktionen:

type Winkel is new Int;

function "+"(Links, Rechts: Winkel)

return Winkel;

Hier bewirkt die explizite Angabe der Typdeklaration,
dass die ererbte Implementierung von + durch eine neue
Implementierung ersetzt wird. Auf diese Weise können
auch neue Routinen, die im Elterntyp nicht deklariert
sind, dazugefügt werden. Es ist aber nicht möglich, er-
erbte Routinen gänzlich zu entfernen.

Zur Wiederholung: Kontravarianz bedeutet, dass
die Parametertypen von Routinen durch Vererbung
(bzw. Subtyping) gleich bleiben oder allgemeiner wer-
den. Kovarianz bedeutet, dass Parametertypen durch
Vererbung gleich bleiben oder spezieller werden. Und
Invarianz bedeutet, dass Parametertypen durch Verer-
bung nicht verändert werden.

Die Schnittstellenbeschreibungen von Routinen auf
einem abgeleiteten Typ unterscheiden sich von den
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Schnittstellenbeschreibungen der entsprechenen Routi-
nen auf dem ursprünglichen Typ genau dadurch, dass
alle Vorkommen des ursprünglichen Typbezeichners
durch den Bezeichner des abgeleiteten Typs ersetzt
werden. Alle anderen Typbezeichner bleiben gleich.
Abgeleitete Typen sind Untertypen des ursprünglichen
Typs. Sowohl Laenge als auch Winkel sind Unterty-
pen von Int. In Ada sind daher sowohl Eingangs- als
auch Ausgangsparametertypen kovariant (oder invari-
ant). Routinen auf abgeleiteten Typen widersprechen
aus diesem Grund dem Ersetzbarkeitsprinzip. Kovari-
ante Typen von Eingangsparametern decken nur einen
Teil des Eingangswertebereiches ab. In Ada ist es da-
her auch nicht uneingeschränkt möglich, eine Instanz
eines Untertyps überall zu verwenden, wo eine Instanz
eines Obertyps erwartet wird. Statt dessen muss eine
Instanz des erwarteten Typs (also keines Untertyps da-
von) übergeben werden.

Unter Typerweiterung versteht man in Ada das Hin-
zufügen neuer Komponenten zu abgeleiteten Verbund-
typen. Solche erweiterbaren Verbunde müssen mit dem
Wort tagged gekennzeichnet werden:

type Person is tagged record

Vorname: String (1..20);

end record;

type Mann is new Person with record

Barttraeger: Boolean;

end record;

type Frau is new Person with null record;

Verbundtypen, die nicht durch tagged gekennzeichnet
sind, können nicht erweitert werden. Abgeleitete er-
weiterbare Verbundtypen müssen entweder eine Klau-
sel with record . . . end record oder, falls man oh-
ne Zusätze auskommt, with null record enthalten.
Typumwandlung ist für Instanzen erweiterbarer Ver-
bundtypen nur in Richtung Vorgängertyp möglich, da
Instanzen nicht genügend Information für Umwandlun-
gen in die andere Richtung enthalten. Routinen auf er-
weiterbaren Verbundtypen können auf die genau glei-
che Weise überladen werden wie die auf anderen Typen:

function Anrede (P: in Person)

return String; -- ""

function Anrede (M: in Mann)

return String; -- "Herr "

function Anrede (P: in Frau)

return String; -- "Frau "

Erweiterbare Verbundtypen sind eine Voraussetzung
für dynamische Typerkennung. Zu jedem erweiterbaren
Verbundtyp t ist implizit ein sogenannter klassenwei-
ter Typ t’Class definiert. Die durch t definierte Klas-
se (in Ada-Terminologie) umfasst t und alle von t ab-
geleiteten Typen. Zu Person’Class gehören demnach

Person, Mann und Frau, und zu Frau’Class gehört nur
Frau. Jede Instanz eines klassenweiten Typs enthält
eine unsichtbare Komponente, ein

”
tag“, das den spe-

zifischen (= nicht klassenweiten) Typ der Instanz an-
gibt. Da diese Komponente während der Programm-
ausführung gebraucht wird, muss jede Variable eines
klassenweiten Typs mit einer Instanz eines entspre-
chenden spezifischen Typs initialisiert werden:

P: Person’Class := Frau’(Vorname => "Anna");

Der spezifische Typ von P kann zur Laufzeit nicht
geändert werden, da sich dadurch der Platzbedarf für P
ändern würde. Wenn man den spezifischen Typ ändern
will, muss man auf Zeiger zurückgreifen:

type PersonRef is access Person’Class;

P Ref: PersonRef;

P Ref := new Frau’(Vorname => "Anna");

P Ref := new Mann’(Vorname => "Stefan",

Barttraeger => False);

Wenn die spezifischen Typen von Argumenten dem
Compiler bekannt sind, kann die auszuführende überla-
dene Operation statisch festgelegt werden—statisches
Binden. Bei Verwendung klassenweiter Typen als Ar-
gumenttypen kann die auszuführende Operation jedoch
erst zur Laufzeit anhand der

”
tag“-Komponente be-

stimmt werden, falls der entsprechende formale Para-
metertyp ein spezifischer Typ ist—dynamisches Bin-
den. Diese

”
tag“-Komponente ist auch direkt über den

in-Operator abfragbar:

procedure Display (P: in Person’Class) is

begin

Put (Anrede (P));

Put (P.Vorname);

if P in Mann’Class then

Put (" (maennlich)")

elsif P in Frau’Class then

Put (" (weiblich)")

end if;

end Display;

Für jeden spezifischen Typ in Person’Class gibt es
eine Funktion Anrede. Es muss dynamisch entschieden
werden, welche dieser Funktionen auszuführen ist. Je-
de Instanz eines derartigen Typs hat die Komponente
Vorname.

Ein klassenweiter Typ gilt als vom entsprechenden
spezifischen Typ verschieden. Daher bleiben bei einer
Typableitung klassenweite Parametertypen stets un-
verändert. Alle klassenweiten Parametertypen sind da-
her invariant und entsprechen dem Ersetzbarkeitsprin-
zip.

Beim Aufruf einer Routine dürfen Eingangsargu-
mente einen klassenweite Typ haben, obwohl die ent-
sprechenden formalen Parameter einen spezifischen er-
weiterbaren Typ haben. Über die dynamischen Typen
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der Argumente erfolgt in diesem Fall dynamisches Bin-
den. In Ada geht (im Gegensatz zu C++, Java und
Eiffel) aus der Syntax nicht hervor, über welches Argu-
ment einer Routine statisches bzw. dynamisches Bin-
den erfolgt. Es gibt daher eine Einschränkung die si-
cherstellt, dass die Semantik trotzdem eindeutig defi-
niert ist: Alle spezifischen erweiterbaren Parameterty-
pen einer Routine müssen gleich sein. Beim dynami-
schen Binden müssen alle diese Argumente denselben
dynamischen Typ haben. Dies wird zur Laufzeit kon-
trolliert bevor dynamisch gebunden wird. In der Funk-
tion Anrede ist diese Bedingung z.B. einfach dadurch
erfüllt, dass es nur einen einzigen Parameter gibt.

Ada 95 unterstützt im Zusammenhang mit Verer-
bung auch abstrakte Typen—nicht zu verwechseln mit
abstrakten Datentypen. Abstrakte Typen definieren
klassenweite Typen, ohne selbst als spezifische Typen
auftreten zu können. Diese Typen werden durch das
Schlüsselwort abstract gekennzeichnet:

type A is abstract tagged null record;

procedure Q (X: in A) is abstract;

type B is new A with record

I: Integer;

end record;

procedure Q (X: in B) is ...

A ist ein abstrakter und B ein davon abgeleiteter kon-
kreter Typ. Q ist auf A als abstrakte Prozedur dekla-
riert. Jeder von A abgeleitete konkrete Typ muss Q

überschreiben. Abstrakte Typen verwendet man zu-
sammen mit klassenweiten Typen, wenn z.B. Prozedu-
ren für Mann und Frau, nicht aber für Person benötigt
werden.

Schließlich soll ein weiterer Mechanismus von Ada 95
vorgestellt werden, der eher mit Generizität als mit
Vererbung und Subtyping zu tun hat. Das nächste Bei-
spiel zeigt eine generische Funktion:

generic

type T is private;

with function "<"(X,Y:T) return Boolean;

function Max(X,Y:T) return T is

begin

if X < Y

then return Y;

else return X;

end if;

end Max;

Diese generische Funktion nimmt eine Funktion < als
generischen Parameter. < muss auf dem anderen ge-
nerischen Parameter definiert sein. Damit die generi-
sche Funktion verwendbar wird, muss man eine nicht-
generische Funktion daraus ableiten:

function MaxI is new Max(Integer,"<");

MaxI ist also eine Funktion auf ganzen Zahlen, die das
Maximum der beiden Argumente zurückliefert. < ist die
Vergleichsfunktion auf Integer. Es lässt sich aus Max

aber auch leicht MinF ableiten:

function MinF is new Max(Float,">");

In diesem Fall wird für den generischen Parameter < die
Funktion > auf Fließkommazahlen eingesetzt, sodass
MinF die kleinere der beiden Zahlen zurückliefert.

In Ada sind die Mechanismen für Vererbung und Da-
tenkapselung getrennt. Für Vererbung werden abgelei-
tete Typen und für Datenkapselung Pakete verwendet.
Eine ähnliche Trennung zwischen Vererbung und Kap-
selung gibt es zum Beispiel in Oberon-2. In Sprachen
wie Java, C++ und Eiffel sind diese Mechanismen je-
doch zu einem Konzept kombiniert.

5.1.2 Eiffel

Die Deklarationseinheiten in Eiffel sind Klassen. Eine
Klasse enspricht einem (parametrischen) Modul, spe-
zifiziert gleichzeitig aber auch einen Typ oder eine Fa-
milie von Typen. Hier ist ein Beispiel einer Klasse in
Eiffel:

class KONTO [T -> GELD BETRAG]

feature {ANY}

guthaben: T;

ueberziehungsrahmen: T;

besitzer: PERSON;

einzahlen (summe: T) is

do addieren (summe)

end; -- einzahlen

abheben (summe: T) is

do addieren (-summe)

end; -- abheben

feature {NONE}

addieren (summe: T) is

do guthaben := guthaben + summe

end; -- addieren

end -- class KONTO

Das Programmstück beschreibt eine generische Klas-
se namens KONTO. Typparameter werden in eckigen
Klammern geschrieben. KONTO hat einen Typparameter
T, der universell über GELD BETRAG und dessen Unter-
typen quantifiziert ist. Man nennt diese Art von Po-
lymorphismus gebundene Generizität (oder gebunde-
nen parametrischen Polymorphismus) da der Typpa-
rameter nicht frei gewählt werden kann, sondern ein
Untertyp eines gegebenen Typs sein muss. Es han-
delt sich um Generizität, da Typen für Typparame-
ter einzusetzen sind. Geeignete Werte für T sind etwa
SCHILLING BETRAG und DOLLAR BETRAG. Es wird ange-
nommen, dass GELD BETRAG die binären Operationen
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+ und - als Infixoperatoren sowie die unäre Operati-
on - als Präfixoperator definieren. Auch alle Unter-
typen von GELD BETRAG stellen diese Operationen zur
Verfügung. Gebundener parametrischer Polymorphis-
mus wird also dann verwendet, wenn von einem Typ-
parameter erwartet wird, dass Instanzen des dafür ein-
gesetzten Typs bestimmte Operationen und Verbund-
Komponenten bereitstellen. In Ada wird dafür, wie wir
gesehen haben, ein anderer Mechanismus eingesetzt.

Der Rest der Klassendefinition sollte, abgesehen
von der feature-Klausel, selbsterklärend sein. Dem
Schlüsselwort feature kann eine Liste von Klassenna-
men in geschwungenen Klammern folgen. Alle nach-
folgend definierten Variablen und Routinen sind nur
innerhalb der Klassen in dieser Liste und deren Unter-
klassen sichtbar. ANY ist die allgemeinste Klasse, von
der alle anderen Klassen erben. Daher sind im Bei-
spiel die Variablen guthaben, ueberziehungsrahmen
und besitzer sowie die Funktionen einzahlen und
abheben überall sichtbar. NONE ist dagegen eine vor-
definierte Klasse ohne Instanzen, von der keine Klasse
erbt. Daher gibt es im Beispiel keine Objekte außer
den Instanzen von KONTO, die addieren sehen. Genau-
genommen sind in anderen Klassen, die keine Unter-
klassen sind, höchstens die Schnittstellen von Routi-
nen, aber nicht deren Implementierungen sichtbar. Ob-
wohl Schnittstelle und Implementierung textuell nicht
getrennt sind, werden sie konzeptuell sehr wohl unter-
schieden.

An der Beschreibung des Programmstücks im vori-
gen Absatz fällt auf, dass es schwierig ist, die Begrif-
fe

”
Klasse“ und

”
Typ“ klar voneinander zu trennen.

Zum Beispiel wurde
”
Unterklasse“ in äquivalenter Be-

deutung zu
”
Untertyp“ verwendet. Tatsächlich gibt es

in Eiffel-Terminologie eine eins-zu-eins-Beziehung zwi-
schen parameterfreien Klassen und Typen. Eine generi-
sche Klasse beschreibt entsprechende nicht-generische
Typen. Zum Beispiel sind KONTO[SCHILLING BETRAG]

und KONTO[DOLLAR BETRAG] zwei Typen, die durch die
Klasse KONTO beschrieben werden.

Alle Objekte in Eiffel sind Instanzen eines Typs. Je-
de Variable enthält einen Zeiger auf ein Objekt und
hat einen deklarierten Typ. Das Objekt, auf das ge-
zeigt wird, muss auf jeden Fall einen (dynamischen)
Typ haben, der ein Untertyp des deklarierten Typs der
Variable ist. Beim Aufruf einer Routine, die zu einem
Objekt gehört, wird das Objekt explizit durch Punkt-
notation angegeben:

konto: KONTO[SCHILLING BETRAG];

betrag: SCHILLING BETRAG;

...

konto.einzahlen (betrag);

Dynamisches Binden erfolgt nur über dieses Objekt, in
diesem Fall dem Inhalt der Variable konto. Dieses Ob-

jekt kann als spezielles, implizites Argument der Rou-
tine angesehen werden.

Eine Besonderheit von Eiffel sind Zusicherungen.
Sie werden als Vorbedingungen (engl.

”
preconditions,

als require-Klauseln in Eiffel) und Nachbedingungen
(engl.

”
postconditions“, ensure-Klauseln) zu Imple-

mentierungen von Routinen (do-Klauseln) dazugefügt.
Daneben gibt es noch Invarianten. Jede Zusicherung
ist eine Liste Boolescher Ausdrücke, die durch Strich-
punkte getrennt sind. Der Strichpunkt steht implizit
für eine Konjunktion (Und-Verknüpfung). Daher kann
jede Zusicherung entweder zu

”
ja“ oder

”
nein“ ausge-

wertet werden. Wenn eine Zusicherung zu
”
nein“ aus-

gewertet wird, erfolgt eine Fehlermeldung bzw. Aus-
nahmebehandlung. Eine Vorbedingung beschreibt die
Menge der erlaubten Eingangswerte genauer als dies
durch Parametertypen alleine möglich wäre. Ebenso
beschreiben Nachbedingungen mögliche Mengen von
Ergebniswerten. Invarianten müssen stets gelten wenn
der Zustand eines Objekts von außen sichtbar ist. In
Nachbedingungen ist die Bezugnahme auf Variablen-
und Argumentwerte zum Zeitpunkt des Funktionsauf-
rufs erlaubt. Zum Beispiel bezeichnet old guthaben

den Wert der Variable guthaben zum Zeitpunkt des
Aufrufs von einzahlen oder abheben. Zusicherungen
auf diesen beiden Routinen können beispielsweise so
aussehen:

einzahlen (summe: T) is

require summe >= 0

do addieren (summe)

ensure guthaben = old guthaben + summe

end; -- einzahlen

abheben (summe: T) is

require summe >= 0;

guthaben >= summe -

ueberziehungsrahmen

do addieren (-summe)

ensure guthaben = old guthaben - summe

end; -- abheben

Zusicherungen können als Teil des Typsystems ange-
sehen werden. Konzeptuell gehört eine Zusicherung zur
Schnittstelle und nicht zur Implementierung. Daher ist
sie dem Aufrufer einer Routine bekannt. Zusicherun-
gen müssen in der Regel zur Laufzeit überprüft werden.
Vorbedingungen werden vor dem Aufruf einer Routine
überprüft, Nachbedingungen am Ende der Ausführung
einer Routine und Invarianten sowohl vor als auch nach
der Ausführung. In einigen Fällen können Zusicherun-
gen zur Optimierung eingesetzt werden.

Eiffel unterstützt Vererbung von Klassen und damit
auch von Typen:

class SCHILLING BETRAG

inherit GELD BETRAG

feature ...
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Dies entspricht der Ableitung des Typs (bzw. der Klas-
se) SCHILLING BETRAG aus GELD BETRAG. Ebenso wie
in Ada gibt es die Möglichkeit, Routinen zu über-
schreiben, Klassen—entsprechend den erweiterbaren
Verbunden—zu erweitern und abstrakte Typen zu de-
finieren. Außerdem entsprechen in Eiffel alle Variablen
ohne zusätzliche Deklarationen Zeigern auf klassenwei-
te Typen in Ada. (Beachten Sie, dass sich die Bedeu-
tungen des Begriffs

”
Klasse“ in Eiffel und Ada wesent-

lich voneinander unterscheiden.) Im Gegensatz zu Ada
bietet Eiffel Mehrfachvererbung auf der Sprachebene,
das heißt, eine Klasse kann von mehr als nur einer an-
deren Klasse erben. Um Namenskonflikte zu vermei-
den, bietet Eiffel umfangreiche Möglichkeiten, ererbte
Variablen und Routinen umzubenennen.

Die Frage, ob Eiffel typsicher ist, lässt sich nicht so
einfach beantworten. Betrachten wir die Vererbung ge-
nauer: Die formalen Parameter der Routinen in einer
Unterklasse haben, falls die Routinen nicht überschrie-
ben sind, genau dieselben Typen wie die entsprechen-
den Parameter im dazugehörigen Obertyp. Das heißt,
im Gegensatz zu Ada werden Typen nicht automatisch
verändert. Sie sind in diesem Fall invariant. Eiffel un-
terstützt aber auch Kovarianz auf allen Parametern:
Beim Überschreiben ererbter Routinen können die Ty-
pen formaler Parameter und Ergebnistypen durch be-
liebige Untertypen der ursprünglichen Typen ersetzt
werden. Dadurch, dass alle Parameter kovariant sein
können, kann der Compiler nicht mehr garantieren,
dass der gesamte Eingangswertebereich abgedeckt ist;
das Ersetzbarkeitsprinzip ist verletzt. In Eiffel wird
beim Auftreten nicht abgedeckter Eingangswerte eine
Ausnahmebehandlung durchgeführt. Es ist aber auch
möglich, die erlaubten Aufrufe so einzuschränken, dass
der Compiler (bzw. Linker) Typkonsistenz garantieren
kann. Dynamisches Binden ist dann nur in den Fällen
erlaubt, in denen alle Parametertypen invariant sind.

Nachbedingungen überschriebener Funktionen sind
in Eiffel strenger oder gleich streng wie die der ur-
sprünglichen Funktionen. Dadurch beschreiben über-
schriebene Nachbedingungen kleinere Wertemengen.
Bei den Vorbedingungen ist es umgekehrt: Überschrie-
bene Vorbedingungen dürfen nicht strenger, können
aber allgemeiner sein und beschreiben größere Werte-
mengen. Vererbung in Eiffel ist hinsichtlich der Zusi-
cherungen auf den Eingangsparametern kontravariant.
Invarianten sind im Wesentlichen invariant. Daher ent-
sprechen Zusicherungen dem Ersetzbarkeitsprinzip.

5.2 Allgemeine Konzepte

Nach Beispielen für Sprachen mit einem objektorien-
tierten Typkonzept sollen nun einige wichtige Konzepte
unabhängig von konkreten Sprachen behandelt werden.

5.2.1 Varianz von Parametertypen

Die Begriffe Kovarianz, Kontravarianz und Invarianz
wurden bereits des öfteren verwendet. Da sie bei Typen
in objektorientierten Sprachen eine große Rolle spielen,
wollen wir sie hier noch einmal untersuchen. Zur Wie-
derholung: Wir schreiben s ≤ t wenn s ein Untertyp
von t ist. Für Typen von Routinen schreiben wir

s1 × · · · × sk → sk+1 × · · · × sn ≤
t1 × · · · × tk → tk+1 × · · · × tn.

Die Typen von Eingangsparametern stehen links vom
Pfeil, solche von Ausgangsparametern rechts vom Pfeil.
Durchgangsparameter werden dupliziert und deren Ty-
pen stehen sowohl links als auch rechts vom Pfeil. Der
i-te Parameter (für 1 ≤ i ≤ n) in diesem Typ ist ko-
variant wenn si ≤ ti, kontravariant wenn ti ≤ si und
invariant wenn si = ti. Da die Ausgangsparameterty-
pen praktisch immer kovariant (oder invariant) sind,
sagt man oft, eine Routine (bzw. Subtyping oder Ver-
erbung) sei kontra- bzw. kovariant wenn die Eingangs-
parametertypen kontra- bzw. kovariant sind. Von inva-
riantem Subtyping spricht man wenn alle Parameter-
typen invariant sind.

Eine Programmiersprache sollte sicherstellen, dass
nur solche Varianzen erlaubt sind, die mit dem Ersetz-
barkeitsprinzip kompatibel sind:

Eine Instanz eines Untertyps kann überall
verwendet werden wo eine Instanz eines ent-
sprechenden Obertyps erwartet wird.

Insbesondere sollte keine Änderung des Aufrufs einer
zu einem Objekt gehörenden Routine nötig sein wenn
dieses Objekt durch ein anderes Objekt eines Untertyps
ersetzt wird.

Wie in Abschnitt 4.1.2 erklärt, muss der Aufruf einer
Routine vom Typ

t1 × · · · × tk → tk+1 × · · · × tn

Variablen der statischen Typen u1, . . . , un als Argu-
mente übergeben, wobei ui ≤ ti für 1 ≤ i ≤ k und
tj ≤ uj für k < j ≤ n. Wenn ti und tj gemeinsam
den Typ eines Durchgangsparameters beschreiben gilt
zwangsläufig ui = ti = tj = uj. Diese Beziehungen
zwischen Variablen- und Parametertypen müssen auch
dann gelten wenn die Routine durch eine andere Rou-
tine eines beliebigen Untertyps

s1 × · · · × sk → sk+1 × · · · × sn

ersetzt wird. Für alle Typen u1, . . . , un und s1, . . . , sn

muss Folgendes gelten: ui ≤ si für 1 ≤ i ≤ k und
sj ≤ uj für k < j ≤ n. Da wir bereits wissen, dass
ui ≤ ti für 1 ≤ i ≤ k und tj ≤ uj für k < j ≤ n,
sind diese Beziehungen erfüllt wenn ti ≤ si für 1 ≤
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i ≤ k und sj ≤ tj für k < j ≤ n. Eingangsparameter-
typen müssen demnach kontravariant und Ausgangs-
parametertypen kovariant sein. Durchgangsparameter-
typen sind zwangsläufig invariant.

Eine andere Sichtweise von Subtyping beruht auf Fa-
milien von Einzelroutinen, die zusammengesetzt eine
Gesamtroutine ergeben. Eine Gesamtroutine vom Typ

t = tin → tout = t1 × · · · × tk → tk+1 × · · · × tn

kann als eine Familie von Einzelroutinen der Typen

ti = tiin → tiout = ti1 × · · · × t
i
k → tik+1 × · · · × t

i
n

(für 1 ≤ i ≤ m) aufgefasst werden, wobei tij ≤ tj für
1 ≤ j ≤ n. Wenn W (s) die Wertemenge (= Menge aller
Instanzen) jedes Typs s bezeichnet, muss gelten:

W (tin) =
⋃

1≤i≤m

W (tiin).

Dadurch deckt die Vereinigung aller m Einzelroutinen
den ganzen Eingangswertebereich der Gesamtroutine
ab. Aufgrund der dynamischen Typen der Eingangs-
argumente kann zur Laufzeit entschieden werden, wel-
che der Einzelroutinen ausgeführt zu werden hat. Falls
es mehrere Möglichkeiten für die Auswahl der Einzel-
routine gibt, werden weitere Kriterien zur Entschei-
dung herangezogen. In der Regel wird die passende
Routine mit den spezifischsten Typen gewählt. Wenn
die Auswahl der Einzelroutinen nur über ein einziges
Eingangsargument erfolgt, spricht man von Einfach-
Binden (engl.

”
single dispatching“). Wenn die Auswahl

über das erste Argument erfolgt, gilt z.B. tj = tij für al-
le 1 ≤ i ≤ m und 1 < j ≤ k. Einfach-Binden liegt (wie
in Ada) auch vor wenn in jeder Einzelroutine mehre-
re gekennzeichnete Eingangsparameter einen gemein-
samen Typ haben und die entsprechenden Parame-
ter der Gesamtroutine einen entsprechenden gemein-
samen Obertyp haben. Es muss dynamisch überprüft
werden ob tatsächlich alle Argumente denselben dy-
namischen Typ haben. Die Auswahl erfolgt dann über
den gemeinsamen dynamischen Typ dieser Eingangs-
argumente. Im allgemeinen Fall, wenn die Auswahl der
Einzelroutine über die dynamischen Typen mehrerer
beliebiger Argumente erfolgen kann, spricht man von
Mehrfach-Binden (engl.

”
multiple dispatching“).

Den Aufruf einer zu einem Objekt gehörenden Rou-
tine kann man auch so auffassen, dass eine um einen
Parameter erweiterte globale Routine aufgerufen wird,
wobei dieses Objekt als zusätzliches Argument, das die
Umgebung (engl.

”
environment“) beschreibt, überge-

ben wird. Der zusätzliche Parameter ist in der Re-
gel ein Durchgangsparameter. Man kann die globale
Routine als Gesamtroutine verstehen. Durch Einfach-
Binden über den zusätzlichen Parameter wird jene Ein-
zelroutine bestimmt, die dem Typ der Umgebung ent-
spricht. Damit kann ein alternatives Regelsystem für

ein dem Ersetzungsprinzip entsprechendes Subtyping
aufgestellt werden. Der Typ der Gesamtroutine sei

⊤× t1 × · · · × tk → tk+1 × · · · × tn ×⊤.

Der erste Eingangs- und letzte Ausgangsparameter
stellen den durchgereichten zusätzlichen Parameter
dar. Für jeden Typ si (1 ≤ i ≤ m), der eine entspre-
chende Routine unterstützt, gibt es eine Einzelroutine
vom Typ

si × ti1 × · · · × t
i
k → tik+1 × · · · × t

i
n × s

i.

In der einfachsten Form gilt tij = tj für alle 1 ≤ i ≤ m
und 1 ≤ i ≤ k. Diese Form von Subtyping mit invarian-
ten Eingangsparametertypen—oft auch mit invarian-
ten Ausgangsparametertypen—wird in vielen Sprachen
wie z.B. C++, Java und Oberon-2 verwendet. Die ent-
sprechenden Typüberprüfungen können in jedem Fall
vom Compiler durchgeführt werden. Allerdings ist die-
se Form von Subtyping stärker eingeschränkt als not-
wendig. Die zusätzlichen Möglichkeiten von kontrava-
riantem Subtyping werden aber kaum benötigt.

Die in Ada verwendete Form ist eine Erweiterung da-
von: tij = si falls si ein von tj abgeleiteter Typ ist, sonst

tij = tj . Auch für diese Form ist nur Einfach-Binden
notwendig, aber im Allgemeinen muss man dabei Ty-
pen dynamisch prüfen: Bei einem Aufruf muss garan-
tiert werden, dass alle Argumente an Parameterposi-
tionen des Typs si einen dynamischen Typ si haben.
Die dynamischen Typen der Argumente bzw. Variablen
sind in der Regel nicht zur Compilezeit bekannt.

Recht kompliziert sind die Verhältnisse bei der in Eif-
fel verwendeten Form des kovarianten Subtyping, wo-
bei das Binden nur über den Typ eines Objekts erfolgt.
Die einzige Regel ist tij ≤ tj für 1 ≤ j ≤ n. Die Be-

dingung W (tin) =
⋃

1≤i≤mW (tiin) und das Ersetzbar-
keitsprinzip sind im Allgemeinen nicht erfüllt. Bei einer
Typüberprüfung zur Compilezeit muss eine statische
Analyse des gesamten Programms durchgeführt wer-
den um sicherzustellen, dass alle möglicherweise auf-
gerufenen Routinen tatsächlich vorhanden sind. Der
damit verbundene Aufwand wird häufig geschäut. Au-
ßerdem ist es für einen Programmierer sehr oft nicht
leicht zu verstehen, wodurch ein möglicher Typfehler
verursacht wird; eine kleine Änderung an einer Stelle
eines Programms kann einen Typkonflikt an einer ganz
anderen, mit der Änderung scheinbar in keinerlei Zu-
sammenhang stehenden Stelle verursachen.

Kovariantes Subtyping lässt sich gut mittels
”
mul-

tiple dispatching“ realisieren. Ein Problem dabei ist
jedoch, dass die Anzahl der Einzelroutinen rasch ex-
plodieren (übermäßig groß werden) kann. Diese Code-
Explosion kann man nur dadurch umgehen, dass man
bei der Vererbung Heuristiken verwendet, die aber
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nicht in jedem Fall den Erwartungen entsprechen. Au-
ßerdem wird durch

”
multiple dispatching“ die Zuord-

nung von Einzelroutinen zu Klassen bzw. Typen er-
schwert; die auszuführende Einzelroutine wird ja nicht
mehr über ein ausgewähltes si, sondern über eine Men-
ge gleichwertiger dynamischer Typen bestimmt.

Für einen Softwareentwickler bietet kovariantes Sub-
typing oft eine gute Lösung, da sich damit einige in
der Praxis häufige Beziehungen zwischen Typen relativ
einfach ausdrücken lassen. Zum Beispiel gibt es einen
Typ Tier mit einer Routine füttere, die als Eingangs-
argument eine Instanz von Nahrung erwartet. Im Un-
tertyp Löwe von Tier soll füttere eine Instanz von
Fleisch erwarten, wobei Fleisch ein Untertyp von
Nahrung ist. Diese Beziehung lässt sich nur mittels Ko-
varianz ausdrücken. Wie wir gesehen haben, kann Ko-
varianz in uneingeschränkter Form von einer Program-
miersprache nicht zur Verfügung gestellt werden, wenn
statische Typüberprüfung und getrennte Übersetzbar-
keit von Modulen gefordert wird und die Nachteile von

”
multiple dispatching“ nicht in Kauf genommen wer-

den sollen. Die Kunst des Programmiersprachendesi-
gns liegt auch hierbei zu einem großen Teil darin, gute
Kompromisse zu finden.

Ein möglicher Ausweg besteht vielleicht darin, Ty-
pen in eingeschränkter Weise als Werte zu betrach-
ten. (Dabei ist Vorsicht geboten, da dies leicht zu un-
entscheidbaren Typsystemem führen kann.) Der Typ
Tier kann z.B. eine Konstante frisst enthalten, de-
ren Wert der Typ Nahrung ist. Die Routine füttere

erwartet sich dann eine Instanz von frisst als Ar-
gument. In Löwe kann frisst den Wert Fleisch ha-
ben; füttere bleibt unverändert. Dieser Ansatz löst
das Problem nur scheinbar: füttere in Löwe akzeptiert
noch immer nicht alle Werte, die von füttere in Tier

als Argument erwartet werden. Dennoch kann dieser
Ansatz unter Umständen Vorteile bringen, da die Be-
ziehung zwischen Tier und Nahrung über frisst von
vornherein festgelegt ist. Damit kann eine notwendige
dynamische Typüberprüfung bereits früher, vor dem
Aufruf erfolgen. In einigen Fällen, aber nicht immer,
kann überhaupt darauf verzichtet werden.

5.2.2 Untertypen und Vererbung

In vielen objektorientierten Sprachen, z.B. in Ada, Ja-
va, C++ und Eiffel, werden Subtyping und Vererbung
als zusammengehörige Mechanismen verstanden. Bei
genauerer Betrachtung stellt sich aber heraus, dass sich
dadurch Probleme ergeben können. In objektorientier-
ten Sprachen entspicht ein Typ in etwa der Spezifikati-
on der Schnittstelle und des nach außen sichtbaren Ver-
haltens eines Objekts. Alle Instanzen eines Typs bieten
deshalb nach außen hin dieselbe Schnittstelle an und
zeigen dasselbe Verhalten. Ein Untertyp bietet mehr

Möglichkeiten in der Schnittstelle und beschreibt das
Verhalten genauer als ein entsprechender Obertyp. Der
Begriff

”
Vererbung“ bezieht sich dagegen auf Imple-

mentierungen. Zum Beispiel erbt ein abgeleiteter Typ
die Implementierungen seiner Routinen, falls sie nicht
überschrieben werden. Man könnte meinen, dass die
Implementierung das Verhalten formal beschreibe und
Vererbung daher eine direkte Folge der Einführung von
Untertypen darstelle. Wenn dem so wäre, müsste man
das Überschreiben von Routinen verbieten, da Über-
schreiben mit einer Verhaltensänderung gleichzusetzen
wäre. Überschreiben ist aber für die praktische Pro-
grammierung wichtig, sodass man es nicht einfach ver-
bieten kann. Implementierung und Festlegung des nach
außen sichtbaren Verhaltens sind daher zwei verschie-
dene Dinge. Während sich die Beschreibung des Ver-
haltens bei Typen nur auf die nach außen hin sichtba-
ren und relevanten Aspekte beschränkt, beschreibt die
Implementierung auch alle anderen Aspekte im Detail.
Untertypen beziehen sich daher auf eine konzeptuelle
und Implementierungen auf die konkrete Ebene. Man
spricht daher auch häufig von Vererbung von Konzep-
ten (gleichbedeutend mit Subtyping) im Gegensatz zur
Vererbung von Implementierungen.

Den wesentlichen Unterschied zwischen Vererbung
von Konzept und Implementierung versteht man am
besten anhand eines Beispiels, in dem sich die beiden
Hierarchien unterscheiden:

Collection

Set IntegerSet

Bag

����
HHHH

Collection

Bag Set

IntegerSet

����
HHHH

Vererbung von Impl. Subtyping

Ziel der Vererbung von Implementierungen ist die di-
rekte Wiederverwendung so vieler Programmteile wie
möglich. Die Implementierungen von Set und Bag zei-
gen so starke Ähnlichkeiten, dass sich die Wiederver-
wendung von Programmteilen lohnt. In diesem Fall
erbt Bag große Teile der Implementierung von Set. Für
diese Entscheidung ist nur der pragmatische Gesichts-
punkt, dass sich Bag einfacher aus Set ableiten lässt als
umgekehrt, ausschlaggebend. Für IntegerSet wurde
eine von Set unabhängige Implementierung gewählt,
da durch die Beschränkung auf ganze Zahlen eine we-
sentlich effizientere Implementierung möglich ist.

Wenn wir uns von Konzepten (bzw. Typen) leiten
lassen, schaut die Hierarchie anders aus. Bag und Set

stehen in keinem Verhältnis zueinander, da die Rou-
tinen für das Hinzufügen bzw. Löschen von Elemen-
ten einander ausschließende Bedeutungen haben, ob-
wohl Set und Bag dieselbe Schnittstelle haben können.
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Die Operationen für Set und IntegerSet haben dage-
gen dieselbe Bedeutung. IntegerSet kann, aufgrund
der Einschränkung auf ganze Zahlen, eine gegenüber
Set erweiterte Schnittstelle anbieten und ist daher
ein Untertyp von Set. Beispielsweise kann man für
IntegerSet eine Routine definieren, die die größte
Zahl in der Menge findet. Eine vergleichbare Opera-
tion kann es in Set nicht geben, da auf den Elementen
dieser Menge keine Ordnung definiert ist.

Obiges Beispiel demonstriert unterschiedliche Argu-
mentationen für die Vererbung von Implementierun-
gen und Konzepten. Die Unterschiede zwischen den
Argumentationen sind wichtiger als jene zwischen den
Hierarchien, da die Hierarchien selbst letztendlich von
Details der Sprache und beabsichtigten Verwendungen
abhängen. Beim Implementierungsbeispiel wurde da-
von ausgegangen, dass sich Bag relativ einfach durch
Verwendung von Set implementieren lässt, was nicht
für jede Sprache zutreffen muss. Bei der Vererbung von
Konzepten wurde implizit ein Typsystem vorausge-
setzt, das eine entsprechende Spezialisierung zwischen
Set und IntegerSet erlaubt.

Es wurden experimentelle Sprachen entwickelt, in
denen Subtyping von einem Mechanismus für die Ver-
erbung von Implementierungen getrennt ist. Während
in der Typhierarchie das Ersetzbarkeitsprinzip beach-
tet werden muss, braucht dieses in der Vererbungshier-
archie nicht zu gelten. Damit ist es einfach, Vererbung
sehr allgemein zu definieren. Zum Beispiel kann man
auch erlauben, dass bei der Vererbung nur Teile einer
Klasse in die neue Klasse übernommen werden. Das fol-
gende Beispiel ist in der experimentellen Sprache Port-
landish geschrieben:

type Person signature

Name(): String,

Versnr(): Integer

endType

Diese Typdefinition legt nur eine Schnittstelle fest. Die
entsprechende Implementierung wird getrennt davon
spezifiziert:

implementation PersonImpl of Person

fields

N: String;

V: Integer;

methods

Name(): String { return N }

Versnr(): Integer { return V }

endImplementation

Durch diese Trennung, vor allem durch getrennte Na-
men für Typen und Implementierungen, ist es möglich,
alternative Implementierungen zu definieren:

implementation AnderePersonImpl of Person

fields ...

methods ...

endImplementation

Vererbung erfolgt getrennt für Typdefinitionen und Im-
plementierungen:

type Student

supertypes Person

signature ...

endType

implementation StudentImpl of Student

superImplementations PersonImpl

fields ...

methods ...

endImplementation

In diesem Beispiel stimmen die Hierarchien von Typen
und Implementierungen überein. Da dieser Fall häufig
auftritt, stellt sich die Frage, ob sich der zusätzliche
Aufwand lohnt. Eine andere Möglichkeit ist, dass man
nur Subtyping verwendet. Zur Vermeidung des Dupli-
zierens von Programmcode können Sprachkonstrukte
genutzt werden, die, wie z.B. Prozeduraufrufe, in der
Sprache ohnehin vorhanden sind. Vor allem Sprachen,
die Module und Typen zu Klassen vereinen, machen
dafür aber gezielte Lockerungen bei den Sichtbarkeits-
regeln notwendig.

Obiges Beispiel könnte man in einer sehr ähnlichen
Form auch in Java oder C# schreiben. Diese Sprachen
erlauben die Definition von Schnittstellen unabhängig
von Klassen. Allerdings müssen auch Klassen in Java
und C#, soweit dies überprüft werden kann, dem Er-
setzbarkeitsprinzip entsprechen. Damit ist es in diesen
Sprachen kaum möglich, Typ- und Vererbungshierar-
chien klar voneinander zu trennen.

Neben Subtyping und Vererbung von Implementie-
rungen gibt es noch eine dritte Hierarchie, eine

”
is-

a“-Hierarchie, die üblicherweise in der Analyse- bzw.
Designphase eines Softwareprojekts erstellt wird. Da-
bei handelt es sich um eine konzeptuelle Hierarchie. Im
Gegensatz zu Subtyping sind in der

”
is-a“-Hierarchie

die Schnittstellen und das Verhalten nur ansatzweise
festgelegt, und auf Einschränkungen wie Ko- und Kon-
travarianz wird verzichtet. Diese Hierarchie stellt oft
einen Vorläufer der Subtyping-Hierarchie dar.

Typen werden in objektorientierten Sprachen durch
ihre Schnittstellen und sichtbaren Verhaltensweisen
festgelegt. (Typen in funktionalen Sprachen beschrei-
ben nur Schnittstellen.) Es stellt sich die Frage, wie
man das Verhalten eines Typs beschreiben kann wenn
Implementierungen dafür nicht geeignet sind. Stand
der Technik ist, das Verhalten eines Typs in der da-
zugehörigen Dokumentation zu beschreiben. In man-
chen Fällen werden dazu auch formale Spezifikations-
sprachen verwendet. Ein Ziel sollte sein, die formale
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Spezifikation eines Typs dem Compiler zugänglich zu
machen, damit die Übereinstimmung zwischen Spezi-
fikation und Implementierung überprüft werden kann.
Ein Ansatz dafür sind Zusicherungen wie in Eiffel. Al-
lerdings erlauben diverse Einschränkungen nur die Dar-
stellung eines Teils der gesamten Spezifikation eines
komplexeren Typs. Die Darstellung komplexerer Spe-
zifikationen ist noch immer Gegenstand diverser For-
schungsaktivitäten.

Untertypen müssen dasselbe Verhalten wie Ober-
typen beschreiben, können dabei aber mehr Details
berücksichtigen. Da Verhaltensbeschreibungen zur Zeit
einem Compiler kaum zugänglich sind, muss irgendwie
anders festgelegt werden, welche Typen aufgrund ih-
res Verhaltens kompatibel sind und welche nicht. Am
häufigsten geschieht dies durch die explizite Angabe
der Obertypen in jedem Typ. Z. B. folgen Ada, Eiffel,
C++ und Java diesem Ansatz, der aber nur funktio-
niert wenn Typkompatibilität durch Namensgleichheit
festgelegt ist. Wenn Typkompatibilität durch Struk-
turgleichheit bestimmt ist, kann ein Ansatz wie in
Modula-3 verwendet werden: Neben global sichtbaren
Variablen und Signaturen von Routinen spezifiziert ein
Typ auch eine Menge zusätzlicher Namen, die das Ver-
halten in einer sehr abstrakten Form beschreiben. Ein
Typ B ist ein Untertyp eines Typs A wenn es für jede
Variable, jede Signatur und jeden verhaltensbeschrei-
benden Namen in A eine entsprechende Variable oder
Signatur bzw. den gleichen Namen in B gibt. In jedem
Fall kann das Verhalten durch einen beliebig gewählten
Namen abstrahiert werden.

5.2.3 Subtyping und Verhalten

Liskov und Wing [16] haben eine vielfach zitierte De-
finition von Subtyping erarbeitet. Diese Definition be-
ruht darauf, dass Typen formale Spezifikationen des
sichtbaren Verhaltens aller Instanzen sind. Eine solche
Typspezifikation sieht zum Beispiel so aus:

bag = type

uses BBag (bag for B)
for all b: bag

put = proc (i : int)
requires |bpre .elems | < bpre .bound
modifies b
ensures bpost .elems = bpre .elems ∪ {i}
∧ bpost .bound = bpre .bound

get = proc () returns (int)
requires bpre .elems 6= {}
modifies b
ensures bpost .elems = bpre .elems − {result}
∧ result ∈ bpre .elems
∧ bpost .bound = bpre .bound

Die uses-Klausel gibt eine Sorte B—im algebraischen
Sinn—mit dessen Spezifikation BBag an. Damit wer-
den grundlegende mathematische Symbole wie |x| (An-
zahl der Elemente in der Menge x), ∪, =, 6=, ≤, etc.
eingeführt, die in der Typspezifikation gebraucht wer-
den. Die mit for all beginnende Klausel besagt, dass
die folgende Spezifikation für alle Instanzen b des Typs
bag gilt. Es werden zwei Routinen spezifiziert. Für
jede Routine gibt es eine Vorbedingung (requires-
Klausel) und Nachbedingungen (als modifies-Klausel,
die mögliche Änderungen einschränkt, und als ensu-

res-Klausel). Die Instanz b tritt in den Zusicherungen
in zwei Versionen auf: bpre steht für den Wert von b vor
Ausführung der Routine, bpost für den Wert nach der
Ausführung. Die Semantik dieser Spezifikation sollte
intuitiv klar sein.

Eine (informale) Definition von Subtyping für solche
Typspezifikationen lautet wie folgt:

s ist ein Untertyp von t wenn

1. jede Invariante von s eine entsprechene Invariante
von t impliziert; Invarianten in s sind also minde-
stens so stark wie die in t;

2. die Routinen von s sich wie die Routinen von t
verhalten:

(a) Eingangsparametertypen sind kontravariant;

(b) Ergebnistypen sind kovariant;

(c) die Menge der von s erlaubten Ausnahme-
behandlungen liegt in der Menge der von t
erlaubten Ausnahmebehandlungen;

(d) Vorbedingungen von t implizieren die ent-
sprechenden Vorbedingungen von s (Kontra-
varianz); Vorbedingungen in s können also
nur schwächer sein als die in t;

(e) Nachbedingungen von s implizieren die ent-
sprechenden Nachbedingungen von t (Kova-
rianz); Nachbedingungen in s sind also min-
destens so stark wie die in t;

3. die Einschränkungen auf s entsprechende Ein-
schränkungen auf t implizieren; Einschränkungen
auf s sind also mindestens so stark wie die auf t.

Diese Definition verwendet Einschränkungen (engl.

”
constraints“ bzw.

”
history constraints“), auf die wir

bis jetzt noch nicht eingegangen sind. Solche Ein-
schränkungen verhindern Probleme, die durch

”
alia-

sing“ entstehen können: Angenommen, ein Objekt wird
über mehrere Variablen referenziert. In einer Sprache
mit einem polymorphen Typsystem können diese Va-
riablen verschiedene Typen haben. Jeder dieser Typen
kann eine unterschiedliche Menge von Routinen anbie-
ten. Jedoch werden Veränderungen auf dem Objekt, die
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durch die Sichtweise der einen Variable erfolgen, auch
über die andere Variable sichtbar. In einigen Fällen
können diese verschiedenen Sichtweisen problematisch
sein. Zum Beispiel, wenn t der Typ einer Menge ist,
die nur Routinen zum Einfügen von Elementen in die
Menge und zum Lesen der Elemente in der Menge an-
bietet, kann fälschlich angenommen werden, dass ein
eingefügtes Element immer in der Menge bleibt. Man
kann einen Untertyp s von t definieren, der eine zusätz-
liche Routine zum Löschen anbietet. Nun kann eine In-
stanz von s aber auch über eine Variable vom Typ t
referenziert werden. Die über den Typ t gemachte An-
nahme, dass alle Elemente stets in der Menge bleiben,
ist also nicht notwendigerweise erfüllt.

Durch die explizite Spezifikation von Einschränkun-
gen sind solche Fälle ausgeschlossen. Einschränkung
beschreiben, welche Eigenschaften von Instanzen des
Typs erwartet werden dürfen. Zum Beispiel ist die An-
nahme, dass alle Elemente stets in der Menge blei-
ben, nur erlaubt wenn es eine entsprechende Ein-
schränkung, etwa bpre .elems ⊆ bpost .elems , auf t gibt.
Wenn es jedoch eine solche Einschränkung gibt ist es
nicht möglich, einen Untertyp s von t einzuführen,
der diese Einschränkung verletzt; eine Routine zum
Löschen von Elementen kann es in s daher nicht ge-
ben. Die üblichen Zusicherungen (vor allem Vorbedin-
gungen) können nicht alle nötigen Einschränkungen
ausdrücken, da Aufrufer nur den nach außen sichtba-
ren Objektzustand sehen und sich Zustände durch Ne-
benläufigkeit zwischen Überprüfung der Vorbedingun-
gen und Ausführung einer Routine ändern können.

Genau genommen beziehen sich diese Einschränkun-
gen nur auf die weitere Entwicklung eines Objekts
(daher

”
history constraint“). Andere Formen von Ein-

schränkungen, die immer gleichmäßig gelten, stellen ja
Invarianten dar.

5.2.4 Untertypen und Generizität

Die beiden Arten des universell quantifizierten Poly-
morphismus, nämlich Subtyping und Generizität (bzw.
parametrischer Polymorphismus), wurden auf sehr un-
terschiedliche Weise eingeführt. Subtyping ist nach
dem Ersetzbarkeitsprinzip so definiert, dass Instanzen
eines Untertyps überall eingesetzt werden können, wo
Instanzen eines entsprechenden Obertyps erwartet wer-
den. Generizität ist ein Machanismus zur Beschreibung
einer Familie von Typen, die sich nur durch die für Typ-
parameter eingesetzten Typen unterscheiden. Es stellt
sich daher die Frage, wie sich diese beiden Arten von
Polymorphismus zueinander verhalten.

Betrachten wir beispielsweise Listen von Elemen-
ten gleichförmiger Typen. Dies lässt sich in Ada auf
natürliche Weise durch die Verwendung von Generi-
zität ausdrücken:

generic

type Data is private;

package Lists is

type Elem is private;

function Append (A,B: access Elem)

return access Elem;

private

type Elem is record

Item: Data;

Next: access Elem

end record;

end Lists;

type Person is ...

package PersonLists is new Lists (Person);

Für jeden Typ kann damit generisch ein Listentyp mit
den notwendigen Operationen erzeugt werden. Abgese-
hen von der Kapselung im Paket lässt sich ein entspre-
chender Effekt auch durch Vererbung erreichen:

type Elem is tagged record

Next: access Elem

end record;

function Append (A,B: access Elem)

return access Elem;

type PersonElem is new Elem with ...

Dieses Beispiel veranschaulicht, dass zumindest in ei-
nigen Fällen Subtyping und Generizität gegeneinan-
der austauschbar sind. Kann man vielleicht mit einem
der beiden Mechanismen alles ausdrücken, was man
im jeweils anderen ausdrücken kann? Ohne Subtyp-
ing, also nur mit Generizität, ist es zum Beispiel nicht
möglich, heterogene Listen auszudrücken; das sind Li-
sten, die Elemente von mehr als nur einem Typ enthal-
ten können. Heterogene Listen kommen in der Praxis
aber vor. Daher ist Generizität sicher nicht mächtiger
als Subtyping.

Dagegen hat man mit Subtyping alleine andere Pro-
bleme. Wenn man kontravariantes Subtyping verwen-
det, kann man beispielsweise die Schnittstelle der Funk-
tion Append in obigem Beispiel nicht in einem Unter-
typ übernehmen, da die Eingangs- und Ausgangspara-
meter jeweils denselben Typ haben sollen. Jede Form
von kovariantem Subtyping unterliegt aber, wie in Ab-
schnitt 5.2.1 erklärt, verschiedenen unerwünschten Ein-
schränkungen, die es bei Generizität nicht gibt. Dar-
aus folgt, dass Generizität und Subtyping einander
ergänzen.

Die Kombination von Generizität und Subtyping
drückt sich sehr anschaulich in gebundener Generi-
zität aus. Der Ausdruck KONTO[T->GELDBETRAG] in
Eiffel besagt zum Beispiel, dass für den Typparame-
ter T in der Klasse KONTO jeder beliebige Untertyp von
GELDBETRAG eingesetzt werden kann. Durch die Be-
schränkung auf Untertypen von GELDBETRAG sind ei-
nige der Eigenschaften aller Instanzen von T, nämlich
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jene, die auch alle Instanzen von GELDBETRAG haben,
bekannt und können verwendet werden. Zum Beispiel
können je zwei Instanzen von T addiert werden und
liefern als Ergebnis wieder eine Instanz von T.

Gebundene Generizität verwendet Subtyping als ein
Hilfsmittel. Wir fragen uns nun, unter welchen Be-
dingungen ein generischer Typ ein Untertyp eines an-
deren generischen Typs ist, also überall, wo eine In-
stanz des zweiten generischen Typs erwartet wird,
auch eine Instanz des ersten generischen Typs ver-
wendet werden kann. Im Fall von Eiffel ist die Fra-
ge einfach zu beantworten: Ein Typ (bzw. eine Klas-
se) x[a1->s1, . . . , an->sn] ist ein Untertyp (bzw. ei-
ne Unterklasse) von y[b1->t1, . . . , bn->tn], wenn für
alle 1 ≤ i ≤ n gilt, dass si ein Untertyp von ti und
x[s1, . . . , sn] ein Untertyp von y[s1, . . . , sn] ist. Es
ist klar, dass bei der Ersetzung der Parameter immer
nur die spezifischeren konstanten Typausdrücke si ver-
wendet werden können, da für alle anderen Typen eine
Bedingung in x verletzt wäre.

Mit dieser Version von gebundenen Typparametern
bzw. Subtyping für generische Typen gibt es aber ein
Problem: Sie ist nur dann vollständig bzw. anwendbar,
wenn alle Parametertypen kovariant sind, was in der
Regel nicht gilt. Trotzdem werden solche Beziehungen
in der Praxis für wichtig erachtet. Beispielsweise sind
auf Arrays in Java und C# implizit solche Untertyp-
beziehungen definiert; Student[] ist ein Untertyp von
Person[] wenn Student ein Untertyp von Person ist,
obwohl es dadurch zu Typfehlern zur Laufzeit kom-
men kann: Enthält eine Variable vom deklarierten Typ
Person[] ein Array des Typs Student[], dann erlaubt
die statische Typüberprüfung das Schreiben einer In-
stanz von Person in das Array; zur Laufzeit wird eine
Ausnahmebehandlung ausgelöst, falls der dynamische
Typ des in das Array geschriebenen Objekts ungleich
Student ist.

Für Sprachen mit kontravariantem Subtyping wer-
den wesentlich mächtigere Mechanismen benötigt, um
komplexe Beziehungen zwischen den Typparametern
ausdrücken zu können. Mit herkömmlichen Mitteln
kann nur ausgedrückt werden, dass ein für einen Typ-
parameter eingesetzter Typ ein Untertyp einer gegebe-
nen Typkonstante ist. Man will zumindest auch fest-
legen können, dass ein eingesetzter Typ ein Obertyp
einer Typkonstante ist, und das nicht nur bei der
Deklaration eines Typparameters. Dafür erforderliche
Sprachmechanismen wurden in der Version 1.5 zusam-
men mit Generizität zu Java hinzugefügt: Die Aus-
drücke ? extends T (beliebiger Untertyp von T) und
? super T (beliebiger Obertyp von T) können in vie-
len Fällen statt konkreter Typen Typparameter erset-
zen. Das geht aber nur, wenn auf entsprechende Va-
riablen nur lesend (im Fall von ? extends T, also Zu-
griffe, für die kovariante Typen gefordert werden) bzw.

nur schreibend (im Fall von ? super T, kontravariante
Typen) zugegriffen wird. Dazu ein Beispiel in Java:

class List<T> {

copyFrom (List<? extends T> f) {...}

copyTo (List<? super T> t) {...}

...

}

Beide Methoden kopieren den Inhalt generischer Li-
sten, copyFrom von der Liste f in die aktuelle Liste
this vom Typ T und copyTo von this nach t. Auf f
wird nur lesend und auf t nur schreibend zugegriffen.
Dabei wird List<Student> nur dann als Untertyp von
List<Person> aufgefasst, wenn auf den ersten Typ nur
lesend oder auf den zweiten nur schreibend zugegriffen
werden darf.

In der Theorie gibt es im Wesentlichen zwei Möglich-
keiten, Klassen bzw. generische Typen zueinander in
Beziehung zu setzen, nämlich F-gebundene Generizität
und Subtyping höherer Ordnung. Angenommen, T be-
zeichnet einen generischen Typ und T [S] einen Typ, der
durch Ersetzung eines Typparameters in T durch den
Typ S aus T abgeleitet wird. Im F-gebundenen Poly-
morphismus gilt die Beziehung S ≤ T [S], der Untertyp
kann also den Typparameter des (generischen) Ober-
typs ersetzen. Einige aktuelle Sprachen mit Generizität
verwenden F-gebundene Generizität und ermöglichen
damit rekursive Definitionen wie in S ≤ T [S]. In Java
1.5 sind beispielsweise viele Klassen und Schnittstellen
folgendermaßen definiert:

interface Comparable<T> {

int compareTo (T that);

}

class Integer implements Comparable<Integer> {

public int compareTo (Integer that) {...}

}

Der Typ des formalen Parameters that wird durch
einen Typparameter bestimmt, nicht durch Subtyping.
Damit werden Einschränkungen beim Subtyping (ko-
variante bzw. binäre Routinen) vermieden und es ist
trotzdem sichergestellt, dass this in compareTo den-
selben dynamischen Typ wie that hat. Dieser Ansatz
hat aber einen Haken: Wenn S ≤ T [S] gilt und ein
Untertyp U ≤ S existiert, kann U ≤ T [U ] nicht mehr
gelten, sondern nur U ≤ T [S] (wie aus S übernom-
men). Der Einsatz von Wildcard-Typen hilft manch-
mal weiter (z.B. S ≤ T [? extends S] statt S ≤ T [S]),
schränkt aber die Art der Zugriffe (lesend oder schrei-
bend) stark ein.

Eine alternative Beziehung mit ähnlicher Ausdrucks-
stärke ist Subtyping höherer Ordnung: Zwei generische
Typen S und T sind in einer Untertypbeziehung höher-
er Ordnung, wenn S[U ] ≤ T [U ] für alle Typen U gilt.



52 KAPITEL 5. TYPEN IN OBJEKTORIENTIERTEN SPRACHEN

Subtyping höherer Ordnung scheint mathematisch ein-
facher handhabbar zu sein als F-gebundener Polymor-
phismus und wird z.B. in Haskell und C++ verwendet.

Man kann nicht-generische Typen einfach nur als
Spezialfall generischer Typen (mit einer leeren Men-
ge von Typparametern) ansehen. Dann braucht man
in einer Sprache nicht zwischen nicht-generischen und
generischen Typen unterscheiden. Als Grundlage für
die Vererbung kann man dann <#—man nennt die-
se Beziehung in diesem Fall Matching definiert durch
S <#T wenn S[U ] ≤ T [U ] für alle Typen U—anstatt
der Untertypbeziehung verwenden. Leider erfüllt aber
<# das Ersetzbarkeitsprinzip nicht. Der Grund dafür
liegt darin, dass gebundene Typparameter in rekursi-
ven Typen (siehe Abschnitt 4.3.2) kovariant als Ein-
gangsparametertypen verwendet werden dürfen. Zum
Beispiel gilt die Beziehung

{i:int, f:u→u, next:u} <# {i:int, f:v→v}.

Eine derartige Beziehung ist in vielen Fällen durchaus
erwünscht. Durch die Verletzung des Ersetzbarkeits-
prinzips dürfen Aufrufe von Routinen aber nur dann
polymorph sein wenn garantiert ist, dass kein Argu-
ment einen Typ mit möglicherweise kovarianten Ein-
gangsparametertypen hat.

Zusammengefasst: Auch Subtyping höherer Ordnung
unterstützt (wie F-gebundene Generizität) binäre Me-
thoden. Aber auch dabei gibt es einen Haken: Man
muss entweder statisch sicherstellen, dass in Aufrufen
binärer Methoden bestimmte übergebene Argumente
gleiche Typen haben (wodurch die Flexibilität einge-
schränkt wird) oder akzeptieren, dass bei Matching
Typfehler erst zur Laufzeit erkannt werden.

5.3 Logik und Subtyping

Typen und Subtyping können nicht nur in imperativen
Sprachen gewinnbringend eingesetzt werden. In diesem
Abschnitt wird dies an der Programmiersprache LIFE
demonstriert, deren Wurzeln in der logischen Program-
mierung liegen.
ψ-Terme kombinieren logische Terme (siehe Ab-

schnitt 2.2) mit Typen, auf denen ein Verband defi-
niert ist (siehe Abschnitt 4.1). Stark vereinfacht ausge-
drückt erweitern ψ-Terme gewöhnliche Terme so, dass
erweiterbare verbundähnliche Datenstrukturen in logi-
schen Sprachen einfacher repräsentiert werden können.
Ein Beispiel veranschaulicht dies:

X:person(name =>

nameT(first => string,

last => S:string),

married =>

person(name => nameT(last => S),

married => X))

person, nameT und string sind Typsymbole. In LI-
FE werden sie, in Anlehnung an Algebren, Sorten ge-
nannt. Der Begriff Typ wird vermieden, da ψ-Terme
selbst, in gewisser Weise, Typen sind. name, first,
last und married sind Label zur Bezeichnung von Ver-
bundkomponenten, die

”
features“ oder Attribute hei-

ßen. Die dritte Klasse von Symbolen sind Variablen-
namen, zu der auch X und S gehören. Wie in Prolog
werden Variablennamen mit großem Anfangsbuchsta-
ben und alle anderen Symbole klein geschrieben. Jede
Sorte entspricht ungefähr einem Verbundtyp, wobei die
Komponenten und deren Typen jedoch nicht festgelegt
sind, sondern stets neue Komponenten dazugefügt wer-
den können. Die Sruktur des obigen ψ-Terms lässt sich
grafisch veranschaulichen:

person

person

string

nameT

nameT

string

6

-
?

-

�
�

���

�
�

��	

@
@

@@R

name

name

married

married last

lastfirst

X:

S:

Jedes Rechteck stellt einen Teilausdruck des ψ-Terms
dar und enthält die Sorte dieses Teilausdrucks. Eini-
gen Teilausdrücken ist ein Variablenname zugeordnet.
Pfeile mit den entsprechenden Bezeichnungen veran-
schaulichen Attribute. Der ψ-Term besagt, dass X eine
Instanz von person ist, die zumindest die Komponen-
ten name und married der Sorten nameT bzw. person
enthält, wobei der Name der Person aus je einem Vor-
und Nachnamen besteht. Jene Person, mit der X verhei-
ratet ist, ist auch mit X verheiratet und hat einen Na-
men, dessen Nachnamen-Komponente S mit dem Nach-
namen von X ident ist.

Ein ψ-Term ist ein Ausdruck der Form x oder x:t
oder t, wobei x eine Variable und t ein

”
untagged“ ψ-

Term ist. Ein
”
untagged“ ψ-Term ist ein Ausdruck der

Form s oder s(a1⇒t1, . . . , an⇒tn), wobei s eine Sor-
te ist und a1, . . . , an paarweise verschiedene Attribute
und t1, . . . , tn ψ-Terme sind. Eine Variable x darf in
einem ψ-Term höchstens einmal in der Form x:t auf-
treten.

Auf ψ-Termen gibt es eine Halbordnung �, die sich
aus der Halbordnung ≤ auf der Menge der Sorten ab-
leiten lässt. t � t′ zwischen zwei ψ-Termen t und t′ gilt
genau dann, wenn

1. s ≤ s′ für die äußersten Sorten s und s′ von t bzw.
t′ gilt, und

2. alle Attribute a1, . . . , an von t′ auch Attribute von
t sind, und
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3. ti � t′i für i ∈ {1, . . . , n} und jedes ai⇒ti in t und
a′i⇒t

′
i in t′ gilt, und

4. Teilausdrücke in t identisch sind falls die entspre-
chenden Teilausdrücke in t′ identisch sind.

Wenn ≤ auf der Menge der Sorten einen Verband be-
schreibt, dann beschreibt auch � auf der Menge aller
ψ-Terme, abgesehen von Variablenbenennungen, einen
Verband. Das bedeutet, dass es für je zwei ψ-Terme
ein eindeutig bestimmtes Infimum gibt, das dem Ergeb-
nis der Unifikation zwischen diesen beiden Termen ent-
spricht. Für das folgende Beispiel verwenden wir diesen
Ausschnitt aus einem Verband über Sorten:

person

student angestellter

werkstudent professor

p1 p2 p3 p4

�����

HHHHH

HHHHH

�����

HHHHH

Die Unifikation von

student(betreuer =>

professor(assistent =>

angestellter),

freund => person)

und

X:person(betreuer =>

p4(assistent => X),

vermieter => person)

liefert das Ergebnis

X:werkstudent(betreuer =>

p4(assistent => X),

freund => person,

vermieter => person)

p1 bis p4 sind spezielle Sorten, die jeweils genau ei-
ne Instanz beschreiben. Man kann p1 bis p4 selbst als
Werte auffassen. In LIFE werden Werte und Sorten
nicht unterschieden. Jede Sorte stellt auch einen Wert
dar und umgekehrt.

LIFE-Programme sehen wie Prolog-Programme aus
und werden, abgesehen von der unterschiedlichen Unifi-
kation, gleich ausgeführt. Zum Beispiel liefert das Pro-
grammstück

prueft(p4, p1).

fleissig(angestellter).

fleissig(X:student) :- prueft(professor, X).

auf die Anfrage
”
fleissig(Y:student)“ nacheinander

die beiden Antworten
”
Y=werkstudent“ und

”
Y=p1“.

5.4 Typen für aktive Objekte

Nebenläufige (parallele) objektorientierte Sprachen be-
ruhen manchmal auf aktiven Objekten. Ein aktives Ob-
jekt ist im Wesentlichen ein Prozess, der mit anderen
Objekten über

”
message passing“ kommuniziert. Wie

jedes Objekt besitzt auch ein aktives Objekt eine Iden-
tität, einen veränderlichen Zustand und ein Verhalten,
das durch ein Programmstück festgelegt ist. Aktive Ob-
jekte können, genauso wie passive Objekte, typisiert
sein. Über den Typen der aktiven Objekte lässt sich
auch Subtyping realisieren, wie in Abschnitt 5.4.1 be-
schrieben. Allerdings ist die Vererbung des Programm-
codes aktiver Objekte oft schwierig, wie wir in Ab-
schnitt 5.4.2 sehen werden.

5.4.1 Prozesstypen

Man kann
”
tasks“ in Ada als aktive Objekte ansehen,

denen ein Typ zuordenbar ist. Hier ist ein kleines Bei-
spiel für einen Prozess und dessen Typ:

task type Buffer is

entry Put (E: in Element);

entry Get (E: out Element);

end Buffer;

task body Buffer is

X: Element;

begin

loop

accept Put (E: in Element)

do X := E;

end;

accept Get (E: out Element)

do E := X;

end;

end loop;

end Buffer;

Der Typ beschreibt die Nachrichten, die von einem Pro-
zess akzeptiert werden können. Die in der Typdeklara-
tion bereitgestellte Information ist jedoch sehr lücken-
haft. Vor allem fehlt die Information, wann und unter
welchen Umständen eine Nachricht vom Prozess ak-
zeptiert wird. Das Beispiel beschreibt einen Puffer, der
zu jedem Zeitpunkt nur ein einziges Element enthalten
kann. Das heißt, die Nachrichten Put und Get werden
nur abwechselnd akzeptiert, wobei die erste Nachricht
Put sein muss. Das Programmstück
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B: Buffer; E1, E2: Element;

B.Put(E1); B.Put(E2); B.Get(E1);

würde also zu einem
”
deadlock“ führen, falls es keinen

weiteren Prozess gibt, der entsprechende Nachrichten
an B sendet. Aus dem Typ von Buffer ist dieses Ver-
halten aber nicht ersichtlich.

Ein geeignetes Typsystem für aktive Objekte müsste
in der Lage sein, das Verhalten seiner Instanzen (Pro-
zesse) so weit zu beschreiben, wie es für ihre richti-
ge Verwendung notwendig ist. Prozesstypen, die auf
einer Prozessalgebra (siehe Abschnitt 2.3.2) beruhen,
können die notwendige Information beschreiben. Alle
atomaren Aktionen in Prozesstypen beschreiben Nach-
richten, die erwartet werden. Atomare Aktionen wer-
den mittels sequentieller Komposition (∗), paralleler
Komposition (‖) und alternativer Komposition (+) zu
Prozesstypen zusammengesetzt. Der folgende Prozess-
typ entspricht obigem Ada-Beispiel:

Buffer = Put (in Element) ∗
Get (out Element) ∗
Buffer

Eine Instanz dieses Typs erwartet zuerst eine Nachricht
mit der Schnittstelle Put(in Element), danach eine
mit Get(out Element). Wegen des rekursiven Aufrufs
von Buffer wird diese Sequenz unbeschränkt oft wie-
derholt. Daher ist obige Definition von Buffer äquiva-
lent zu dieser:

Buffer = Put (in Element) ∗
Get (out Element) ∗
Put (in Element) ∗
Get (out Element) ∗
...

Das nächste Beispiel zeigt den Prozesstyp eines Puf-
fers, der beliebig viele Elemente enthalten kann:

IBuffer = ( Put (in Element) ∗
Get (out Element) ) ‖

IBuffer

Ein aktives Objekt dieses Typs erwartet also gleichzei-
tig beliebig viele Put-Nachrichten, aber höchstens so
viele Get-Nachrichten wie gerade Elemente im Puffer
sind. Beliebig viele und beliebig geordnete Put- und
Get-Nachrichten werden von den Instanzen des folgen-
den Prozesstyps erwartet:

UBuffer = Put (in Element) ‖
Get (out Element) ‖
UBuffer

Bei der Verwendung von Variablen eines Prozess-
typs ist Vorsicht geboten: Durch bestimmte Zugriffsar-
ten auf solche Variablen ändern sich die Typen. Wird
eine Nachricht an den durch die Variable referenzier-
ten Prozess geschickt, ändert sich der Typ implizit;

der neue Typ ist jener, den der Prozess nach Verar-
beitung der Nachricht haben wird. Hat die Variable
B zum Beispiel den Prozesstyp Buffer, so wird durch
Ausführung des Ausdrucks B.Put(E1) der Typ von B

zu Get(out Element) ∗ Buffer verändert. B erwartet
danach also eine Get-Nachricht.

Wenn mehrere Prozesse gleichzeitig Nachrichten an
einen weiteren Prozess schicken, können sie sich gegen-
seitig beeinflussen. Um sicherzustellen, dass dadurch
keine Typinkompatibilitäten auftreten, werden Rechte
für das Senden von Nachrichten an Variablen vergeben.
Diese Rechte werden durch Prozesstypen ausgedrückt.
Über eine Variable darf nur dann eine Nachricht an den
durch die Variable referenzierten Prozess gesendet wer-
den, wenn der Prozesstyp der Variable diese Nachricht
als nächste erwartet. Ein neu aufgespannter Prozess
wird nur über eine Variable referenziert, deren Pro-
zesstyp das nach außen sichtbare Verhalten des Pro-
zesses vollständig beschreibt. Wird eine neue Variable,
die auf denselben Prozess zeigt, angelegt (z.B. durch
Verwendung der Variable als Argument einer Routi-
ne), muss der ursprüngliche Prozesstyp auf die beiden
Variablen aufgeteilt werden; das heißt, wenn der ur-
sprüngliche Prozesstyp von der Form τ ‖ τ ′ ist, dann
ist der neue Prozesstyp der einen Variable τ und je-
ner der anderen τ ′. Die Aufspaltung darf nur an einer
durch den Operator

”
‖“ gekennzeichneten Stelle erfol-

gen. Dadurch können sich die Nachrichten, die gemäß
τ und τ ′ gesendet werden, beliebig überlappen, ohne
sich gegenseitig zu stören.

Auf Prozesstypen lässt sich durch einige Regeln eine
Untertyp-Relation ≤ definieren. Mit Hilfe der folgen-
den Regeln lässt sich zum Beispiel zeigen, dass UBuffer
ein Untertyp von sowohl Buffer als auch IBuffer ist
und IBuffer ein Untertyp von Buffer ist. Dies ist auch
intuitiv klar, da man auch einen unendlich großen Puf-
fer so verwenden kann als ob er nur ein Element bein-
halten könnte. Einen unbeschränkten Puffer kann man
auch so verwenden, als ob er durch eine Bedingung
eingeschränkt wäre. Bei solchen Verwendungen wer-
den zwar nicht alle Möglichkeiten ausgeschöpft, aber
es können dabei keine Inkonsistenzen auftreten.

τ ≤ τ

τ ≤ ε (ε entspricht dem leeren Typ ⊤)

τ ′1 ≤ τ1 . . . τ ′n ≤ τn
m(τ1, . . . , τn) ≤ m(τ ′1, . . . , τ

′
n)

τ ′ ≤ τ ′′

τ ∗ τ ′ ≤ τ ∗ τ ′′
τ ≤ τ ′′ τ ′ ≤ τ ′′′

τ + τ ′ ≤ τ ′′ + τ ′′′

τ ≤ τ ′′ τ ′ ≤ τ ′′′

τ ‖ τ ′ ≤ τ ′′ ∗ τ ′′′
τ ≤ τ ′′ τ ′ ≤ τ ′′′

τ ‖ τ ′ ≤ τ ′′ ‖ τ ′′′

Die Typkonsistenz von Prozesstypen, die auf Pro-
zessalgebren beruhen, lässt sich statisch überprüfen. In
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einem typkonsistenten Programm ist garantiert, dass
alle gesendeten Nachrichten vom Empfänger verstan-
den werden, und zwar in der Reihenfolge, in der die
Nachrichten gesendet wurden. Eine neuere Generation
von Prozesstypen, deren Syntax nicht mehr auf Pro-
zessalgebren beruht sondern eher der von konventio-
nellen Typen ähnelt, beseitigt einige kleinere Probleme
und bietet dem Programmierer mehr Flexibilität. Die
oben erläuterten Grundprinzipien wie Änderung eines
Typs beim Senden von Nachrichten und Typaufspal-
tung beim Erzeugen neuer Referenzen blieben auch in
der neueren Generation erhalten.

5.4.2 Vererbungsanomalie

Vor längerer Zeit war die Untersuchung einiger Zu-
sammenhänge zwischen der objektorientierten und ne-
genläufigen Programmierung ein sehr aktives For-
schungsgebiet. Bereits sehr früh wurde erkannt, dass
die Wiederverwendung von Code für nebenläufige Pro-
gramme viel schwieriger und weniger erfolgreich reali-
siert werden kann als für sequentielle Programme. Ein
Grund dafür liegt vermutlich in der notwendigen Syn-
chronisation nebenläufiger Prozesse: Wenn eine Unter-
klasse (bzw. ein abgeleiteter Typ) eine Klasse durch
das Dazufügen neuer Operationen erweitert, ergeben
sich meist gänzlich neue Synchronisationsbedingungen,
sodass der Synchronisationscode für viele ansonsten
nicht veränderte Operationen umgeschrieben werden
muss. Und die Erweiterung der Funktionalität durch
das Dazufügen von Operationen ist eine häufige Ursa-
che für die Verwendung von Unterklassen. Dieses Pro-
blem wird häufig als Vererbungsanomalie in nebenläufi-
gen, objektorientierten Sprachen bezeichnet.

Die Trennung des Synchronisationscodes vom restli-
chen Code kann bei der Umgehung der Vererbungsan-
omalie hilfreich sein, da damit wenigstens der restliche
Code uneingeschränkt wiederverwendet werden kann.
Auch Synchronisationscode kann durch diese Trennung
einfacher wiederverwendet werden, da dafür eine ei-
genständige Darstellung in einer unabhängigen Klas-
senhierarchie eingeführt werden kann. In der Praxis
zeigt sich jedoch, dass eine klare Trennung zwischen
diesen Code-Arten oft nur schwer möglich ist.

Ein bekannter Vorschlag zur Lösung des Problems
der Vererbungsanomalie ist, die Synchronisationsbe-
dingungen in Unterklassen gegenüber den entsprechen-
den Synchronisationsbedingugen in Oberklassen ein-
zuschränken. Eine Operation in einer Unterklasse hat
demnach sicher nicht mehr Freiheiten als eine entspre-
chende Operation in einer Oberklasse. Dieser Vorschlag
ist aber nur von begrenzter praktischer Bedeutung, da
Typen auf aktiven Objekten (z.B. Prozesstypen) genau
die umgekehrte Struktur haben, Untertypen also mehr
Freiheiten erlauben als die entsprechenden Obertypen.

5.5 Eigenschaften ausgewählter

objektorientierter Sprachen

In diesem Abschnitt sind einige charakteristische Merk-
male der Typsysteme einiger bekannter objektorien-
tierter Programmiersprachen kurz zusammengefasst.
Ziel dieser Zusammenfassung ist, die in diesem Skrip-
tum verwendete Terminologie sowie generelle Eigen-
schaften und Einschränkungen von Typsystemen an-
hand einiger ausgewählter Sprachen, von denen ange-
nommen wird, dass sie den Studierenden teilweise be-
kannt sind, noch einmal zu demonstrieren. Es wird kei-
nerlei Anspruch auf Vollständigkeit erhoben. Die Be-
urteilungen der Sprachen erfolgten hauptsächlich nach
subjektiven Kriterien.

5.5.1 Smalltalk

Smalltalk ist eine bereits recht alte, aber in einigen Be-
reichen noch immer beliebte objektorientierte Sprache,
die in eine sehr umfangreiche Bibliothek von Klassen
und Objekten eingebettet ist. Jede Klasse definiert im-
plizit auch einen Typ. Variablen sind in (den meisten
Dialekten von) Smalltalk nicht typisiert; d.h. eine Va-
riable kann einen Zeiger auf ein Objekt jedes beliebigen
Typs enthalten. Deswegen—und aufgrund des interpre-
tativen Charakters der Sprache—sind Typüberprüfun-
gen im Wesentlichen nur zur Laufzeit durchführbar.
Im Prinzip kann jede beliebige Nachricht an jedes be-
liebige Objekt geschickt werden. Das Objekt entschei-
det aufgrund der Nachricht, ob eine der Nachricht ent-
sprechende Methode oder eine speziell für unverstande-
ne Nachrichten vorgesehene Methode ausgeführt wird.
Es wird Einfachvererbung unterstützt. Klassen haben
hauptsächlich die Aufgabe, abstrakte Datentypen zu
realisieren. Wegen der untypisierten Variablen hat Ge-
nerizität keine Bedeutung; jede Klasse kann prinzipiell
als generisch angesehen werden, wobei Typkonsistenz
aber nicht vom System, sondern nur vom Programmie-
rer sicherzustellen ist. Ähnlich verhält es sich mit Sub-
typing: Da jedes Objekt prinzipiell mit jeder Nachricht
umgehen kann, spielt Subtyping aus der Sicht des Sy-
stems keine Rolle. Um das gewünschte Verhalten zu
erreichen, müssen sich Programmierer selbst ohne Sy-
stemunterstützung darum kümmern, dass das Ersetz-
barkeitsprinzip erfüllt ist.

Zusammenfassend kann man sagen, dass Smalltalk
eine sehr vielseitige objektorientierte Sprache ist, in der
Typen eine (im Vergleich zu anderen objektorientier-
ten Sprachen) eher untergeordnete Rolle spielen. Al-
lerdings gibt es keine Löcher im Typsystem; Smalltalk
ist also vollständig typisiert. Eine ähnlich nebensächli-
che Rolle spielen Typen in Objective C, einer objekt-
orientierten Erweiterung von C, ebenso wie in Self,
einer Sprache, in der sogar die Vererbungshierarchie
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(bzw.
”
delegation“) dynamisch änderbar ist, und in

CLOS, einer vielzitierten Erweiterung von Lisp. Mo-
dernere dynmische objektorientierte Sprachen wie Ru-
by haben zwar eine aktuellere Syntax und sind weni-
ger stark in ein System integriert, aber die Wurzeln
in Smalltalk sind noch immer deutlich zu erkennen. In
diesen Sprachen müssen sich Programmierer ohne Sy-
stemunterstützung darum kümmern, dass nur erwarte-
te Nachrichten an Objekte geschickt werden.

5.5.2 C++

In C++ sind, wie in vielen ähnlichen Sprachen, Ty-
pen, Module und erweiterbare Verbunde zum Kon-
zept der Klassen vereint. Die Sichtbarkeit und Ver-
erbbarkeit von Verbundkomponenten wird durch die
Schlüsselwörter public, private und protected fest-
gelegt. Zwischen Vererbung und Subtyping wird auf
der Sprachebene nicht unterschieden. Parametertypen
sind stets invariant. Um einige Einschränkungen durch
die fehlende Trennung zwischen Typen und Modulen
zu umgehen, wurden

”
friends“ eingeführt. Sie erlauben

den benannten
”
Freunden“ einer Klasse, auch auf sol-

che Klassenkomponenten zuzugreifen, auf die sie sonst
keinen Zugriff hätten. Der Zugriff auf überschriebene
Implementierungen von Funktionen ist möglich.

C++ hat sich aus der Sprache C entwickelt, in
der Typumwandlungen eine große Rolle spielen. Die-
se Eigenschaft ist von C++ beibehalten und sogar un-
eingeschränkt auf Klassen ausgeweitet worden. Durch
Typumwandlungen kann der Programmierer die Ein-
schränkungen des Typsystems beinahe beliebig umge-
hen. Die formale Überprüfung der Typkonsistenz durch
den Compiler hat daher in manchen Fällen nur sehr
wenig mit der Konsistenz der semantischen Bedeutun-
gen der Typen zu tun. Typüberprüfungen zur Laufzeit
sind in C bzw. C++ nicht vorgesehen. Neben beliebi-
gen expliziten Typumwandlungen zählen auch fehlen-
de Überprüfungen der Bereichsgrenzen bei Feldzugrif-
fen, Varianten ohne Angabe der verwendeten Labels so-
wie Probleme bei der dynamischen Speicherverwaltung
(keine

”
garbage collection“) zu den bekannten Lücken

im Typsystem, mit denen der Programmierer umgehen
muss.

Demgegenüber bietet C++ ein relativ reichhaltiges
Typsystem. Es werden alle Arten von Polymorphismus
unterstützt: Neben Typumwandlungen gibt es überla-
dene Operatoren, Subtyping (zusammen mit Mehrfach-
vererbung) und Generizität durch

”
templates“. Letzte-

re nützen
”
macros“ zur typkonformen Ersetzung von

(gebundenen) Typparametern durch Typen. In C++
haben auch Funktionen Typen. Weiters gibt es abstrak-
te Typen, die durch Vererbung zu konkreten Typen er-
weitert und in Schnittstellenbeschreibungen eingesetzt
werden können. Auch die explizite dynamische Typer-

kennung wird durch RTTI (
”
Run Time Type Informa-

tion“) in einem gewissen Maß unterstützt.
Insgesamt ergibt sich ein etwas zwiespältiges Bild:

Einerseits bietet C++ ein sehr umfangreiches Typ-
system, das bis auf einige Konstrukte Typüberprüfun-
gen zur Compilezeit ermöglicht. Andererseits ist es dem
Programmierer freigestellt, dieses Typsystem beliebig
zu umgehen—sicherlich oft unabsichtlich bzw. ohne die
Konsequenzen abschätzen zu können. Zur Nutzung der
Vorteile des Typsystems in der Softwareentwicklung
und -wartung ist daher sehr viel Erfahrung und eine
strenge Programmierdisziplin notwendig. Ein wichtiger
Punkt auf der Negativseite ist ein kaum vorhandenes
Modulkonzept, woraus sich eine schlechte Überprüfbar-
keit der Modulintegrität bei unabhängiger Überset-
zung und (trotz eigener Sprachkonstrukte) schlechte
Unterstützung getrennter Namensräume ergibt.

5.5.3 Java und C#

Die Programmiersprache Java wird heute in ganz
großem Umfang eingesetzt. Die Typsysicherheit von
Java wird des öfteren als großer Fortschritt gegenüber
C++ angepriesen. Tatsächlich sind in Java die Lücken
im Typsystem geschlossen. Gründe dafür sind der
Verzicht auf Typumwandlungen zugunsten von dy-
namischer Typerkennung, dynamische Überprüfungen
der Bereichsgrenzen bei Feldzugriffen und eine kom-
plette Reorganisation der dynamischen Speicherver-
waltung. Dadurch kann der Programmierer Typüber-
prüfungen nicht mehr umgehen, sondern höchstens zur
Laufzeit hin verschieben. Funktionen in Unterklassen
können im Normalfall überschrieben werden. Durch
Einschränkung auf Einfachvererbung werden alle Pro-
bleme der Mehrfachvererbung vermieden.

Generizität wurde erst spät (mit Version 1.5) zu Java
hinzugefügt. Es war eine ingenieurmäßige Meisterlei-
stung, diese Erweiterung so zustande zu bringen, dass
die ursprünglichen Standardbibliotheken unverändert
sowohl mit als auch ohne Generizität einsetzbar sind.
Andererseits mussten dabei auch Kompromisse einge-
gangen werden, durch die die Generizität aus heutiger
Sicht nicht mehr so mächtig wie in vergleichbaren an-
deren Sprachen ist.

Ein weiteres Problem ist das Fehlen der Möglich-
keit, Komponenten von Klassen umzubenennen, was
leicht zu Namenskonflikten führen kann. Das Konzept
der Pakete ist in Java nicht sehr ausgefeilt und führt
gelegentlich zu Problemen.

Einige vielgepriesene Eigenschaften des Typsystems
erweisen sich bei genauerem Hinsehen als weniger über-
zeugend als erwartet. Zum Beispiel sind Subtyping und
Vererbung zwar auf der Ebene der Sprachbeschreibung
getrennt, in der Realisierung jedoch sehr eng mitein-
ander verknüpft. Die

”
interfaces“ in Java sind nichts
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anderes als eine eingeschränkte Form abstrakter Ty-
pen. Dass Mehrfachvererbung zwar auf

”
interfaces“

aber nicht auf Klassen definiert ist, stellt eine Ein-
schränkung gegenüber einigen anderen Sprachen dar.

Zusammengefasst kann man sagen, dass Javas Typ-
system zwar in mancher Hinsicht sicher einen Fort-
schritt gegenüber dem von C++ darstellt, insgesamt
jedoch weit hinter den heutigen Möglichkeiten zurück
bleibt. Es gibt zahlreiche praktikable Vorschläge zur
Verbesserung von Java, welche die meisten gegenwärti-
gen Unzulänglichkeiten beseitigen, die Sprache aber
auch komplizierter machen würden.

Die Programmiersprache C# ist Java sehr ähnlich.
In Details bietet C# kleine Vorteile gegenüber Java,
vor allem hinsichtlich der Unterstützung von Pake-
ten und der Generizität. Verbesserungen in der Un-
terstützung der Generizität mussten jedoch auch duch
bedeutende Änderungen in den Standardbibliotheken
erkauft werden. Der größte Unterschied zwischen C#
und Java liegt in den verwendeten Standardbiblio-
theken. Der Zwischencode und die Bibliotheken von
C# (.NET) werden von mehreren Programmierspra-
chen verwendet und sind ganz auf das Betriebssystem
Windows zugeschnitten, während Java-Zwischencode
großen Wert auf Kompatibilität zwischen ganz unter-
schiedlichen Betriebssystemen legt.

5.5.4 Ada

Ada hat ein recht umfangreiches Typsystem, bei dem
sehr viele Typüberprüfungen bereits vom Compiler
durchgeführt werden können und alle anderen Über-
prüfungen (bei entsprechenden Compileroptionen) zur
Laufzeit erfolgen. Typen und Implementierungen sind
zu einem Konzept vereint, Module aber unabhängig
davon. Einfachvererbung wird direkt unterstützt, wo-
bei Parametertypen auf eingeschränkte Weise kova-
riant sind. Es werden alle Arten von Polymorphis-
mus unterstützt. Zwischen Subtyping und Vererbung
wird nicht unterschieden. Abstrakte Typen, die Un-
terstützung abstrakter Datentypen und Bereichsein-
schränkungen, die eine einfache Form von Zusicherun-
gen darstellen, gehören zu den Stärken von Ada.

Insgesamt macht das Typsystem aktueller Ada-
Versionen einen ausgereiften Eindruck. Allerdings mus-
sten aus Kompatibilitätsgründen zu Ada 83 Kompro-
misse eingegangen werden, welche die Qualitäten des
Typsystems nicht einfach erkennen lassen. Ada verwen-
det eine Terminologie, die sich teilweise drastisch von
der üblichen Terminologie unterscheidet. Außerdem ist
Ada eine sehr umfangreiche Sprache, sodass viel Erfah-
rung notwendig ist, um die Stärken von Ada ausnützen
zu können. Nicht zuletzt erfordert die Verwendung ob-
jektorientierter Techniken in Ada einen, im Vergleich
zu anderen Sprachen, relativ hohen Schreibaufwand.

5.5.5 Eiffel

Auch Eiffel hat ein recht umfangreiches Typsystem, bei
dem überraschend viele Typüberprüfungen zur Compi-
lezeit durchführbar sind, obwohl Subtyping mit kovari-
anten Eingangsparametertypen verwendet wird. Trotz-
dem müssen viele Überprüfungen zur Laufzeit vorge-
nommen werden. Dynamische Typüberprüfungen las-
sen sich ausschalten. Typen, Module und erweiter-
bare Verbunde sind zu Klassen vereint. Die fehlende
Trennung zwischen Typen und Modulen wird durch
das gezielte Sichtbarmachen von

”
features“ (Routi-

nen und Variablen) in anderen Klassen großteils kom-
pensiert. Zwischen Mehrfachvererbung und Subtyping
wird nicht unterschieden. Allgemeine Probleme bei der
Mehrfachvererbung werden durch komplexe Mechanis-
men zum Umbenennen und Überschreiben von

”
fea-

tures“ weitgehend beseitigt. Abstrakte Typen und ge-
bundene Generizität werden unterstützt. Die wichtig-
ste Besonderheit von Eiffel ist ein ausgefeiltes Konzept
von Zusicherungen, die sich ausreichend gut mit Sub-
typing vertragen, aber zum größten Teil nur dynamisch
überprüfbar sind.

Der semantischen Bedeutung eines Typs wird große
Bedeutung beigemessen. Durch kovariante Eingangspa-
rametertypen und fehlende Trennung zwischen Typen
und Modulen bzw. Subtyping und Vererbung werden
jedoch manchmal recht diffizile Regeln notwendig, de-
ren Auswirkungen für den Programmierer nicht immer
leicht verständlich sind. Außerdem wird die getrenn-
te Übersetzung von Programmteilen nur unzureichend
unterstützt.

5.6 Literaturhinweise

Die offiziellen Sprachstandards von Ada sind auch im
Internet verfügbar [3]. Daneben gibt es umfangreiche
weitere Literatur darüber. Als Beispiel sei eine Arti-
kelserie über Ada in der Zeitschrift

”
Communications

of the ACM“ erwähnt [28]. Eiffel ist in [19] beschrie-
ben, der neue Standard in [10]. Zur Unterscheidung
zwischen Vererbung von Implementierung und Subtyp-
ing gibt es eine große Zahl an Publikationen. Eine kur-
ze und verständliche Beschreibung des Problems findet
sich in [15]. Die Sprache Portlandish wird in [25] vor-
gestellt.

Es gibt zahlreiche Publikationen zu den Themen
Subtyping und Vererbung. Zum Beispiel geben Lis-
kov und Wing [16] eine noch immer aktuelle, auf Ver-
haltensspezifikationen basierende und relativ gut les-
bare Definition von Subtyping. Viele leicht zugängli-
che Artikel zu diesem Thema finden sich in der Zeit-
schrift

”
The Journal of Object-Oriented Programming“

und in den Proceedings der jährlich abgehaltenen Kon-
ferenzen ECOOP (

”
European Conference on Object-
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Oriented Programming“, Proceedings meist bei Sprin-
ger in der Serie

”
Lecture Notes in Computer Science“

erschienen) und OOPSLA (
”
Object-Oriented Program-

ming Systems, Languages and Applications“), seit ei-
nigen Jahren unter dem neuen Namen SPLASH, meist
als Oktoberausgabe der

”
ACM SIGPLAN Notices“ er-

schienen.
Auch zur Vererbungsanomalie in nebenläufigen ob-

jektorientierten Sprachen wurden zahlreiche Artikel
veröffentlicht. Eine gut Beschreibung des Problems
wird in [18] gegeben.

Die Sprache LIFE [4] beruht auf ψ-Termen. Da dieses
Thema einige theoretisch interessante Probleme auf-
wirft, sind die meisten Artikel dazu, wie der oben zi-
tierte, sehr formal und eher schwer verständlich.

Prozesstypen (der neueren Generation) sind z.B. in
[26] beschrieben. Da es sich dabei um ein aktuelles For-
schungsthema am Institut für Computersprachen, Ar-
beitsgruppe Programmiersprachen und Übersetzerbau
handelt, sind Sie herzlich eingeladen, sich entsprechen-
de weiterführende Literatur direkt dort zu besorgen
oder über ein Praktikum oder eine Diplomarbeit selbst
mitzumachen.
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Glossar

abgeleiteter Typ (engl.
”
derived type“). Durch

Typableitung wird ein neuer Typ erzeugt, der die-
selbe Struktur, aber einen anderen Namen wie ein
vorgegebener Typ hat. → 3.1.3, 5.1.1.

abstrakter Datentyp (engl.
”
abstract data type“,

abgek. ADT). Ein ADT ist ein Typ, dessen In-
stanzen abgeschlossene Einheiten sind; auf einer
Instanz sind nur die vom ADT exportierten Ope-
rationen anwendbar. → 1.2.2.

abstrakter Typ (engl.
”
abstract type“). Ein ab-

strakter Typ ist ein, im Gegensatz zu einem kon-
kreten Typ, unvollständig spezifizierter Typ. →
1.2.2, 5.1.1.

Attribut (engl.
”
attribute“). In vielen objektorien-

tierten Sprachen versteht man unter einem Attri-
but den Namen einer Komponente zur Beschrei-
bung des Objektzustands; oft ist das einfach der
Name einer Verbundkomponente. In Ada ist ein
Attribut eine einem Typ oder Wert zugeordnete
Funktion. → 3.1.1.

Aufzählungstyp (engl.
”
enumeration type“). Ein

Aufzählungstyp beschreibt eine geordnete, end-
liche Menge nichtstrukturierter Werte. Beispiele
sind Wahrheitswerte (engl.

”
Boolean“) und Zei-

chen (engl.
”
character“). → 3.1.1.

Ausnahmebehandlung (engl.
”
exception hand-

ling“). Das ist die Ausführung eines speziell dafür
vorgesehenen Programmstückes beim Auftreten
einer Ausnahmesituation während der Program-
mausführung. Eine solche Ausnahmesituation ist
z. B. das Erkennen eines Typfehlers zur Laufzeit.

definite Horn-Klausel (engl.
”
definite horn clau-

se“). Ein Ausdruck in der von Prolog verwendeten
Untermenge der Prädikatenlogik. → 2.2.2.

diskreter Typ (engl.
”
discrete type“). Zu den dis-

kreten Typen zählen die Typen von ganzer Zahlen
und Aufzählungen. Instanzen diskreter Typen eig-
nen sich zur Indizierung von Feldern. → 3.1.

Diskriminante (engl.
”
discriminant part“). Das ist

in Ada eine spezielle Komponente eines Verbunds,
die dazu beiträgt, die Struktur des entsprechenden
Verbundtyps zu bestimmen. → 3.1.2.

dynamisches Binden (engl.
”
dynamic binding“).

Es wird erst zur Laufzeit festgelegt, welche Rou-
tine an einen Aufruf

”
gebunden“ wird. Gegenteil:

statisches Binden. → 1.2.3.

Einfach-Binden (engl.
”
single dispatching“). Die

Auswahl der auszuführenden Routine erfolgt über
den dynamischen Typ eines einzigen Parameters.
Gegenteil: Mehrfach-Binden. → 5.2.1.

Ersetzbarkeit (engl.
”
substitutability“). Prinzip der

Ersetzbarkeit:
”
Eine Instanz eines Untertyps kann

überall dort verwendet werden, wo eine Instanz
eines entsprechenden Obertyps erwartet wird.“ →
4.3.1, 5.2.1.

Feld (engl.
”
array“). Das ist eine indizierte Menge

von Werten oder Objekten gleichen Typs. Die In-
dexmenge ist durch einen diskreten Typ beschrie-
ben. → 3.1.2.

freie Algebra (engl.
”
free algebra“). Das ist eine

Algebra, in der neben den durch eine Menge ∆ be-
schriebenen und aus ∆ ableitbaren Gesetzen keine
weiteren Gesetze gelten. → 2.3.

generischer Typ (engl.
”
generic type“). Siehe

”
pa-

rametrischer Typ“.

heterogene Algebra (engl.
”
multi-sorted algebra“).

Das ist eine mathematische Struktur bestehend
aus einem Tupel von durch Sorten benannten
Trägermengen und einem System von Operatio-
nen darauf. → 2.3.

indiziert (engl.
”
indexed“ oder

”
labeled“). Mit einem

Index bzw.
”
label“ versehen. Z.B. sind die Kom-

ponenten eines Verbunds mit den Komponenten-
namen indiziert.

Instanz (engl.
”
instance“). Ein durch einen Typ

beschriebenes Element (Wert oder Objekt) ist eine
Instanz dieses Typs.

Invariante (engl.
”
invariant“). Eine formal festge-

legte Bedingung, die während der Ausführung ei-
nes bestimmten Programmstückes stets erfüllt sein
muss. Meist wird nur gefordert, dass eine Invari-
ante am Beginn und Ende der Ausführung eines
Programmstücks erfüllt ist.
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klassenweiter Typ (engl.
”
class-wide type“). In

Ada: Der klassenweite Typ t’Class eines erweiter-
baren Typs t umfasst alle Instanzen von t und der
von t abgeleiteten Typen. Gegenteil: spezifischer
Typ. → 5.1.1.

Lambda-Kalkül (engl.
”
lambda-calculus“). Der λ-

Kalkül (λ ist der griechische Buchstabe
”
Lamb-

da“) ist ein formales Modell zur Beschreibung von
Funktionen. → 2.1.

Mehrfach-Binden (engl.
”
multiple dispatching“).

Die Auswahl der auszuführenden Routine erfolgt
über die dynamischen Typen mehrerer Argumen-
te. Gegenteil: Einfach-Binden. → 5.2.1.

monomorphes Typsystem (engl.
”
monomorphic

type system“). Ein monomorphes Typsystem ist
ein Typsystem, in dem jeder Wert bzw. jedes Ob-
jekt eine Instanz von genau einem Typ ist. Gegen-
teil: polymorphes Typsystem. → 1.2.3.

Nachbedingung (engl.
”
postcondition“). Das ist

eine Zusicherung, die nach der Ausführung einer
bestimmten Operation erfüllt sein muss. → 5.1.2.

Obertyp (engl.
”
supertype“). Ein Typ, der ei-

ne Obermenge der Instanzen eines entsprechenden
Untertyps beschreibt; der Obertyp ist allgemei-
ner als der Untertyp. Für t ist ein Obertyp von
s schreiben wir s ≤ t.

Objekt (engl.
”
object“). Ein Objekt ist eine abge-

schlossene Einheit mit eigenständiger Identität, ei-
nem (veränderlichen) Zustand und einem (manch-
mal veränderlichen) Verhalten. Ein passives

Objekt wird meist als Verbund dargestellt; das
Verhalten wird durch eine Menge von Methoden
(Routinen) auf diesem Objekt beschrieben. Ein
aktives Objekt entspricht einem Prozess; das
Verhalten wird durch das vom Prozess ausgeführte
Programmstück beschrieben.

parametrischer Typ (engl.
”
parametric type“, auch

generischer Typ genannt). Das ist ein Typ bzw.
Typausdruck, in dem Typparameter verwendet
werden, welche durch Typausdrücke ersetzt wer-
den können. Ein gebundener parametrischer

Typ schränkt die Menge der Typausdrücke, die
für Typparameter eingesetzt werden können, ein.
→ 1.2.3, 2.3.1, 3.3, 4.2, 5.2.4.

PER-Modell. Ein auf partiellen Äquivalenzrelatio-
nen (engl.

”
partial equivalence relation“ = PER)

beruhendes semantisches Modell für Typen in ob-
jektorientierten Sprachen. → 4.4.

polymorphes Typsystem (engl.
”
polymorphic ty-

pe system“). In einem polymorphen Typsystem
kann jeder Wert bzw. jedes Objekt eine Instanz
von mehr als nur einem Typ sein. Die Operatio-
nen polymorpher Typen sind auf Operanden meh-
rerer Typen anwendbar. Gegenteil: Monomorphes
Typsystem. → 1.2.3, 4, 5.

Prozessalgebra (engl.
”
process algebra“). Das ist

eine Algebra, die dazu geeignet ist, das Verhalten
nebenläufiger (paralleler) Prozesse zu beschreiben.
→ 2.3.2.

Prozesstyp (engl.
”
process type“). Allgemein: Der

Typ eines Prozesses (z.B. in Ada). Speziell: Ein
Typ, der das dynamische Verhalten eines Prozes-
ses partiell beschreibt. → 3.2.2, 5.4.1.

Psi-Term (engl.
”
ψ-term“). Term in der logischen

Programmiersprache LIFE. → 5.3.

Signatur (engl.
”
signature“). Eine Signatur ist

die Schnittstellenbeschreibung einer Routine oder
Klasse in einer Programmiersprache bzw. einer
Operation in einer Algebra. → 2.3.

skalarer Typ (engl.
”
scalar type“). Ein skalarer

Typ beschreibt eine Menge von Werten ohne sicht-
bare innere Struktur und die auf diesen Werten
ausführbaren Operationen. → 3.1.1.

spezifischer Typ (engl.
”
specific type“). In Ada:

Ein (nicht klassenweiter, erweiterbarer) Typ. Ge-
genteil: klassenweiter Typ. → 5.1.1.

statisches Binden (engl.
”
static binding“). Es wird

bereits vom Übersetzer festgelegt, welche Funktion
oder Prozedur an einen Aufruf

”
gebunden“ wird.

Gegenteil: dynamisches Binden. → 1.2.3.

Subtyping. Ein Konzept eines polymorphen Typsy-
stems, in dem ein Untertyp eine Teilmenge der In-
stanzen beschreibt, die durch einen entsprechen-
den Obertyp beschrieben sind. → 1.2.3, 4, 5.

Typ (engl.
”
type“). Allgemeine Definition: Ein Typ

beschreibt eine Menge von Instanzen. Es gibt zahl-
reiche unterschiedliche konkretere Definitionen. In
objektorientierten Sprachen: Ein Typ ist eine Spe-
zifikation der Schnittstelle und (in vielen Fällen)
des nach außen sichtbaren Verhaltens seiner In-
stanzen (= Objekte). → 1.1, 5.2.2.

Typäquivalenz (engl.
”
type equivalence“). Das

ist eine Relation, die angibt, ob je zwei Ty-
pen als gleich betrachtet werden, d. h. äquivalent
sind. Typäquivalenz kann auf Namensgleichheit
(zwei Typen haben denselben Namen) oder Struk-
turgleichheit (zwei Typausdrücke haben dieselbe
Struktur) beruhen. → 1.2.2.
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Typerweiterung (engl.
”
type extension“). In Ada:

Die Erweiterung eines erweiterbaren (
”
tagged“)

Verbundtyps um neue Verbundkomponenten. →
5.1.1.

Typfehler (engl.
”
type error“). Ein Typfehler liegt

vor, wenn ein Ausdruck mehrere Typen hat, die
nicht zusammenpassen. Zum Beispiel, wenn man
einer Funktion vom Typ Integer→ Integer das
Argument true vom Typ Boolean übergibt, be-
kommt true die nicht zusammenpassenden Typen
Integer und Boolean.

Typinferenz (engl.
”
type inference“). Typinferenz

ist der Vorgang, bei dem aus einem Programm der
allgemeinste Typ jedes Ausdrucks errechnet wird.
→ 4.2.

typisierte Sprache (engl.
”
typed language“). Ei-

ne Sprache ist typisiert wenn es in der Spra-
che Typen gibt; sonst ist sie untypisiert. Sie
ist vollständig typisiert wenn jeder Ausdruck
spätestens zur Laufzeit auf Typkonsistenz über-
prüft werden kann. Eine Sprache ist stark ty-

pisiert (engl.
”
strongly typed“) wenn alle mögli-

chen Typfehler bereits während der Übersetzung
erkannt werden können; sonst ist sie schwach

typisiert (engl.
”
weakly typed“). Eine typisierte

Sprache ist statisch typisiert (engl.
”
statically

typed“) wenn der Typ jedes in einem Programm
vorkommenden Ausdrucks bereits bei der Über-
setzung bekannt ist; sonst heisst sie dynamisch

typisiert (engl.
”
dynamically typed“). → 1.2.2.

typisierte Variable (engl.
”
typed variable“). Ei-

ne Variable ist typisiert, wenn auf ihr eine Typ-
einschränkung definiert ist. Der deklarierte Typ

einer Variable ist jene Typeinschränkung, die ex-
plizit im Programmtext steht. Der statische Typ

ist jene Typeinschränkung, die bei einer statischen
Programmanalyse erwittelt wird. Der dynami-

sche Typ ist der Typ des zur Laufzeit in der Va-
riable enthaltenen Wertes.

Typkonsistenz (engl.
”
type consistency“). Das ist

die Eigenschaft eines Programms, frei von Typfeh-
lern zu sein. → 1.2.2.

Typqualifikation (engl.
”
type qualification“).

Ada: Durch Typqualifikation wird der Typ eines
Wertes angegeben; dadurch werden Namenskon-
flikte aufgelöst. → 3.1.1.

Typsystem (engl.
”
type system“). Ein Typsystem

ist eine Menge von Regeln, die Typen zueinander
und zu Ausdrücken in einer Programmiersprache
in Beziehung setzen.

Typüberprüfung (engl.
”
type checking“). Das ist

jener Vorgang, bei dem ein Programm auf Typkon-
sistenz überprüft wird. Die dynamische Typ-

überprüfung erfolgt zur Laufzeit; die statische

Typüberprüfung zur Compilezeit. Eine Typ-
überprüfung ist konservativ wenn nur garantiert
typkonsistente Programme akzeptiert werden; sie
ist optimistisch wenn nur sicher nicht typkon-
sistente Programme zurückgeworfen werden. →
1.2.2.

Typumwandlung (engl.
”
type coercion“). Durch

Typumwandlung wird ein Argument einer Routi-
ne automatisch in ein Argument jenes Typs um-
gewandelt, der von der Routine erwartet wird. →
1.2.3.

Überladen (engl.
”
overloading“). Ein und dersel-

be Name kann verschiedene Routinen beschreiben,
die sich nur durch die Typen der Parameter unter-
scheiden. → 1.2.3.

Überschreiben (engl.
”
overwriting“). Das Ersetzen

einer ererbten Operation durch eine neue Opera-
tion. → 5.1.1.

universelle Algebra (engl.
”
universal algebra“ oder

”
single-sorted algebra“). Das ist eine mathema-

tische Struktur bestehend aus einer Trägermenge
und einem System von Operationen. Die Operatio-
nen sind durch eine Menge von Gesetzen beschrie-
ben. → 2.3.

Unterbereichstyp (in Ada engl.
”
subtype“; Vor-

sicht:
”
subtype“ steht üblicherweise für

”
Unter-

typ“). Ein Unterbereichstyp enthält zusätzliche
Einschränkungen gegenüber dem Typ, dessen Un-
terbereichstyp er ist. Es können Wertebereiche
und Genauigkeiten eingeschränkt bzw. bei Feldern
Bereichsangaben und bei Verbunden Diskriminan-
ten festgelegt werden. → 3.1.3.

Untertyp (engl.
”
subtype“). Ein Typ, der eine Teil-

menge der Instanzen eines entsprechenden Ober-
typs beschreibt; der Untertyp ist spezifischer als
der Obertyp. Für s ist ein Untertyp von t schrei-
ben wir s ≤ t.

Variante (engl.
”
variant“). Eine Variante ist eine

Instanz eines Variantentyps. → 2.1.3.

Variantentyp (engl.
”
variant type“). Ein Varianten-

typ ist eine Menge indizierter Typen. Jede Instanz
hat genau einen Typ in dieser Menge. → 2.1.3.

Varianz (engl.
”
variance“). Die Varianz eines

Parametertyps einer Routine, die zu einem Ob-
jekt gehört, beschreibt, wie sich der Parametertyp
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beim Ersetzen des Objekts durch ein Objekt ei-
nes entsprechenden Untertyps verhält. Bei Kova-

rianz (engl.
”
covariance“) wird der Parametertyp

spezifischer, bei Kontravarianz (engl.
”
contrava-

riance“) allgemeiner und bei Invarianz (engl.
”
in-

variance“) bleibt er unverändert. → 5.2.1.

Verband (engl.
”
lattice“). Ein Verband ist eine alge-

braische Struktur in der auf einer Menge eine re-
flexive, transitive und antisymmetrische Relation
definiert ist, so dass je zwei Elemente der Menge
ein eindeutig definiertes Supremum und Infimum
haben. → 4.1.1.

Verbund (engl.
”
record“). Ein Verbund ist eine In-

stanz eines Verbundtyps. → 2.1.3.

Verbundtyp (engl.
”
record type“). Ein Verbundtyp

ist eine Menge indizierter Typen. Jede Instanz des
Verbundtyps ist eine Menge indizierter Instanzen
der entsprechend indizierten Typen im Verbund-
typ. → 2.1.3.

Vererbung (engl.
”
inheritance“). Vererbung ist ein

Mechanismus, der die Erstellung von Programm-
teilen durch gezielte Modifikation bereits existie-
render Programmteile unterstützt. → 5.2.2.

Vererbungsanomalie (engl.
”
inheritance anoma-

ly“). Das ist die Bezeichnung eines durch die Not-
wendigkeit von Synchronisationscode verursachten
Problems, welches die Vererbung in nebenläufigen
objektorientierten Sprachen behindert. → 5.4.2.

Vorbedingung (engl.
”
precondition“). Das ist ei-

ne Zusicherung, die vor der Ausführung einer be-
stimmten Operation erfüllt sein muss. → 5.1.2.

Wert (engl.
”
value“). Ein Wert ist ein Symbol oder ei-

ne aus Werten konstruierte Struktur, das bzw. die
keinen inneren Zustand besitzt. Zwei Werte sind
genau dann gleich, wenn sie dasselbe Symbol bzw.
dieselbe Struktur darstellen.

Zusicherung (engl.
”
assertion“). Eine Zusicherung

ist eine formal festgelegte Bedingung, die bei der
Ausführung eines festgelegten Programmstücks
erfüllt sein muss. → 5.1.2.


