Der untypisierte Lambda-Kalkul

Der Lambda-Kalkul wurde zur Beschreibung des mathemati-
schen Begriffs “Funktion” entwickelt.

Die Menge aller Lambda-Ausdriicke Exp ist folgendermalen

definiert:

— x € kBrp wenn x € Id; Id ist eine Bezeichner-Menge;

— (e1e0) € Exp wenn eq,es € Erp (“Funktionsaufruf);

— (Ax.e) € Exp wenn x € Id und e € Exp (“Funktionsabstrak-
tion”, z ist in e gebunden).

Jeder Ausdruck in Exp ist ein Programm mit wohldefinierter
Semantik.
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Die Regeln des Lambda-Kalkuls

Zusatzdefinitionen (informal):

— free(e) bezeichnet die Menge aller freien Variablen in e.

— [e1/x]es bezeichnet eine Ersetzung aller freien Vorkommen
von x € Id in e> durch ey.

Regeln legen die Semantik von Lambda-Ausdrucken fest:
— a-Konversion (Umbenennung):
AT1.e <= Axo.[xo/x1]e, wobei xo € Id und xo € free(e).
— [B-Konversion (Anwendung): (Ax.e1) ep <= [ex/x]eq.
— m-Konversion: Ax.(ex) <= e wenn z € Id und x ¢ free(e).

Die gerichtete Variante der - bzw. n-Konversion heisst - bzw.
n-Reduktion.
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Normalform im Lambda-Kalkul

Ein Lambda-Ausdruck ist in Normalform wenn er mittels (G-
und n-Reduktionen nicht weiter reduziert werden kann.

Fir einige Lambda-Ausdricke, z.b. (Azx.(zz)) (Az.(xx)), gibt
es keine Normalform.

Kein Lambda-Ausdruck kann in zwei verschiedene Normalfor-
men konvertiert werden, wenn man Namensunterschiede auf-
grund von a-Konversionen unberucksichtigt lasst.
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Rekursion im Lambda-Kalkul

Jeder Lambda-Ausdruck e hat einen Fixpunkt €/, so dass (ee’)
zu € konvertiert werden kann.
Beweis: Fiir ¢ nehmen wir (Y e), wobei
Y Af((Az.(f (z2))) (Az.(f (zx)))).
Dann gilt: (Y e) (Ar.(e(zx))) Ar.(e(zx)))
e ((Az.(e(zx))) (Az.(e(z2))))
e(Ye)
Jede rekursive Funktion kann leicht durch eine rekursionsfreie
(und nicht-iterative) Funktion ersetzt werden:
— Ursprungliche rekursive Funktion: f=---f.--
— Umgeschriebene rekursive Funktion: f=(\Af. ---f--) f
— Rekursionsfreie Definition: f=Y (Af. ---f--+)
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Machtigkeit des Lambda-Kalkuls

Churchs These:

Genau jene Funktionen von den natlirlichen Zahlen in
die natlirlichen Zahlen sind effektiv berechenbar, die im
Lambda-Kalkul ausgedrtiickt werden konnen.

“effektiven berechenbar” = Turing-vollstandig

Alles Berechenbare ist auch im Lambda-Kalkul berechenbar
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Typisierte Lambda-Ausdrucke

Eine Menge von Basistypen BasTyp ist als gegeben angenom-
men. Die Menge aller Typen Typ ist induktiv definiert:

— be Typ wenn b € BasTyp;

— t1—to € Typ wenn tq1,t> € Typ.

Im typisierten Lambda-Kalkul ist Id eine Menge typisierter Be-
zeichner der Form x:t mit t € Typ.

Die Menge der typisierten Lambda-Ausdrucke Ezp ist induktiv
definiert:

— x:t € Exp wenn x:t € Id,

— (eq:ito—tq1 enitn) ity € Fxp wenn eq:to—t1,eos:tr € Frp;

— (Az:itr.eitq):tr—t1 € Erp wenn x:to> € Id und e:tq1 € Exp.
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Regeln des typisierten Lambda-Kalkuls

a-Konversion:
(Axq:tp.eit1)ito—t1 <= (Axoito.[xn/x1]eity)tr—t1,
wobei xo:to € Id und xp & free(e).

B-Konversion:
((Ax:tp.e1:tq):tp—tq enitn)it1 <= [en/x]eq tq.

n-Konversion:
(Az:to.(eito—tq xitn)it1) to—t] <= eito—itq
wenn x:ty € Id und x ¢ free(e).
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Machtigkeit des typisierten Kalkuls

Fur jeden Ausdruck im typisierten Lambda-Kalkul gibt es ge-
nau eine effektiv berechenbare Normalform. Folglich kOnnen
(aufgrund der Unentscheidbarkeit des Halteproblems) nicht al-
le effektiv berechenbaren Funktionen dargestellt werden.

Im typisierten Lambda-Kalkul kann kein Fixpunkt-Operator de-
finiert werden: In (ee) misste e sowohl einen Typ t>—tq als
auch to haben.

Der Kalkul kann um ¢-Regeln erweitert werden, die typisierte
Versionen des Y-Kombinators implementieren:

(Yi:(t—t)—t eit—t) it < (eit—t (Yi:(t—t)—t eit—t):t):t
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Strukturierte Typen (1)

Im Prinzip kbnnen d-Regeln die Eigenschaften des Lambda-
Kalklls beliebig verandern.

0-Regeln konnen auch verwendet werden, um weitere struktu-
rierte Typen zum typisierten Lambda-Kalkul dazuzufugen.

Der Typ eines Cartesischen Produkts (eq:t1,en:tn) ist t1Xxto.
Folgende 0-Regeln definieren Cartesische Produkte:

(car:(tl th)—>t1 (61, eg)Ztl ><t2)1t1 = e1.l1
(cdr:(tl ><t2)—>t2 (61, eg)Ztl XtQ)ItQ = eo.lo
((Cons:t1—>(t2—>(t1 Xt2))€11t1)1t2—>(t1 XtQ) egitg)itl Xty = (61,62):t1 Xto
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Strukturierte Typen (2)

Ein Verbund (‘“record”) ist eine Menge indizierter Werte:
{a=3,b=true,c="8"} : {a:Integer,b:Boolean, c:String}
Fur die Auswahl eines Feldes gibt es eine §-Regel:

Eine Variante ordnet genau einem Index einen Wert zu:

[a=3] : [a:Integer, b:Boolean, c:String]
Die einzige Operation ist die Mehrfachverzweigung:

(case [l;=e;]:[l1:t1,...,ln:tn] of
1= f1it1—t, .. ln=> fnitn—t) it = (f;t;—te; ;) t
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Logikprogrammierung

Definite Horn-Klauseln der Form
Vaq. - Vem.(AV —=B1V---V =Bp)

sind eine (machtige) Untermenge der Pradikatenlogik erster
Stufe. Die ubliche Schreibweise ist

A<—B1,,Bn

Bedeutung: “Wenn es Belegungen fur alle Variablen in den
Atomformeln A, B1,..., By gibt, so dass By bis B, alle zugleich
wahr sind, dann ist auch A mit diesen Variablenbelegungen

wahr."”
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Prolog

Ein definites Programm besteht aus einer Konjunktion von
definiten Klauseln. Beispiel in Prolog:

append([], Ys, Ys).

append ([X|Xs], Ys, [X|Zs]) :- append(Xs, Ys, Zs).
Ein Prologinterpreter versucht, ein Ziel (eine Anfrage) zu be-
weisen. Zum Beispiel liefert “?- append([1,2,3], [4,5], Zs).”
die Antwort “zZs=[1,2,3,4,5]".

Mittels “Backtracking” konnen etwaige alternative Losungen
gefunden werden.
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Typen und Logikprogramme

Typen in Prolog konnen auf dieselbe Weise wie im Lambda-
Kalkul eingefuhrt werden: jeder Term bekommt einen Typ.

Wenn T; die Menge der durch einen Typ t; beschriebenen Ter-
me bezeichnet, dann haben typisierte definite Hornklauseln die
Form Vaxq € T7.---Vam € Tyn.(AV =By V ---V —Bp).

Jeden Typ t; kann man auch als einstelliges Pradikat auffas-
sen, das genau dann wahr ist, wenn sein Argument in 7} liegt.
Damit kann man obige Klausel aquivalent auch in dieser Form
schreiben: A «— t1(x1),...,tm(xzm), B1, ..., Bn.

Ein Logikprogramm definiert ein Typsystem. Die Ausfuhrung
eines Programms entspricht einer Typuberprufung.
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Typisierte Logikprogramme

Die Sichtweise “Logikprogramm = Typsystem” ist problema-
tisch, da nicht zwischen Typfehlern und Einschrankungen der
LOsungsmenge unterschieden wird.

Mogliche LOosung: Es wird zwischen Typpradikaten und sons-
tigen Pradikaten unterschieden. Wenn ein sonstiges Pradikat
nicht erfullt ist, erfolgt Backtracking; wenn ein Typpradikat
nicht erfullt ist, wird eine Ausnahmebehandlung eingeleitet.

Durch syntaktische Einschrankungen sind auch stark typisierte
Logikprogrammiersprachen moglich. Diese Typsysteme sind in
der Regel polymorph.
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Algebren in der Mathematik

Eine universelle Algebra ist ein Paar (A,2), wobei A die Tra-
germenge und 2 ein System von Operationen auf A ist.

Der Typ einer Algebra beschreibt die Stelligkeiten und eine
Menge von Gesetzen A das Verhalten der Operationen.

Beispiel: Der Ring Uber den ganzen Zahlen (Z,{+,-,—,0}) ist
eine Algebra des Typs (2,2,1,0) mit (u.a.) diesen Gesetzen:

(a+b)+c=a—+ (b+ c) a+b=b+a
a+0=a a,—|—(—a,):0
(a-b)-c=a-(b-c)

Eine Varietidt V(£2,A) ist eine Familie universeller Algebren
mit gemeinsamem 2 und A. In freien Algebren in V(2,A)
gelten nur die aus A ableitbaren Gesetze.
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Algebren zur ADT-Spezifikation

Die Signatur einer universellen Algebra besteht aus der Menge
der Operationen und dem Typ der Algebra.

Eine Signatur entspricht der Schnittstelle eines ADT.

Spezifikation des ADT Ww als Beispiel:

Operationen: 2 = {wahr, falsch, nicht, und, oder}
Typ der Algebra: (0,0,1,2,2)
Gleichungen:

nicht (wahr) — falsch nicht(falsch) — wahr
und (w,wahr) = w oder (w,wahr) — wahr
und (w,falsch) — falsch oder(w,falsch) = w
und (v,w) = und(w,v) oder (v,w) = oder(w,v)
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Heterogene Algebren

Eine heterogene Algebra ist ein Tupel (Aq,...,An,2), wobei
Aq,...,An Tragermengen und €2 Operationen sind.

Jeder Tragermenge A, ist eine Sorte s; zugeordnet.

Der Index jeder Operation beschreibt die Sorten der Operan-
den und des Ergebnisses.

Die Signatur besteht aus der Menge der Operationen sowie
dem Typ und den Indizes aller Operationen.

Jede Sorte entspricht einem Typ in einer Programmiersprache.
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Beispiel fur heterogene Algebra (1)

Sorten: WListe, WW

Operationen: leerw :
: WW X WListe — WListe

cons

car :
cdr :
wahr
falsch :
: WW — WW
und :
oder :

nicht

WListe

WListe — WW
WListe — WListe
WW

WW

WW X WW — WW
WW X WW — WW
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Beispiel fur heterogene Algebra (2)

Gleichungen: car(cons(w, 1))
cdr (cons(w, 1))
cdr (leerw)
nicht (wahr)
nicht (falsch)
und (w, wahr)
und (w, falsch)
und (v, w)

oder (w, wahr)
oder(w, falsch)
oder (v, w)

w

= |
= leerw
= falsch

wahr

= W

= falsch

= und(w, v)
= wahr

w

= oder(w, v)
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Sorten als Parameter

WListe und WW konnen nur beschrankt als AD T bezeichnet wer-
den, da diese Typen nur in einer gemeinsamen Datenkapsel
spezifiziert werden kdnnen.

Im Endeffekt muss jedes ausreichend komplexe Programm in
einer einzigen Datenkapsel dargestellt werden.

Als LOosung bieten sich parametrisch polymorphe Typen an:
Sorten werden als Parameter an andere Algebren ubergeben.

Diese Losung funktioniert immer, wenn keine zyklischen Typ-
abhangigkeiten bestehen.
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Beispiel fur Parameter-Sorten

Sorten: Liste
Parameter-Sorten: Element

Operationen:
leer : Liste
cons : Element X Liste — Liste
car : Liste — Element
cdr : Liste — Liste
Gleichungen:
car(cons(e, l)) =€
cdr(cons(e, 1)) =1
cdr(leer) = leer
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Prozessalgebra

Sie dient zur Spezifikation nebenlaufiger Prozesse.

Atomare Aktionen (Befehle einer virtuellen Maschine) werden
mittels « (Hintereinanderausfiihrung), || (Parallelausfihrung)
und + (alternative Ausfiihrung) verknipft.

Aquivalenz wird Uber algebraische Gesetze ausgedriickt:

r+y=y+uw (z+y)t+z=z4+ (y+=2)

r+r==x (r+y)*xz=xzxz4+yx*z
(zxy)*xz=xx(yx2) TxeE=x

EXT =1 rlly=yllz
+yllz=zllzt+yllz (@lly)llz==z](y]l2)

z||e=x
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